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On travaille sur P! x P! ot I'on note 7 la projection sur le premier facteur. La classe d’une fibre sera
notée f, la classe d’une section s, et h = s + f la classe de la diagonale (section hyperplane si on plonge
P! x P! comme une quadrique dans P?3).

On note A = (PGL(2) x PGL(2)) x Z/2Z le groupe des automorphismes de P! x P!, et B le groupe des
applications birationnelles qui préservent la fibration 7. On note 7 : (u,v) — (v,u), e : (u,v) — (u,u/v)
qui est une application élémentaire associée aux points (0,0) et (00, 00) (i.e. géométriquement e consiste &
éclater ces deux points puis a contracter les fibres u = 0 et uw = 00). Plus généralement on note e,, € B
lapplication élémentaire associée & deux points = et y (peut-étre infiniment proches), obtenue a partir de e
par conjugaison.

Théoréme 1 Le groupe de Cremona en dimension 2 est engendré par B et 7. De plus les relations suivantes
forment un systéme complet de relations® :

o Les relations a lintérieur des groupes A et B.
e La relation (te)® = (1/u,1/v) € A.
Preuve. Tout d’abord de la relation (7¢)® € A on déduit que pour tout couple® de points x, y on a

TCryTCply Tery = a € A

/

ou 2/ = 7(z),y = 7(y). En effet soit ¢ € AN B qui envoie 2,y sur (0,0) et (co,00). On a

gp_legp = €grqy €t cp_chp —rc=clr

avec c¢(z') =z et ¢(y’') =y. D’ou :
90_1(7'6)34,0 — (7-0) o (em/y/) o (c_lT) o (ex/y/) o (TC) o (ex/y/) ocle= TCqryTExly TezyC € A.

Supposons que R = by7bo7---7b. € A, avec b; € B. On peut supposer que cette relation est réduite, au
sens ol les b; ne sont pas dans A. Si g est un élément du groupe de Cremona on note

a(g) = g(h).s et B(g) = g(h).f

En particulier on note
o = a(bZT e Tbr) et ﬁl — /B(bZT e Tbr)

On note enfin 8 = max; 3;, et s le plus grand indice tel que 8 = 5. La preuve de la proposition suivante est
résumée sur la figure 1.

Proposition 1 Soit f dans le groupe de Cremona, et egy une transformation élémentaire. Alors B(ezyof) =
B(f) et alegy o f) = af) + B(f) — ve — vy, 0 vy et vy sont les multiplicités de f(h) en x,y. En particulier
0B = a1 pour tout i.

Soient x1,- -+, X9y les points d’indétermination de by, et vy, - - -, Vo, les multiplicités de ces points dans
le systéme linéaire 7bs117 - - - 7b.(h).

Le principe de la preuve est de chercher a reécrire la relation R a l’aide des relations listées dans le
théoréme de fagon a faire baisser les entiers (3, s,m) ordonnés par ordre lexicographique.

YProof of a theorem on relations in the two-dimensional Cremona group”, Uspekhi Mat. Nauk 40, p. 255-256, 1985
20n se sert aussi dans la preuve de la relation (7 o (u,u — v))® = (—u,—v) € A, qui se déduit de celle de ’énoncé en

(v—u+1)(v—1) 'u—u+1)
(v—u—1)(v+1)? v—u—1 )"

3Pas dans une méme fibre ou une méme section. Si x et y infiniment proches, on fait un calcul similaire a partir de la formule
dans la note précédente.

remarquant que ¢ o (u,u — v) = (u,u/v) 0 Y avec @ = (



a+f—ve—ry

«a a+B—vz—ry

Figure 1: Preuve en image de la proposition.

Lemme 1 Sim =1 on peut faire baisser s, sans faire monter (3.
Preuve. Si by = apegy (0l ag € AN B) on écrit :
blT cee bs_l(TaoT)(TexyT)bs+1 s Tbr = blT ce bs_la/o(aex/yfrexy)bsﬂ s Tbr

et on voit que s a diminué; de plus 3 diminue éventuellement ou reste constant 4. O

Lemme 2 Supposons que pour tous i,j on ait v; +vj < Bsyq. Alors m = 1.

Preuve. En écrivant by = - - - €g44,€4,2, €t en appliquant m fois la proposition on voit que

2m
ﬁ = ﬁs > ﬁs—l =05 = ﬁs+1 + maogy1 —Zl/i.
i=1

=5
D’ou
2m
(m—1)Bs11 > ZW —Bs11 2 (m—1)8
i=1
et donc m =1, car G;_1 < § par maximalité de s. O

Lemme 3 Supposons que m > 2 et qu’il existe deux points, disons x1 et xa, tels que vy + vo > [Bsy1. Alors
on peut faire baisser m de 1, en gardant (B et s constants.

. N _ IPA . .
Preuve.  Posons bs = bg€z,z,- On & €52, = aTeq,0,T€, 4, €t donc R s’écrit maintenant

R =0bi7byT - - 7'1)'5617'69019027'emr1mr2 bsy17T - Thp.

On a:
Bexiabsta - Tby) = Bep1 < B (par maximalité de s)
ey o bs1T b)) = g1+ Ber1 —vi — 12 < asp1 =P
5(€m1w276;p'1z'2bs+17 o Thy) = Qsp1 F fBsr1 — v — v < S

Donc le nombre 3 ainsi que U'indice s restent constants. De plus bia a deux points d’indétermination de
moins que by, autrement dit m a diminué de 1. O

Le résultat d’Iskovskikh est une récurrence immédiate & partir de ces trois lemmes : remarquons qu’aprés
avoir appliqué le lemme 1 il se peut que la relation ne soit plus réduite (certain b; sont dans A), dans ce cas
on réduit en diminuant éventuellement (3, s,m) et en obtenant peut-étre une relation triviale du type a = a;
c’est cette derniére situation qui achéve la récurrence.

4Remarquer que 8, =1 et 8,_1 = a, > 2, d’autre part 1 =1, donc 1 < s <r



