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Aucun document n’est autorisé. Les appareils électroniques sont interdits.
Les candidats doivent résoudre trois exercices de leur choix parmi les cinq exercices
proposés. Ces exercices sont indépendants. Les solutions devront être rédigées de
manière rigoureuse. Le jury portera une attention particulière à la qualité de la
rédaction.

Exercice 1 (15 points)
Soit n ≥ 1 un entier naturel. Dans ce qui suit le symbole 〈·, ·〉 désigne le produit
scalaire (euclidien) dans Rn.

- On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n et à coefficients réels est σ-angle
bornée avec σ > 0 si pour tous vecteurs x, y et z dans Rn, on a :

〈Ax− Az, z − y〉 ≤ σ〈Ax− Ay, x− y〉.

Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) La matrice carrée A est σ-angle bornée avec σ > 0.

(b) 〈Ax, y〉 ≤ σ〈Ax, x〉+ 〈Ay, y〉 pour tous x et y dans Rn.

(c) 〈Ax, y〉 ≤ α〈Ax, x〉+β〈Ay, y〉 pour tous x et y dans Rn avec α > 0, β > 0,
et αβ = σ.

(d) 〈Ax, x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ Rn et∣∣∣〈Ax, y〉 − 〈Ay, x〉∣∣∣ ≤ 2δ
√
〈Ax, x〉

√
〈Ay, y〉

pour tous x et y dans Rn avec σ = 1
4
(δ2 + 1).

Exercice 2 (15 points)
Trouvez tous les polynômes P et Q à coefficients réels tels que

P (x)Q(x+ 1)− P (x+ 1)Q(x) = 1.
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Exercice 3 (15 points)
Soit F0(x) = ln x. Pour tout n ∈ N et tout nombre réel x > 0, on définit

Fn+1(x) =

∫ x

0

Fn(t)dt.

Déterminer la limite suivante :

lim
n→∞

n!Fn(1)

lnn
.

Exercice 4 (15 points)
Trouver un nombre réel α et un nombre réel L > 0 tels que

lim
r→+∞

rα
∫ π

2

0

xr sinxdx∫ π
2

0

xr cosxdx

= L.

Exercice 5 (15 points)
Soient ai, bi > 0 (i = 1, 2, · · · , n) des nombres réels. Montrer que

(a1a2 · · · an)1/n + (b1b2 · · · bn)1/n ≤ [(a1 + b1) (a2 + b2) · · · (an + bn)]
1/n.
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