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1ÈRE PARTIE

NOUAKCHOTT, MARS 2012

Correction du problème

1. (a) La matrice ATA étant hermitienne, ses valeurs propres sont réelles. De plus, de la relation
ATAx = σx, on déduit

σ‖x‖2 = σ〈x, x〉 = 〈σx, x〉 = 〈ATAx, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2,

qui montre, puisque x 6= 0, que σ ∈ R+.

(b) Il est clair que si λ est une valeur propre de A, σ = λ2 est une valeur propre de A2.
Réciproquement, si x est un vecteur propre deA2 asssocié à la valeur propre σ, on aA2x =
σx, soit en notant A = PDP−1 une décomposition spectrale de la matrice hermitienne
A, PD2P−1x = σx ou encore D2P−1x = σP−1x. Notant (λi)

n
i=1 les valeurs propres de

A, on a λ2i (P
−1x)i = σ(P−1x)i pour 1 ≤ i ≤ n. Comme le vecteur P−1x n’est pas nul,

il a au moins une composante i qui n’est pas nulle et λ2i = σ. Conclusion : les σ sont les
carrés des valeurs propres de A.

(c) Les vecteurs propres ui de la matrice hermitienne ATA forment une base orthonormale de
Rn. On a

〈Aui, Auj〉 = 〈ATAui, uj〉 = σi〈ui, uj〉 =

{
0 si i 6= j,
σi si i = j.

(d) i. r = 0. Le spectre de la matrice hermitienne ATA est réduit à {0}, c’est la ma-
trice nulle (en écrire une décomposition spectrale). Et si ATA est nulle, A l’est aussi
puisque

ATAx = 0 =⇒ ‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈ATAx, x〉 = 0 =⇒ Ax = 0.

r = n. Si x ∈ KerA, on a Ax = 0. Multipliant cette égalité à gauche par AT et
notant que la matrice ATA est inversible, on obtient x = 0. (ou par le théorème du
rang)
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ii. A. ATvi = 1√
σi
ATAui =

√
σi ui.

Les vecteurs (vi)
r
i=1 sont normés :

‖vi‖2 = 〈vi, vi〉 =
1

σi
〈Aui, Aui〉 =

1

σi
〈ATAui, ui〉 = 1.

Le théorème de la base incomplète assure l’existence de m− r vecteurs (v′i)
m
i=r+1

de sorte que la famille (vi)
r
i=1 ∪ (v′i)

m
i=r+1 forme une base de Rm. Le procédé de

Gram-Schmidt produit une base orthormée.
B. On munit Rn de la base (ui)

n
i=1 et Rm de la base (vi)

m
i=1. Soit x =

∑n
i=1 xiui, on

a

Ax =
n∑
i=1

xiAui =
r∑
i=1

√
σixivi,

puisque Aui = 0 pour i = r + 1, · · · , n. On en déduit que l’image de f est
engendrée par les vecteurs v1, · · · , vr et que Ax = 0 si et seulement si xi = 0
pour i = 1, · · · , r et donc x =

∑n
i=r+1 xiui.

Par définition le rang de f est égal à r.
2. On suppose dans cette partie que r = n.

(a) Le rang r est inférieur ou égal à min(m,n).
(b) La i-ème colonne de la matrice AU ∈ Mm,n(R) est Aui =

√
σivi. La i-ème colonne de

la matrice V S ∈Mm,n(R) est
√
σivi, puisque S est diagonale.

(c) On écrit A = (V UT )(USUT ).
Noter que puisque n = m = r, la matrice A est inversible.
Unicité de la décomposition polaire d’une matrice inversible. Soit A = O1H1 = O2H2

où les matrices Oi sont orthogonales et les matrices Hi symétriques définies positives. On
note que la matrice symétrique ATA = HT

i 0Ti O1H1 = H2
i . On en déduit que Hi est la

racin carré de la matrice ATA, d’où l’unicité de H , puis de O = AH−1

3. On suppose que 0 < r ≤ n.
On a toujours la factorisation A = V SUT .

(a) Il s’agit de montrer que P = BA et Q = AB
– Montrons que ImAB = ( Ker f)⊥ que et pour tout x ∈ Rn, on a x − BAx ∈ Ker f .

Soit donc x =
∑n

i=1 xiui ∈ Rn. On sait que Ax =
∑r

i=1

√
σixivi et puisque Bvi =

U∆V Tvi = U∆ei = 1√
σi
ui pour i = 1, · · · , r, on a

BAx =
r∑
i=1

√
σixiBvi =

r∑
i=1

xiui.

Comme les (ui)
r
i=1 forment une base de ( Ker f)⊥, on a bien ImAB = ( Ker f)⊥. De

plus x−BAx =
∑n

i=r+1 xiui ∈ Ker f .
On peut aussi montrer que BA est une matrice de projection orthogonale, c’est donc la
matrice de projection orthogonale sur ImAB = ( Ker f)⊥.
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– De même, pour y =
∑m

i=1 yivi ∈ Rm, on a

ABy = A

m∑
i=1

yiBvi = A

r∑
i=1

yi
1
√
σi
ui =

r∑
i=1

yivi ∈ Im f,

et y − ABy =
∑m

i=r+1 yivi ∈ ( Im f)⊥.

(b) Par définition q(y) ∈ Im f , d’où l’existence d’un vecteur x tel que q(y) = f(x). D’autre
part, g(yi) = p(xi) = b ◦ f(xi) = b ◦ q(y) est indépendant de xi.
Notons G la matrice associée à l’application g :

G = BQ = BAB = U∆S∆V T = B

car ∆S∆ = ∆.

Cas r = n. Pour tout x ∈ Rn, on écrit

f(x)− y = [f(x− x̄)] + [f(x̄)− y] .

Le premier terme appartenant à Im f et le second

f(x̄)− y = f ◦ g(y)− y = f ◦ b(y)− y = q(y)− y

appartenant à ( Im f)⊥, ces deux vecteurs sont orthogonaux et donc

‖f(x)− y‖2 = ‖f(x− x̄)‖2 + ‖f(x̄)− y‖2 ≥ ‖f(x̄)− y‖2.

Unicité.
Cas 0 < r ≤ n.
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