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INTRODUCTION Plan de la présentation

Plan de la présentation
La thése est un recueil de contributions variées a :

(i) la théorie additive des groupes, des anneaux et de leurs généralisations (partie )

1. Une généralisation de la transformée de Davenport.

2. Une extension du théoréme de Cauchy-Davenport impliquant :
(a) les théorémes de Kemperman et de Hamidoune-Karolyi (cas commutatif) ;
(b) une extension du théoréme de Chowla ;
(c) une version plus forte du théoréeme de Pillai (groupes cycliques).
3. Une preuve combinatoire d'une version plus forte du théoreme de Hamidoune-Kérolyi
(pour tous les groupes) par la transformée de Kemperman.
4.

Une généralisation des résultats par G. A. Freiman et ses coauteurs sur la théorie
structurelle des groupes ordonnés au cas des semi-groupes ordonnés.

(i) la théorie élémentaire des nombres (partie I1)
1. Autour d'une conjecture par K. Gydry et C. Smyth ;

2. Une contribution a I'étude des systemes de congruences cycliques (probléme de Znam).
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Une conjecture de Gy8ry et Smyth

Sur la divisibilité de a" 4+ b" par nk

K. Gydry et C. Smyth ont conjecturé que les ensembles R, (a, b) et R, (a, b) des entiers
n t.q., respectivement, n* | a" + b" et n* | a” — b", ol a, b, k € Z avec k > 3, |ab| > 2 et
ged(a, b) = 1, sont finis.
On démontre que Rki(a, b) sont finis si k > max(|al, |b|).
Théoréme 1. Soient a, b, n étre des entiers t.q. n > 2, a > max(1,|b|) et b >0
quand n est pair, et soient § := gcd(a, b), a ;= taet 3:=5"1h.

(i) Supposons que 8 # —a quand n est impair. Alors, n? | 8" + b" et n* | &" + B" si

et seulement si (a, b,n) = (2,1,3) ou (2,2, 2) pour c € {0,1,2}.

(ii) Supposons que 8 # «. Alors, n? | 8" — b" et n® | a" — 8" si et seulement si
(a, b,n) =(3,1,2) ou (2,-1,3).

La preuve se base sur le lemme suivant :

Lemme (Lucas, 1878 & Carmichael, 1909). Pour tous x,y € Z, f € Nt et pc P
t.q. pfxy et p| x —y, on a (e, est la valuation p-adique standard) :

(i) Si p >3, £ est impair, ou 4 | x — y, alors e,(x* — y*) = ey(x — y) + ey(¥).
(i) Si p=2, £ est pair, et ex(x — y) = 1, alors ex(x* — y*) = ex(x + y) + e2(¥).
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Autour du probléme de Zndm

Un systeme d'equations cycliques dans les entiers (1/2)
Le probleme de Znam : Quels sont les multi-ensembles Z, d’entiers xi,...,xx > 2
(k > 2) t.q. x; est un diviseur propre de 1 + Hﬁ;j:lxj- pour tout i ? Sont-ils finis 7
1. 2k =0 pour 2 < k < 4 (Janak et Skula, 1978) ;
2. Une borne inférieure sur |Z| qui implique Z¢ # 0 si k > 5 (Sun Qi, 1983).
Un probleme lié : Etant donné un entier n > 3, soient

(i) wu1,...,un des entiers > 2 et premiers entre eux deux a deux;

(i) D une famille de sous-ensembles propres et non vides de {1, ..., n} qui contient un
nombre “suffisant” d'éléments (e.g., |D| > n" pour quelque xk > 0);

(iii) & une fonction D — {£1} (on écrit &, au lieu de (/)).

On pose la question suivante :

Question 1. Existe-t-il au moins un nombre premier g t.q. g divise [ ], ui — €/ pour
un certain | € D, mais ne divise pas uy---up ?

e ¢ o Nous donnons une réponse positive dans un cas particulier.
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Autour du probléme de Zndm

Un systeme d'equations cycliques dans les entiers (2/2)

Soient n un entier positif et S, := {1,...,n}. Pour tout kK € N on dénote par Pi(S,) la
collection de tous les sous-ensembles / de S, t.q. |I| = k.

Théoréme 2. Etant donné un entier n > 3, soient pi,...,Pn des nombres premiers,
vi,...,Vn des entiers positifs et D une collection de sous-ensembles propres et

non-vides de S, t.q. Do C D, ol Dy := P1(Sn) U Pn—2(Sn) U Pn—1(5n). Alors, pour
toute fonction € : D — {£1} t.q. la restriction de £ a Dy est constante, il existe un
nombre premier g ¢ {p1,...,pa} t.q. g divise [],., p" — &/ pour un certain | € D.

Cela implique :

Théoréme 3. Si go € {£1} et si A est un ensemble de trois ou plus nombres premiers
qui contient les diviseurs premiers des tous les produits HpeB p — €0 pour lesquels B
est un sous-ensemble propre, fini et non vide de A, alors A contient P.

Les preuves sont basées sur le théoreme suivant :

Théoréme (Zsigmondy, 1892). Soient a,b € N et n > 2 un entier t.q. (i) a > b,
(i) (a, b, n) # (2,1,6), et (iii) si n =2, alors a + b n’est pas une puissance de 2.
Alors, il existe p € P t.q. p|a" — b" et p{a* — b* pour chaque entier positif k < n.
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THEORIE ADDITIVE Préliminaires sur les semi-groupes

Quelques définitions générales
Semi-groupe : une paire A = (A, +) constituée par un ensemble et une loi associative.
On dit que A est (un semi-groupe) simplifiable si
VX, ¥,Zz€EA:x+z=y+2z ou z+x=z+y = XxX=y.
SiX,Y CA ondéfint X+ VY ={x+y:xeX,y€eY} et
X—Y ={zeA:(z+Y)NX#0}, —X+Y:={zeA:(X+z)nY £0}.
On définit I'unitarisation de A, qu'on dénote par A de la maniére suivante :

(i) si A est un monoide, alors A©®) := A ;

(i) sinon, A® est la paire (AU {0}, +), ol1 0 ¢ A et + est la seule extension de + 2 une
opération binaire sur AU {0} t.q. 0 sert comme un elément neutre.

Si Z C A, on écrit (Z)4 pour le plus petit sous-semi-groupe de A qui contient Z.
On écrit pa(Z) pour I'infimum des ordres d'un sous-semi-groupe non trivial de (Z), (), i.e.

pA(Z) = zeizn\f{o} OrdA(o) (Z)
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THEORIE ADDITI Préliminaires sur les semi-groupes

Quelques considérations avant de procéder

Deux motivations “naturelles” :

(i) le monoide des éléments non nuls d'un anneau a unité intégre est, en général, un
monoide simplifiable, mais pas un groupe ;

(i) méme si A est un groupe commutatif, les sous-ensembles non vides de A, munis de
I'opération qui envoie (X, Y) sur la somme X + Y/, sont un monoide non simplifiable.

On rappelle que :

(i) chaque semi-groupe commutatif et simplifiable s'injecte dans un groupe ;

(ii) rien de semblable n’est vrai dans le cas non-commutatif, pas méme si le semi-groupe
ambient est de type fini.

C’est lié a une question bien connue en théorie des semi-groupes (A. |. Malcev, 1937).

e e o | 'étude des sommes d'ensembles dans les semi-groupes, méme simplifiables et de
type fini, ne se réduit pas au cas des groupes (au moins, pas d'une maniére triviale).
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THEORIE ADDITIVE Théorémes de type Cauchy-Davenport

Cauchy-Davenport et quelques généralisations connues (1/2)

Théoréme (Cauchy, 1813 & Davenport, 1935). Si A est un groupe d’ordre premier
p et X, Y C A sont non-vides, alors | X 4+ Y| > min(p, | X| +|Y|—1).

Ce résultat a été généralisé de plusieurs facons :
Théoreme (Chowla, 1935). Si A = (Z/mZ,+) et 0 C X, Y C Asonttq. 0 € Y et
ged(m,y) =1 pour tout y € Y \ {0}, alors | X 4+ Y| > min(m, | X]| +|Y]| —1).

Une autre généralisation aux groupes cycliques :

Théoreme (Pillai, 1937). Supposons que A = (Z/mZ,+) et soient X et Y des
sous-ensembles non-vides de A. Si |Y| =1, on pose § := 1 ; sinon on définit § comme
le maximum de ged(m,y — yo) sur toutes les paires (y, yo) d'éléments distincts de Y.
Alors, | X + Y| > min(6™'m, |X| +|Y| = 1).

On a établi :

1. une preuve alternative d'une généralisation commune des deux ;

2. une version plus forte du théoreme de Pillai.
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THEORIE ADDITIVE Théorémes de type Cauchy-Davenport

Cauchy-Davenport et quelques généralisations connues (2/2)
Plus précisément : étant donné un sous-ensemble non-vide X de Z/mZ, posons dx =1
si | X| =1, sinon dx := mingex Maxg£cex ged(m, x — xo).
Théoreme 4. Supposons que A = (Z/mZ,+) et soient X, Y des sous-ensembles
non-vides de A. Si § := min(dx, dy), alors |[X + Y| > min(6~'m, |X| +|Y]| — 1).
Une généralisation d'un type différent :
Théoréme (Hamidoune & Karolyi, 2005). Si A est un groupe et X, Y sont des
sous-ensembles non-vides de A, alors | X + Y| > min(p(A), | X| +|Y|—1).
On retrouve le théoréme suivant :

Théoreme (Kemperman, 1956). Si A est un groupe t.q. l'ordre de chaque élément
z#0est > |X|+|Y|—1etsi X, Y sont des sous-ensembles non-vides de A, alors on
alX+Y|>|X[+|Y] -1

e o o Cas commutatif : folklore (par le théoreme de Kneser). Cas fini : Karolyi (par
Feit-Thompson). Cas général : Hamidoune (par la méthode isopérimétrique).
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THEORIE ADDITIVE La constante de Cauchy-Davenport

Deux théorémes et une conjecture (1/3)

Si X est un sous-ensemble de A, on définit la constante de Cauchy-Davenport de X par

v(X):= sup inf ord(x — xo).

xpEX X XpF#XEX
De plus, si Xi,...,X, C A on définit

y(X1,. .., Xn) == max v(Xj).

1<i<n

Théoreme 5. Si A est un semi-groupe simplifiable (éventuellement non-commutatif)
et X, Y sont des sous-ensembles non vides de A t.q. (Y), est commutatif, alors
X+ Y[ = min(y(Y), [X]+[Y]-1).

On a le corollaire suivant (qui s'applique, en particulier, aux groupes commutatifs) :
Corollaire 1. Si A est un semi-groupe simplifiable et commutatif et X, Y sont des
sous-ensembles non vides de A, alors | X + Y| > min(vy(X, Y),|X| + |Y] —1).

On obtient le théoreme 1 : si A = (Z/mZ,+), alors ord(z — z) = m/ ged(m, z — z)
pour tout zg,z € A, de facon que (X, Y)=0"'msi0 C X,Y C A
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THEORIE ADDITIVE La constante de Cauchy-Davenport

Deux théorémes et une conjecture (2/3)
De plus, on prouve le suivant :

Théoréme 6. Si A est (un semi-groupe) simplifiable, commutatif ou non, et
X, Y C A sont non-vides, alors |[X + Y| > min(y(X + Y), |X|+ Y| —1).
Ce résultat est une généralisation, une abstraction, et une version plus forte du théoréme
de Hamidoune-Karolyi :
I Lemme 1. Si X, Y sont sous-ensembles de A, si A est simplifiable, et si X*, Y # (),
alors (X, Y) > min(v(X),(Y)) > v(X + Y) > p(A).
Ces inégalités peuvent bien étre larges :
Exemple 1. Soient me Z et p,g e Pt.q. 2<m < p < q. On pose
X:={mkmodn:k=0,....p—1} et Y:={mkmodn:k=1,...,p},

oun:=m-p-q. On trouve [ X+ Y| =2p, y(X)=~(Y)=p-qgety(X+Y)=gq, et
d’autre partie, p(Z/nZ) est le plus petit diviseur premier de m. Donc,

p(Z/nZ) <~(X +Y) < min(y(X),7(Y)) =X, Y),

et en fait p(Z/nZ) K y(X+Y)sig>m, et (X +Y) < (X,Y)sip>2.
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THEORIE ADDITIVE La constante de Cauchy-Davenport

Deux théorémes et une conjecture (3/3)

Une comparaison :

(i) le théoreme 2 est, en quelques sortes, bien plus fort que le théoréme 3, parce qu'on
peut avoir v(X, Y) > (X + Y) (exemple 1) ;

(ii) le théoréme 3 est, en quelques sortes, bien plus général que le théoreme 2, parce
qu'il ne requiert aucune hypothése de commutativité.

Cela nous amene a la conjecture suivante :
Conjecture 1. Si X, Y sont des sous-ensembles de A et A est simplifiable, alors on a
CIX 4 Y] > min(y(X, Y), X] + Y] - 1).

On pose aussi la question suivante :
Question 2. Si Xi, ..., X, sont sous-ensembles de A et A est simplifiable, c'est vrai

que | X1+ -+ Xp| = min(y(Xy, ..., X0), [ X1+ +|Xal +1—=n) 7

On a trouvé que :

(i) la conjecture 1 est vraie pour n =2 si (X)a et (Y)a sont commutatifs (théoreme 2).

(i) la question 2 a une réponse positive si A est simplifiable et sans torsion (lemme 1).
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Des preuves combinatoires

A propos des preuves des théoremes 1 et 2

Les preuves (toutes les deux par I'absurde) sont combinatoires en reposant sur :
(i) les propriétés de la soustraction d'ensembles qu’on a introduit ;

(ii) une généralisation de la transformée classique de Davenport (pour le théoréme 1) et
une variante de la transformée de Kemperman (pour le théoreme 2) ;

(iii) des propriétés d'invariance de la constante de Cauchy-Davenport par rapport a
certaines transformations (en fait, des translations).

(iv) une induction qui part de I'existence d'un contre-exemple (X, Y) au théoréme 1 t.q.
|Y| est minimal (aprés les cas triviaux) ;

(v) une induction qui part d'un contre-exemple (X, ¥) au théoreme 2 t.q. la paire est
“mini-maximal” dans le sens suivant : Si (X, Y) est un autre contre-exemple, alors
VD IX+Y[<|X+Y]ou (2)|X+Y|=|X+Y]|et

(22) IX] + Y[ < X[+ Y] ol (2b) [X]| +|V]=|X|+|Y]et |X] <[X].

e ¢ ¢ On remarque que les preuves des théorémes 1 et 2 n'utilisent ni le théoréme de
Feit-Thompson ni la méthode isopérimétrique.
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“Small doubling” dans les semi-groupes ordonnés

Théorie de Freiman et semi-groupes ordonnables

Soit A = (A, ) un semi-groupe (en notation multiplicative), et soit S C A.

Une question typique de la théorie de Freiman : prouver que S est “bien structuré”dans
I'hypothese que |S?| est “petit” par rapport a |S|.

Théoreme (Freiman et alii, a paraitre). Si A est un groupe linéairement ordonnable
(l.o.) et |S?| < 3|S| — 3, alors le sous-groupe de A engendré par S est abélien.

Ici, on dit que A est un (semi-)groupe l.o. s'il existe un ordre total < sur A t.q.
Va,bce A:a<b =— a-c<b-c et c-a<c-b.
On a généralisé le théoréme aux semi-groupes l.o. :

Théoréme 7. Si A est un semi-groupe linéairement ordonnable et |S?| < 3|S| — 3,
alors (S)4 est un sous-semigroupe abélien de A.

e o o C'est une généralisation parce que, si A est un groupe et (S)4 est abélien, alors le
sous-groupe de A engendré par S est lui méme abélien.
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“Small doubling” dans les semi-groupes ordonnés

Quelques résultats secondaires

La preuve : méme schéma général de la preuve du théoreme de Freiman, maisil y a
beaucoup de difficultés.

Lemme 2. Si A est un semi-groupe linéairement ordonnable et a, b € A sont t.q.
a"b = ba" pour un certain entier n > 2, alors ab = ba.

Cela généralise le lemme suivant (et en simplifie la preuve) :
Lemme 3 (Neumann, 1949). Si A est un groupe linéairement ordonnable et a,b € A
sont t.q. [a", b] = 1 pour un certain entier n > 2, alors [a, b] = 1.

De plus, le lemme 2 implique le suivant :
Lemme 4. Si A est un groupe linéairement ordonnable, S est un sous-ensemble fini et
non-vide de A, et y € A\ Ca(S), alors |[yS U Sy| > |S| + 1.

Et on utilise ce dernier résultat pour prouver le suivant :

Théoreme 8. Si A est un semi-groupe linéairement ordonnable et S est un
sous-ensemble fini de A, alors Cx(S) = Na(5).
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THEORIE ADDITIVE A la recherche d’exemples

Vers des semi-groupes |.o. intéressants (1/3)
Il'y a une question fondamentale qui se pose :

I Peut-on trouver quelque semi-groupe l.o. qui ne s'injecte pas dans un groupe l.o. ?

Un probléme ouvert pendant de nombreuses années : il a recu une réponse positive par
C. G. Chehata and A. A. Vinogradov (1953), et plus tard par R. E. Johnson (1969).

I Peut-on trouver des exemples un peu plus “naturels” ?

Cela m’a conduit a I'étude des semi-anneaux : un 4-uplet K = (K, +, ") t.q.

(i) (K,4+) est un monoide et (K, -) est un semi-groupe ;
(i) 0-a=a-0=0 pour tous les a € K, o1 0 est I'elément neutre de (K, +) ;

(i) la multiplication est distributive par rapport a I'addition.
On dit que A est un semi-anneau l.o. s'il existe un ordre total < sur K t.q. :

(iv) (K,+, =) est un semi-groupe l.o. ;
(v) ab < ac et ba < ca pour tous a,b,c € K t.q. 0 <aet b < c.

Alors on dit que (K, +, -, <) est un semi-anneau linéairement ordonné.
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THEORIE ADDITIVE A la recherche d’exemples

Vers des semi-groupes |.o. intéressants (2/3)
Supposons que Ay = (A, +, -, %) est un semi-anneau |.o., et soient A := (A, +,-) et
n € N*. On écrit M,(A) pour le semi-anneau des matrices n x n.
Théoreme 9. Soit U,(A;") le sous-semi-groupe de (M, (A), -) qui consiste en les
matrices triangulaires supérieures dont les éléments sur ou au-dessus de la diagonale
principale sont positifs par rapport a A;. Alors LI,,(A;) est un semi-groupe |.o.
On pose la question suivante :
I Question 3. L{,,(Agr), s'injecte-t-il dans un groupe l.o. ?
Soit L,(A]) le semi-groupe des matrices transposées de Uy(A;), et soit T,(A]) le plus
petit sous-semi-groupe de (M,(A),-) qui contient U,(A}) U L,(A]).
I Question 4. T,(Agr), est-il l.o. 7 Si oui, s'injecte-t-il dans un groupe l.o. ?

e o o Des réponses négatives donneraient des exemples plus “naturels” que ceux déja
connus.
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HEORIE ADDITIVE A la recherche d’exemples

Vers des semi-groupes |.o. intéressants (3/3)

Un autre exemple : Supposons que K = (K, +,-) est un semi-anneau et A = (A, o) est
un semi-groupe. On écrit K[A] pour I'ensemble de toutes les fonctions f : A — K t.q.
f~1(0k) est fini.

KIA] devient un semi-anneau, ici noté K[A], si on le dote des opérations d’addition
ponctuelle et produit a la Cauchy induites par A et K.

Théoréme 10. Si K est un semi-anneau l.o. et A est un semi-groupe l.o., alors K[A]
est lui-méme un semi-anneau l.o.

Cela implique la caractérisation suivante :

Théoreme 11. K est un semi-anneau l.o. si et seulement si le semi-anneau des
polynémes sur K a un nombre quelconque d'indéterminées commutatives
(respectivement, non-commutatives) est lui-méme l.o.

e e ¢ Quand K est un semi-anneaux l.o. et A est un semi-groupe, on regarde le
semi-groupe des eléments positifs de K[A].
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