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Abstract. Nous donnons une brève présentation de la théorie des systèmes
GKZ et montrons en quoi la �fonction I� de Givental est reliée à de tels sys-
tèmes.

1. Introduction : Fonctions hypergeometriques

1.1. La fonction hypergéométrique de Gauss. L'origine des fonctions hyper-
géométriques se trouve au début du 19ème siècle, lorsque Gauss étudie l'équation
di�érentielle suivante (appelée maintenant �l'équation di�érentielle de Gauss�) :

(1.1) x(1− x)F
′′

+ (c− (a+ b+ 1)x)F ′ − abF = 0

où a, b, c ∈ C. Cette équation linéaire, qui provient de la physique, a trois points
singuliers réguliers en 0, 1 et ∞. Toute équation di�érentielle linéaire de degré 2
possédant trois points singuliers réguliers peut se mettre sous cette forme.

La recherche de solutions en séries entières F (x) =
∑∞
k=0 ckx

k, conduit à la
relation de récurrence suivante (où nous supposons que c /∈ Z).

(1.2)
ck+1

ck
=

(k + a)(k + b)

(k + c)(k + 1)

En �xant c0 = 1, on obtient :

F (a, b, c;x) =

+∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k(1)k

xk

où (α)k désigne le symbole de Pochammer :

(α)k = (α)(α+ 1) . . . (α+ k − 1), α ∈ C, k ∈ N∗

(α)0 = 1

en particulier, (1)k = k!. On montre le théorème suivant (voir [1]) :

Théorème 1. On suppose c /∈ Z. La série entière :

F (a, b, c;x) =

+∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k(1)k

xk

est convergente pour |x| < 1. Les deux fonctions

F (a, b, c;x) et x1−cF (a+ 1− c, b+ 1− c, 2− c;x)

forment une base de l'espace des solutions de l'équation 1.1.
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La fonction F est appelée la fonction hypergéométrique de Gauss. Elle fut large-
ment étudiée durant le 19ème siècle. Cette fonction véri�e aussi l'expression inté-
grale suivante :

Théorème 2. Si 0 < Reb < Rec , on a :

F (a, b, c;x) =

ˆ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt

1.2. Les fonctions hypergéométriques. Le terme fonction hypergéométrique
provient de la relation de récurrence 1.2. Cette relation est du type ck+1 = H(k)ck
où H est une fraction rationnelle, quotient de deux polynômes de degrés 2. Si ces
deux polynômes étaient constants égaux à 1, on obtiendrait la série

G(x) = 1 + x+ x2 + · · · ,
qui est la série géométrique (de raison x). On obtient aussi la série géométrique

comme particulier de la fonction hypergéométrique de Gauss :

F (1, c, c;x) = G(x) = 1 + x+ x2 + · · ·
Une première généralisation de la fonction hypergéométrique consiste à modi-

�er la fraction rationnelle H de la relation 1.2. On obtient les fonctions notées

pFq

(
a1,...,ap
b1,...,bq

;x
)
en la variable x dont le développement en série entière

∑
ckx

k

véri�e :
ck+1

ck
=

(k + a1) · · · (k + ap)

(k + b1) · · · (k + bq)(k + 1)
.

Plus tard, de nombreuses versions de fonctions hypergéométriques à plusieurs
variables ont été proposées. On signalera les fonctions d'Appel et Lauricella et les
fonctions de Horn par exemple. Dans tous les cas, les trois aspects suivants sont
présents :

(1) Un système di�érentiel holonome
(2) Des solutions développable en séries entières, dont les termes s'expriment à

l'aide de symboles de Pochamer.
(3) Des expressions intégrales des solutions, à l'aide d'intégrales d'Euler général-

isées.

Ces trois points caractérisent la notion de fonction hypergéométrique, dans sons
sens le plus étendu.

Systèmes GKZ

En 1989, Gel'fand, Kapranov et Zelevinsky introduisent les systèmes di�éren-
tiels dénommés aujourd'hui selon leurs initiales (voir [3]). Ils parlent alors de A-
systèmes. Les A-systèmes proposent une approche nouvelle et uni�ante des fonc-
tions hypergéométriques. Leur article montre en quoi les fonctions �historiques�
sont des cas particuliers de A-systèmes.

Soit N = Zn, A = (b1, · · · , bm), m vecteurs de N engendrant N ⊗ R = Rn, et
a ∈ Cn. A partir de ces données, les auteurs dé�nissent un ensemble d'opérateurs
di�érentiels de l'algèbre de Weyl :

D = C[λ1, . . . , λn] <
∂

∂λ1
, . . . ,

∂

∂λn
> .

On posera ∂i = ∂
∂λi

.
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1.3. Opérateurs carrés : On considère la suite exacte :

(1.3)
0 −→ L −→ Zm −→ N −→ 0

ei 7→ bi

où (e1, . . . , em) est la base canonique de Zm. Le sous-module L de Zm est donc
le réseau des relations entre les bi. A chaque relation l = (l1, . . . , lm), on associe
l'opérateur suivant :

�l =
∏

i∈[1,m],li>0

∂lii −
∏

i∈[1,m],li<0

∂−lii

où, par convention, le produit vaut 1 si l'ensemble des indices est vide. On
obtient ainsi, dans le cas où les bi ne sont pas linéairement indépendants, une
in�nité d'opérateurs.

1.4. Opérateurs �Zi”, ou opérateurs d'action du tore. Fixons les coordonées
des vecteurs :

pour 1 ≤ i ≤ m, bi =

 bi,1
...
bi,n

 ∈ Zn, et a =

 a1

...
an

 ∈ Cn.

On pose, pour 1 ≤ j ≤ n,

Zj,a = b1,jλ1∂1 + ·+ bm,jλm∂m − aj .
on obtient ainsi n opérateurs, que l'on peut résumer en :

Za =

m∑
i=1

biλi∂i − a

Identi�ons les bi avec des caractères du tore de dimension n : Tn = C∗n en
posant :

Tn −→ C
t = (t1, . . . , tn) 7→ tbi = t

bi,1
1 . . . tbi,nn ,

et considérons une fonction f ∈ C[λ1, . . . , λm] véri�ant la relation :

(1.4) ∀t ∈ Tn, λ ∈ Cn, f(tb1λ1, . . . , t
bmλm) = taf(λ1, . . . , λm)

(pour une détermination du logarithme de t �xée). Les dérivées de cette re-
lation selon t1, . . . , tn au point t = (1, . . . , 1) donnent précisemment les opéra-
teurs Z1,a, . . . , Zn,a, qui apparaissent donc comme une compatibilité in�nitésimale
à l'action du tore.

Pour autant, les solutions du système ne véri�eront pas systématiquement la
relation non in�nitésimale 1.4.

1.5. Le D-module GKZ. Les opérateurs ci-dessus dé�nissent un idéal à gauche
de l'algèbre de Weyl :

IA,a =
∑
l∈L

D�l +

n∑
i=1

DZi,a.

On note aussi :

MA,a = D/IA,a.
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C'est le D-module GKZ, associé aux données A, a.

1.6. Exemples. Nous évoquerons essentiellement une famille d'exemples très im-
portante : ceux issus de l'éventail d'une variété torique. Dans ce cas, le Z-module
N est l'espace des groupes à un paramètre du tore Tn = Cn. L'éventail est un
ensemble de cônes Σ contenus dans NR = N ⊗R R, et l'ensemble A est l'ensemble
des générateurs des rayons de l'éventail (on le notera parfois Σ(1)). Le vecteur a

est choisi égal à

0
...
0

 lorsque l'objectif est d'obtenir la focntion I.

1.6.1. Cas de P2. On a N = Z2 et les générateurs des rayons de l'eventail sont :

b1 =

[
1
0

]
, b2 =

[
0
1

]
, b3 =

[
−1
−1

]
On pose A = (b1, b2, b3) et a = (0, 0). A à un facteur multiplicatif près, la seule

relation entre b1, b2 et b3 est :

b1 + b2 + b3 = 0,

et la suite exacte 1.3 s'écrit :

0 −→ L = Z −→ Z3 −→ N = Z2 −→ 0
l 7→ (l, l, l)

ei 7→ bi

Les opérateurs carrés sont donc paramétrés par l ∈ Z, et s'écrivent :

l > 0 : �l = ∂l1∂
l
2∂
l
3 − 1

l = 0 : �l = 1− 1 = 0

l < 0 : �l = 1− ∂−l1 ∂−l2 ∂−l3

Les opérateurs Za sont au nombre de deux et s'écrivent :

Z1,a = Z1,0 = λ1∂1 − λ3∂3

Z2,a = Z2,0 = λ2∂2 − λ3∂3

On observe que :

∀l ∈ Z, �l = −�−l
∀l ∈ N∗, �l = (∂1∂2∂3)l − 1 = ((∂1∂2∂3)l−1 + · · ·+ 1)�1

Ceci montre que l'opérateur �1su�t à engendre tous les opérateurs carrés, et on
obtient :

IA,0 = D�1 +DZ1,0 +DZ2,0,

soit :

MA,0 = D/ < ∂∂2∂3 − 1, λ1∂1 − λ3∂3, λ2∂2 − λ3∂3 > .



SYSTÈMES GKZ ET VARIÉTÉS TORIQUES 5

2. Propriété du D-module MA,a
Les principales propriétés des D-modules GKZ sont toutes démontrées dans

l'article initial des Gel'fand, Kapranov et Zelevinsky. Les trois auteurs imposent
toutefois une hypothèse supplémentaires aux vecteurs de A = (b1, . . . , bm) : ceux-
ci doivent se trouver sur un même hyperplan a�ne de N . En 1994, Adolphson
revient sur l'article de GKZ et parvient à supprimer cette hypothèse dans un grand
nombres de cas, en particulier celui des variétés toriques ([2]). Ce sont les résultats
d'Adolphson que nous présentons ici.

Théorème 3. Le D-moduleMA,a est holonome.

La variété caractéristique est donc de dimension m et, en dehors d'une hyper-
surface de Cm, les solutions du système forment un faisceau localement constant
de rang �ni.

Exemple 4. Le cas de P2.
Dans le cas de la variété torique P2 présentée plus haut, l'idéal IA,0 vaut <

∂∂2∂3 − 1, λ1∂1 − λ3∂3, λ2∂2 − λ3∂3 > . La variété caractéristique est donc dé�nie
par l'idéal Icar =< y1y2y3, λ1y1 − λ3y3, λ2y2 − λ3y3 > de C[λ1, λ2, λ3, y1, y2, y3].
C'est une réunion de 3-plans de C6.

2.1. Dimension de l'espace des solutions. L'objet essentiel ici est le polyèdre
suivant :

∆A = Enveloppe convexe de A et 0NR

Ce polyèdre est compact ; il n'est pas contenu dans un hyperplan puisque nous
avons supposé que les vecteurs de A engendrent NR. Il a donc un volume non nul
pour la mesure usuelle de Lebesgue, et ne sera pas considéré comme une face de
lui-même.

Pour étudier l'espace des solutions formelles, en un point λ(0) = (λ
(0)
1 , . . . , λ

(0)
m ),

Adolphson introduit le polynôme de Laurent de C[x1, x
−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ] suivant :

fλ(0)(x1, . . . , xn) =

m∑
i=1

λ
(0)
i xbi

(avec la notation des multi-indices : xbi = x
bi,1
1 · · ·xbi,nn ). Pour toute face τ de

∆A, il pose aussi :

fτ,λ(0)(x1, . . . , xn) =

m∑
i=1, bi∈τ

λ
(0)
i xbi .

Dé�nition 5. Le polynôme fλ(0) est dit non dégénéré si pour toute face τ ne
contenant pas 0NR , le polynôme fτ,λ(0) n'a pas de point critique dans (C∗)n.

Autrement dit, si τ est une face de ∆A ne contenant pas 0, les polynomes
∂f
τ,λ(0)

∂x1
, . . . ,

∂f
τ,λ(0)

∂xn
n'ont pas de zéro commun.

Nous poserons :

B = sous−module de N engendré par A

= {
m∑
i=1

kibi, ki ∈ Z}



SYSTÈMES GKZ ET VARIÉTÉS TORIQUES 6

et, pour toute face τ de ∆A, nous noterons :

Rτ = C[xbi , bi ∈ τ ] ⊂ C[x1, x
−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ]

Théorème 6. Si le polynôme fλ(0) dé�ni par A n'est pas dégénéré, et si pour

toute face τ ∈ Γ,l'anneau Rτest de Cohen-Macaulay, la dimension de l'espace des

solutions holomorphes au point λ(0) est :

n!Vol(∆A)

[N : B]
.

Souvent que le Z-moduleB sera égal àN.De plus, la condition �Cohen-Macaulay�
est immédiate dans le cadre des variétés toriques (supposées normale, c'est à dire
dans le cas où les vecteurs considérés sont les générateurs minimaux des rayons du
cône). On a alors :

Corollaire 7. Soit Σ un éventail de NR, non contenu dans un hyperplan. Soit A
l'ensemble des générateurs minimaux des rayons de Σ. Soit λ(0) un élément de Cm.
Si A engendre N et si le polynôme fλ(0) dé�ni par A n'est pas dégénéré, alors la

dimension de l'espace des solutions formelles en λ(0)est :

n!Vol(∆A).

Remarque. Si la variété torique est lisse, la condition �A engendre N � est automa-
tiquement véri�ée puisque les rayons d'un cône maximal forment une base de N.

Exemple. Dans le cas de P2, le polynôme fλ(0) vaut :

fλ(0)(x1, x2) = λ
(0)
1 x1 + λ

(0)
2 x2 + λ

(0)
3 x−1

1 x−1
2

On véri�e que ce polynôme est non dégénéré si et seulement λ
(0)
1 λ

(0)
2 λ

(0)
3 6= 0.

En tel point λ(0), la dimension de l'espace des solutions est égale à 2.Vol(∆A) = 3.

3. Solutions des systèmes GKZ : séries gamma

3.1. La fonction Γ. Rappelons que la fonction Γ est dé�ni pour s ∈ C, Re(s) > 0,
par :

Γ(s) =

ˆ +∞

0

ts−1e−tdt.

Elle véri�e aussi la relation :

(3.1) ∀s,Re(s) > 0, Γ(s+ 1) = sΓ(s)

ce qui permet de la dé�nir par prolongement analytique sur C \ Z−. On a, pour
tout entier n ∈ N∗ : Γ(n) = (n− 1)! et le lien avec les symboles de Pochamer est le
suivant :

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
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3.2. Séries Γ. Nous allons dé�nir une famille de solutions (a priori formelles) d'un
système GKZ. Nous renvoyons le lecteur à [3] ou à [4] pour une présentation plus
détaillée. Soit donc A = (b1, . . . , bm) ∈ N , a ∈ Cn et L ⊂ N le réseau des relations
donné par la suite exacte :

0 −→ L = Z −→ Z3 −→ N = Z2 −→ 0.

Considérons un élément γ ∈ Cm tel que

(3.2) γ1b1 + · · ·+ γmbm = a

à un tel vecteur, on associe une série formelle :

(3.3) φγ =
∑
l∈L

m∏
i=1

λγi+lii

Γ(γi + li + 1)

Proposition 8. La fonction φγ est formellement solution du système GKZ dé�ni

par A et a.

Proof. La relation Za.φγ repose essentiellement sur la relation : γ1b1+· · ·+γmbm =
a.

Soit maintenant l = (l1, . . . , lm) ∈ L. Remarquons tout d'abord que le vecteur
γ + l véri�e encore la relation 3.2, et que φγ+l = φγ . Posons l+ = (l+1 , . . . , l

+
m) où

l+i = max(li, 0), de même pour l−. on a :∏
li>0

∂lii φγ = φγ−l+ (fonction Γ)

= φγ+l− (car φγ′ = φγ′+l)

=
∏
li<0

∂−lii φγ .

Ce qui montre que �lφγ = 0. �

Remarque 9. La fonction φγ n'est pas bien dé�nie telle quelle : il faut une déter-

mination du log des λi pour que les puissances λ
γi+li
i aient toujours un sens.

Nous ne parlerons pas des question de convergence ou de détermination d'une
base de solutions, ni de la décomposition GKZ qui y est liée. Nous renvoyons pour
cela à [4], par exemple.

3.3. Autres écritures des séries gamma. La propriété (3.1) de la fonction Γ
et les symboles de Pochammer autorise une grande diversité d'écriture des séries
gamma. Nous en présentons deux :

Soit donc A = (b1, . . . , bm), a, et γ ∈ Cm tel que
∑
γibi = a. On a :

φγ =
∑

l=(l1,...,lm)∈L

m∏
i=1

λγi+lii

Γ(γi + li + 1)

=

(
m∏
i=1

λγii
Γ(γi + 1)

)
.
∑
l∈L

(∏
li>0

λlii
(γi + 1)li

)
.

(∏
li<0

λlii (−1)−li(−γi)−li

)
(3.4)

=

(
m∏
i=1

λγii
Γ(γi + 1)

)
.
∑
l∈L

m∏
i=1

λlii

∏
ν∈Z,ν≥li(γi + ν + 1)∏
ν∈Z,ν≥0(γi + ν + 1)

(3.5)
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La preuve n'est qu'un calcul. On observe que l'écriture 3.4, à l'aide symboles
de Pochamer s'apparente à l'écriture de la fonction hypergéométrique de Gauss
: Les séries gamma des fonctions hypergéométrique (nous ne parlerons pas des
expressions intégrales, qui existent aussi).

L'écriture 3.5 est celle sont laquelle est généralement donnée la fonction I, comme
nous le verrons dans la section suivante.

3.4. La fonction hypergéométrique de Gauss. La fonction hypergéométrique
de Gauss s'obtient à l'aide d'un système GKZ. Ce n'est toutefois pas totalement
immédiat, puisqu'il s'agit d'une fonction à une seule variable, que l'on ne peut
obtenir par un système à un seul vecteur. Voici comment procéder :

Nous cherchons les solutions de l'équation di�érentielle :

x(1− x)F
′′

+ (c− (a+ b+ 1)x)F ′ − abF = 0

où a, b, c ∈ C,c /∈ Z. Posons A = (b1, b2, b3, b4) avec :

b1 =

1
1
1

 , b1 =

−1
0
0

 , b1 =

0
1
0

 , b1 =

0
0
1


et posons a =

1− c
−a
−b

.
Le réseau des relations vaut :

L = Z.(1, 1,−1,−1)

Nous considérons la série φγ pour γ = (0, c− 1,−a,−b). Nous remarquons tout
d'abord, que dans la dé�nition (3.3) les termes avec 1

Γ(γ1+l1+1) pour l1 < 0 s'annule

(la fonction Γ à un pôle en tout point entier négatif, et γ1 =0). L'écriture (3.4)
nous donne alors :

φγ(λ1, λ2, λ3, λ4) =

(
λc−1

2 λ−a3 λ−b4

Γ(c)Γ(1− a)Γ(1− b)

)
.
∑
l∈N

(
λl1

(γ1 + 1)l
.

λl2
(γ2 + 1)l

)
.(

λ−l3 (−1)l(−γ3)l.λ
−l
4 (−1)l(−γ4)l

)
=

(
λc−1

2 λ−a3 λ−b4

Γ(c)Γ(1− a)Γ(1− b)

)
.
∑
l∈N

(a)l(b)l
(1)l(c)l

.
λl1λ

l
2

λl3λ
l
4

En particulier, on obtient :

φγ(x, 1, 1, 1) =
1

Γ(c)Γ(1− a)Γ(1− b)
.
∑
l∈N

(a)l(b)l
(1)l(c)l

.xl

qui est bien la fonction de Gauss, au facteur 1
Γ(c)Γ(1−a)Γ(1−b) près.

4. Fonction I d'une variété torique

4.1. Homologie et réseau des relations. Nous considérons ici l'éventail Σ ⊂
NR ∼= Rn d'une variété torique lisse X = XΣ. Les vecteurs bi sont les générateurs
minimaux des rayons de Σ et l'on �xe a = 0.
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A chaque vecteur bi correspond un diviseur torique Di (on notera de la même
façon le diviseur Di et son image dans le groupe de Picard de XΣ qui est aussi
H2(X,Z)). Il y a un accouplement parfait :

H2(X,Z)×H2(X,Z) −→ Z

(d,D) 7→ D(d) =

ˆ
d

D

Ceci permet de voir le réseau des relation L comme le groupe d'homologie
H2(X,Z) :

(4.1)
0 −→ L = H2(X,Z) −→ Zm −→ N −→ 0

d 7→ (D1(d), . . . , Dm(d))
ei 7→ bi

Les opérateurs carrés s'écrivent donc maintenant :

�d =
∏

i,Di(d)>0

∂
Di(d)
λi

−
∏

i,Di(d)<0

∂
−Di(d)
λi

, d ∈ H2(X,Z).

4.2. Passage des variables λ au variables q. L'étude des opérateurs Zi,0 donne
une première indication sur la forme des solutions :

Soit d ∈ H2(X,Z). Posons qd =
∏m
i=1 λ

Di(d)
i .

Lemme 10. On a Zj,0q
d = 0 pour tout j = 1, . . . , b ; de plus, si un m-uplet

d'entiers k = (k1, . . . , km) véri�e :

Zj,0

m∏
i=1

λkii = 0 ∀j = 1, . . . , n

alors k ∈ L, c'est à dire que k = (D1(d), . . . , Dm(d)) pour un certain d ∈
H2(X,Z) et

∏m
i=1 λ

ki
i = qd.

La preuve est immédiate. Ceci nous conduit à chercher des solutions dépendantes
des qd, et à enlever les opérateurs Zj,0 du système GKZ. Le choix d'une base va
rendre ce choix de nouvelles variables plus explicites.

Soit T1, . . . , Tr une base de H2(X,Z) et β1, . . . , βr la base duale de H2(X,Z).
Nous noterons mi,a les coordonnées des Di ∈ H2(X,Z) dans la base �xée :

Di =

r∑
j=1

mi,aTa, 1 ≤ i ≤ m

Nous posons :

qa =

m∏
i=1

λ
Di(βa)
i =

m∏
i=1

λ
mi,a
i , a = 1, . . . , r

On a alors si d ∈ H2(X,Z), qd =
∏r
a=1 q

Ta(d)
a .

Le système GKZ en les m variables λi va pouvoir s'exprimer comme un système
en les variables qa.

On observe que,

λi∂λi =

r∑
a=1

miaqa∂qa

En posant δi = λi∂λi , et en remarquant que λ2
i ∂

2
i = δi(δi − 1), on a :



SYSTÈMES GKZ ET VARIÉTÉS TORIQUES 10

∏
Di(d)>0

λ
Di(d)
i �d =

∏
Di(d)>0

δi(δi − 1) . . . (δi −Di(d) + 1)

−qd
∏

Di(d)<0

δi(δi − 1) . . . (δi +Di(d) + 1)

Ainsi, pour peu que l'on travaille dans les algèbres C[λi, λ
−1
i ] < ∂λi > et

C[qa, q
−1
a ] < ∂a >, où les variables sont inversibles, nous pouvons remplacer l'opérateur

�d par l'opérateur

�
′

d =
∏

Di(d)>0

δi(δi− 1) . . . (δi−Di(d) + 1)− qd
∏

Di(d)<0

δi(δi− 1) . . . (δi +Di(d) + 1),

qui est un opérateur en les variables qa. Bien souvent, c'est ce système GKZ, avec
les opérateurs �carrés prime� qui sera utilisé pour les présentation de la fonction I.

4.3. La fonction I. Dans la section précédente, nous avons donné des solutions
du système GKZ paramétrées par un vecteur γ = (γ1, . . . , γm) ∈ Cm tel que γ1b1 +
· · ·+ γmbm = 0. La suite exacte 4.1 montre que l'on a :

D1b1 + · · ·+Dmbm = 0

On peut donc dé�nir, en développant toutes les expressions en série entière (dont
la fonction Γ au voisinage de 1) une fonction φ(D1,...,Dm)(λ1, . . . , λm) :

φ(D1,...,Dm) =
∑

d∈H2(X,Z)

m∏
i=1

λ
Di+Di(d)
i

Γ(Di +Di(d) + 1)

=

(
m∏
i=1

λDii
Γ(Di + 1)

)
.
∑
l∈L

(
m∏
i=1

λ
Di(d)
i

) ∏
ν∈Z,ν≥li(Di + ν + 1)∏
ν∈Z,ν≥0(Di + ν + 1)

en utilisant l'écriture 3.5. C'est une solution du système GKZ.

La fonction I va de H2(X,C) dans l'anneau de cohomologie H∗(X,C). Soit τ ∈
H2(X,C) écrivons τ =

∑r
a=1 taTa et posons qa = eta . Les classes Ta, l'expressions

etaTa , obtenue par le développement en série entière de l'exponentielle, est une
classe de H∗(X,C). On a alors :

eτ =

r∏
a=1

etaTa =

r∏
a=1

qTaa =

r∏
a=1

m∏
i=1

λ
mi,aTa
i =

m∏
i=1

λDii ∈ H
∗(X,C)

et qd =

m∏
i=1

λ
Di(d)
i =

r∏
a=1

etaTa(d) = eτ(d) ∈ C

On a alors :

φ(D1,...,Dm)(τ) =

(
1∏m

i=1 Γ(Di + 1)

)
.

[
eτ
∑
l∈L

qd
∏
ν∈Z,ν≥li(Di + ν + 1)∏
ν∈Z,ν≥0(Di + ν + 1)

]
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La fonction :

H2(X,C) −→ H∗(X,C)

τ =
∑

taTa 7→ eτ
∑
l∈L

qd
∏
ν∈Z,ν≥li(Di + ν + 1)∏
ν∈Z,ν≥0(Di + ν + 1)

est la fonction I(τ, z = 1) de la variété torique associée à Σ, évaluée au point
z = 1. On a ainsi fait le lien entre les série gamma et la fonction I:

φ(D1,...,Dm)(τ) =
1∏m

i=1 Γ(Di + 1)
.I(τ, 1)

Remarque 11. Nous n'avons jamais parlé de la variable z dont dépend aussi la
fonction I. Ceci sera l'objet d'un autre exposé.
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