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1 Introduction

Une question essentielle de la topologie est la classification des variétés, qu’elles
soient topologiques ou différentiables.

La classification en dimension 2 est connue depuis longtemps. A 'opposé,
en dimension supérieure ou égale a 5, le théoreme du h-cobordisme de Smale
affirme que deux variétés h-cobordantes sont difféomorphes. En revanche, dans
les dimensions intermédiaires 3 et 4, la situation est moins claire.

En dimension 4, la classification des variétés différentiables simplement con-
nexes compactes (orientables) & homéomorphisme prés se ramene a celle des
formes quadratiques entieres : deux variétés sont homéomorphes si et seulement
si leurs formes d’intersection sont isomorphes. En revanche, bien que toute forme
quadratique soit la forme d’intersection d’une variété topologique, il existe des
formes qui ne peuvent étre réalisées par une variété différentiable.

On sait depuis les travaux de Donaldson [DK] que certaines variétés to-
pologiques n’admettent pas de structure différentiable, et qu’inversement deux
variétés homéomorphes ne sont pas nécessairement difféomorphes.

Les polynémes de Donaldson, introduits au début des années 80, fournissent
des invariants des variétés de dimension 4 qui vont au-dela de la seule information
topologique, puisqu’ils permettent de différencier des variétés qui ont méme forme
d’intersection. Ces invariants, qui découlent de I’étude des connexions anti-
autoduales, font intervenir le groupe de jauge non abélien SU(2), ce qui les rend
parfois délicats a manipuler.

Récemment (1994), Seiberg et Witten ont introduit de nouveaux invari-
ants [W] dont 'utilisation est plus aisée. Ces invariants, et leurs propriétés
dans le cadre des variétés symplectiques, sont ’objet du présent mémoire, qui
s’inspire essentiellement des travaux de Taubes ([T3], [T4]) et d’un texte rédigé
par Friedrich ([F]).



2 Structures Spin‘¢ et spineurs

2.1 Structures Spin°

Définition 2.1 - On appelle algébre de Clifford de R™ euclidien, notée Cl,, le
quotient de l’algébre tensorielle TR™ par l'idéal engendré par les x @ x + ||z]|*.1
pour x € R™.

L’espace vectoriel R™ se plonge dans Cl,,, et cette derniére est alors "algebre
A unité engendrée par R™ avec les relations z.z = —||z||%. Par polarisation, on a
également pour x et y éléments de R” C Cl,,, z.y + y.o = —2(z,y).

L’algebre Cl,, est Zgo-graduée et se subdivise en éléments de longueur paire
(C12) et impaire (Cl.). En outre, I’application de I’algebre extérieure A*R”
dans Cl,, qui a €;; A...A ¢, associe €;,..... €;, est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Enfin, on a le théoreme de classification des algebres complexifiées Cl,, @ C:
Théoréme 2.2 - Cly @ C 22 End(C¥) et Clypp @ C = End(C2") & End(C).
On définit alors le groupe Spin(n) C CI? de la fagon suivante.
Définition 2.3 - Spin(n) = {z;..... Tor, ¢ € R™ |Jay]| = 1}.

Proposition 2.4 - Pour tout élément ¢ € Spin(n) et v € R", qv.g”! € R™
Ceci fournit une représentation p : Spin(n) — End(R") définie par p(q).v =
q.v.q”t. L’image de p est exactement SO(n), et son noyau est £1. Via p,
Spin(n) est donc un revétement double de SO(n). En particulier si n > 3, c’est
le revétement universel de SO(n).

On définit alors dans ’algebre complexifiée le groupe Spin®(n).
Définition 2.5 - Spin°(n) = (Spin(n) x S')/{£1} c Cl, @ C
On dispose d’une suite exacte
1 — Zy — Spin®(n) 7 SO(n) x St — 1

donnée par p°([g,2]) = (p(g),2?%) ol p désigne le revétement & deux feuillets
de SO(n) par Spin(n). Cette suite exacte permet de définir une spin® structure
comme un relevement d’une SO(n)-structure.

Définition 2.6 - Une spin®-structure sur une variété riemannienne orientée X
dotée du SO(n)-fibré principal P des repéres orthonormés directs est la donnée
de:

(1) un S'-fibré principal Fyqy sur X, ou de fagon équivalente via la repré-
sentation canonique de U(1), un fibré en droites complexes L.

(2) un Spin®(n)-fibré principal QQ sur X qui est, fibre par fibre, un revétement
double de P X x Fyy(1y via p°.



On peut alors caractériser de la facon suivante les fibrés en droites L qui
conviennent :

Proposition 2.7 - Un fibré en droites I correspond a une structure spin® sur
X si et seulement si ¢ (L) = wy(P) mod?2 dans H?*(X, Zs).

Cette condition est beaucoup plus faible que I’existence d’une structure spin.
On peut montrer & 'aide du théoreme des coeflicients universels que sur une
variété compacte orientable de dimension 4, wz(P) est toujours la réduction
modulo 2 d’une classe entiere, ce qui implique I'existence d’une structure spin®.

2.2 Fibré des spineurs

Soit X une variété de dimension paire n = 2k munie d’une structure spin®.
Spin®(n) C Cl, ® C = End(A,) par le théoréme 2.2. Spin®(n) possede donc
une représentation x : Spin°(n) — U(4A,), o A, est un C-espace vectoriel
de dimension 2*. La représentation x est la restriction de la représentation
irréductible Cl, @ C — End(A,,) (on appelle cette action sur A, la multiplication
de Clifford). Il est important de noter qu’a cause de I'isomorphisme d’espaces
vectoriels exhibé plus haut, ’algebre extérieure agit aussi par multiplication de
Clifford.

La représentation x permet d’associer au fibré principal ¢) un fibré vectoriel
complexe S de rang 2% appelé fibré des spineurs. Les éléments de I’algébre de
Clifford, ainsi que les formes différentielles, agissent sur S par multiplication de
Clifford.

Soit maintenant 'élément v = i*.ey.e5. . . .. e, de Cl, @C. On av? =1, donc
la multiplication de Clifford par v admet les deux valeurs propres 1. L’élément
v commute avec tous les éléments pairs de 'algebre de Clifford, et anticommute
avec les éléments impairs, et donc les deux sous-espaces propres, qui sont chacun
de dimension 2F~1, sont stables par les éléments pairs et sont échangés par les
éléments impairs. En particulier, comme Spin®(n) C CI°2 @ C, la représentation x
de Spin® se scinde en deux sous-représentations k¥ dont on peut montrer qu’elles
sont irréductibles.

Le fibré des spineurs se décompose en S = ST @ S~, ST correspondant a la
représentation kT de Spin®(n), c’est-a-dire que v agit par +1 sur St et —1 sur
S7. Les éléments pairs de 'algebre de Clifford préservent cette décomposition,
tandis que les éléments impairs permutent les deux facteurs.

Dans le cas de la dimension 4, ST et S~ sont des fibrés complexes de rang 2.
Une propriété remarquable de I’action de Spin® sur ST est que la multiplication
de Clifford par g.e’ ot ¢ € Spin a pour déterminant e?*?, ce qui correspond
précisément au second facteur de la projection 7 de ) sur P X Fy(1). On a donc
L =det(ST).

On a d’autre part une décomposition A?R* = AT $ A~ en formes autoduales
et anti-autoduales donnée par 'opérateur de Hodge * qui est I'involution de A?
définie par *(e; A e;) = ex A ¢ lorsque (e;, €5, €x, €7) est une base orthonormée
directe de R%. Pour @ € AT, f[aAa = [aAxa = [|a]?>. Pour g € A~
[BAB=—[BAsB=—[I8% Etalors [anf = fla,B) = — [(a,) =



— [{B,xa) = — [ B A «, donc cette intégrale est nulle. Enfin on peut remarquer
qu’une forme autoduale (ou antiautoduale) fermée vérifie d*w = 0, et est auto-
matiquement harmonique. De plus la projection sur A* d’une forme harmo-
nique est harmonique, donc toute 2-forme harmonique se décompose en une
partie autoduale et une partie antiautoduale. A cause de la correspondance
entre classes de cohomologie et formes harmoniques, la méme décomposition
s’applique & I’espace de cohomologie H? qui s’écrit H2 = H** ¢ H?~. On note
b;t la dimension de H?%,

La décomposition S = St @& S~ est compatible avec la décomposition de
Hodge, en ce sens qu’une forme anti-autoduale agit sur ST comme 0. En effet, si
on considere par exemple ey.e5 — e3.€4, par multiplication a gauche par I’élément
inversible e;.¢; on obtient 1 — v dont le noyau est précisément ST. On a donc
A™.ST =0 et de méme AT.S™ = 0.

3 Opérateur de Dirac

Soit une spin®-structure ) sur une variété X de dimension n, correspondant a
une projection 7 : ) = P X Fyy(q). Sion se fixe une connexion A sur Fyr() (ce
qu’on notera A € C(FPy(y))), A et la connexion de Levi-Civita sur X induisent
une connexion sur Q, et donc une dérivation covariante V4 sur les sections de

S.

Définition 3.1 - On appelle opérateur de Dirac sur le fibré des spineurs S,
associé a la connexion A, Uopérateur Dy =, (S) — , (S) défini par

Ds® =3 ¢ V20

=1
ou (e;) désigne une base orthonormée quelconque.

Proposition 3.2 - Lopérateur D4 est un opérateur différentiel elliptique d’ordre
1, formellement autoadjoint.

(On rappelle qu’un opérateur est dit formellement autoadjoint lorsqu’il vérifie

J (Do, ¥) = [{(¢, D).

De plus 'opérateur D 4 envoie ST sur S~ et réciproquement. On notera Dj{
sa restriction & , (S*) =, (S7) (resp. D3 :, (S7) =, (ST)).

Soit A une forme de connexion sur Py, et F4 = dA sa courbure, qui est une
2-forme sur X & valeurs imaginaires pures. On a notamment ¢1(L) = s=F4 (on
prend cette définition de la classe de Chern au lieu de la définition plus usuelle
c1(L) = 5=F4 afin d’avoir égalité entre classe de Chern et classe d’Euler et de
pouvoir la calculer a partir des zéros d’une section. Voir [LB]).

Proposition 3.3 (formule de Weitzenbick) - Pour toute section & de S, on a
Uégalité

R
4
ou R désigne la courbure scalaire de X, et Fy agit par multiplication de Clifford
Fa.9o =3¢ Faleiej) ei.ej.0.

1
D4® = (VA)'VAD + — & + 5Fa-®



L’indice de I'opérateur D} :, (S*) — | (S7) peut alors étre calculé grace au
théoréme de I'indice d’Atiyah-Singer.

Théoréme 3.4 - Si on note ¢ la classe de Chern ¢q(L) du fibré L, Uindice sur
C de DY, Ind(D}) = dim Ker(D¥) — dim Coker(D7Y), vérifie

Ind(D¥) = (/2. A(X)).[X].

En dimension 4 on a A(X) = 1 — 3:01(X), d’olt on déduit Ind(D}) =

%02 — ipl. De plus le théoréme de la signature d’Hirzebruch affirme que la

signature de X, soit o = b3 — b5, vérifie 0 = %pl (X).[X], et donc
+y_ L2
Ind(D}) = g(c — o).

4 Les invariants de Seiberg-Witten

4.1 Les équations de Seiberg-Witten

Soit X une variété orientée de dimension 4 (compacte), munie d’une structure
spin® caractérisée par le fibré en droites L = det(ST).

Définition 4.1 - Pour ¢ section de ST, on pose

w?(2,y) = (2.9.6,) + (2,y)| 9|

ot (.,.) est le produit scalaire hermitien (antilinéaire en le premier facteur) sur

ST,
Un simple calcul donne alors la proposition suivante.

Proposition 4.2 - La 2-forme w® est alternée, a valeurs imaginaires pures, et
autoduale. De plus on a (w?.¢, ¢) = |w?|? = 2|¢|*.

Définition 4.3 - [’équation de Seiberg- Witten est [’équation suivante qui relie
une connexion A sur L et une section ® de ST :

{DACD:O

+ _ 1. @
FA_4w

(4.1)

ot Fj{ désigne la projection sur AT de la courbure Fy de la connexion A.

On a le résultat suivant, qui implique I’absence de solutions non triviales sur
les variétés a courbure scalaire positive :

Proposition 4.4 - Soit (A, ®) une solution de (4.1), et soit R la courbure
scalaire de X, et R, son minimum sur X, alors en tout point on a

|CI)($)|2 < max(—Rpin, 0)



DEMONSTRATION : En un point ot |®|? est maximal, on a 0 < A|®|? =
2((VA'VAD, @) — 2|VAP|2 < 2((VA)*VAD, @) = 2((- LD, @) — L(F4®,®)) =
~Blo2—(rfe, @) = -L|9)2-1(w?.9, &) = —Z|9>—L|®[* et donc si || # 0,
|®|? 4+ R < 0, d’ou le résultat. 0

On considére maintenant 1’action du groupe de jauge G = Map(X,St) =
Aut(PU(l)). Soit une transformation de jauge f € G. La forme de connexion est
transformée par f selon la formule classique f*A = A + T*%.

Proposition 4.5 - Si (A, ®) est solution de (§.1), alors (f*(A), f~'®) aussi.
Le groupe de jauge agit donc sur ’espace des solutions.

DEMONSTRATION: On a V{*ACID —-Vid = %Cb d’ou pour 'opérateur de
Dirac Dpeg® — Dy® = %grad(f).cb. On a donc Df*A(%CI)) = DA(%CI)) +
%grad(f).(%cb) = (%DACID — J}—2grad(f).¢) + J}—Qgrad(f).q) = %DACI). L’un est
nul si et seulement si "autre Dest. X

La courbure est un tenseur, donc Fpxgq = I'4, or wr® = #wq) = w?, donc
la deuxieme équation reste vérifiée. a

Définition 4.6 - Soit X une variété riemannienne compacte orientée de di-
mension 4, et L un fibré en droites complexes muni d’un produit scalaire hermi-
tien. On appelle espace des modules

1
Mr, = {(q)vA) <, (S+) X C(PU(I)) : Da® =0, FZ = qu>}/g

Il est & noter que G agit librement sur 'espace des solutions, sauf lorsque
$ = 0 (solutions dites "triviales”). En effet si f € G agit trivialement, f*A4 = A
implique que df = 0, donc f est la multiplication par une constante, et f~!® = ®
implique f = 1. Il est donc intéressant de perturber I’équation (4.1) afin d’éviter
les solutions triviales.

Définition 4.7 - [’équation de Seiberg- Witten perturbée est

(4.2) {DACD =0

Fi=io%+n

ou it est une 2-forme autoduale & valeurs imaginaires pures.

La théorie pour ’équation perturbée est préférable en ce sens qu’un choix
générique de u permet souvent d’éliminer les problemes qui peuvent apparaitre
dans le cas g = 0. Pour ’équation (4.2) on définit bien évidemment de méme
I’espace des modules My, ,,. On omettra souvent par la suite de préciser la
dépendance en L et en p.

On utilisera par la suite la formule suivante.



Lemme 4.8 - La linéarisation des équations (4.1) ou (4.2) en une solution est

1
P(1q>,A)(¢7 n) = (0. + Dy, (dn)* — Z“M)

ott w®Y est la variation de w® avec P.

DEMONSTRATION : En effet le seul terme a expliquer est 1.®, qui vient de
Da,®—Ds®=3,6V20 -5 ,e,. VI =3 e.tne;)® = tn.®. O

4.2 Indépendance vis-a-vis des parametres

Etudions maintenant la dépendance en p et en la métrique g sur X des solutions
des équations (4.1) et (4.2), et tout particulierement ’existence de solutions
triviales (¢ = 0).

La condition d’existence de solutions triviales pour (4.1) s’écrit Fq € A™.
Lorsque L est trivial, il peut exister des solutions triviales. Lorsque L n’est
pas trivial, la condition d’existence de solution triviales est ’appartenance de
la classe de cohomologie non nulle ¢;(L) & H*~. Or H?~, lorsque la métrique
varie, décrit les sous-espaces négatifs maximaux pour la forme d’intersection.
Done si ¢1(L).c1(L) > 0, il n’y a jamais de solutions triviales, et dans le cas
contraire la condition d’existence de solutions triviales est de codimension b3 .
Pour (4.2) la situation est similaire.

En ce qui concerne la dépendance en p dans (4.2), les solutions triviales cor-
respondent aux connexions Ay + 7 telles que (dn)* = u — Fj{o. La condition
d’existence de solutions triviales est donc p— Fj{o € Im(d™), qui est de codimen-
sion b dans At (voir lemme 4.11). Les solutions triviales de (4.2) n’existent
donc que si p est dans un sous-espace de codimension bF. On en déduit le
théoreme suivant.

Théoréme 4.9 - On suppose que b;’ > 1. Pour un choiz générique de i, [’é-
quation (4.2) n’a pas de solutions avec & = 0. Le terme "générique” signifie ici
en dehors d’un espace de codimension b} .

St on suppose de plus que L n’est pas trivial, alors pour un choiz générique
de métrique, (4.1) et (4.2) n'ont pas de solutions avec & = 0.

Dans le cas ot b7 = 1, I'espace des métriques (ou des ;) qui conviennent
n’est pas connexe, ce qui fait que les constructions ne dépendent pas que de la
structure différentiable sur X mais aussi de la métrique choisie. Pour simplifier,
on supposera donc en pratique que b3 > 2, l'espace des paramétres ¢ et u
convenables étant alors connexe, on pourra définir a partir de 97 des invariants
qui ne dépendent que de la structure différentielle de X.

L’espace 9 est naturellement muni d’une structure de variété analytique
réelle. Le probleme est que cette variété n’est pas toujours lisse; pour prouver
qu’elle ’est génériquement, on introduit un espace paramétré défini de la facon
suivante. Soit ¢ l'ouvert des p tels que (4.2) n’a pas de solutions triviales.
D’apres ce qui précede, U est dense et connexe pour b;’ > 2. On considere alors



Iespace paramétré M = {(®, A, ) € , (ST) x C(Py(y)) xU : (P, A, ) = 0}/G
ot (P, A, p) = (Da®, FI — 1w® —p).

L’application # est une submersion. En effet soit x un élément quelconque de
, (S7) x, (AT). La projection de la différentielle D@ de @ sur le premier facteur,
qui est (¢, 1,v) = Dagp+ n.® (lemme 4.8), est surjective a cause du terme 7.9.
Donc il existe zg dans I'image de D@ tel que y = x — z( puisse s’écrire sous la
forme y = (0,v). Comme D#(0,0,r) = (0,r) on en déduit que y € Im(DF) et
donc ¢ € Im(D#@) ce qui donne le résultat. On en déduit que M est une variété
lisse puisque G agit librement pour p € U.

En appliquant le théoreme de Sard & la projection de M sur le troisieme
facteur m : [U, A, u] — p (ou [W, A, u] désigne la classe de (¥, A, u) modulo
G), on obtient que pour presque tout p, My, est un niveau non critique et
donc une variété lisse. Montrons que si My, ,, et My, ,, sont lisses, ils sont
cobordants. Pour cela, on remarque que I'opérateur linéarisé P! correspondant
4 (4.1) a une image de codimension finie, car P! & d* qui est elliptique (il a le
méme symbole principal que (D4,d" ¢ d*)) a une image de codimension finie,
d’ot par projection le résultat pour P'. On peut alors choisir un supplémentaire
de dimension finie de I'image de P!, et donc se limiter & des parametres p dans
un ouvert connexe d’un espace vectoriel de dimension finie, V inclus dans U,
contenant p; et pio, tout en conservant la propriété de submersion (M N 7=1(V)
est donc toujours lisse). Par connexité de V', on a un chemin v joignant py & ug.
On peut construire une fonction f sur V dont la ligne de niveau correspondant
a la valeur € proche de 0 est au voisinage de v un chemin qu’on note 7., passant
en i et po . (ces deux points étant proches de p; et py respectivement). Par le
théoreme de Sard appliqué a fox, on peut trouver € aussi proche de 0 que voulu
tel que w71 (7,) soit lisse, ce qui prouve que My, ,, . et My, ,, . sont cobordants.
Or en dimension finie les points critiques constituent un fermé, donc au voisinage
de My, ., et My, 1, ™ n’a pas de points critiques, d’ott on déduit en utilisant la
compacité de M (qui sera I'objet du théoreme 4.13) que pour ¢ assez petit My,
est difféomorphe a MMy, ., . ce qui acheve la preuve. a

Les 91 obtenus pour différents p convenables sont done cobordants, et on peut
donc définir des invariants a partir de 9 qui ne dépendent que de la structure
différentielle sur X.

4.3 Dimension de 91

On va maintenant calculer la dimension virtuelle de 9 (c’est & dire sa dimension
si M # 0). Pour cela on remarque que I'espace tangent a 9 est défini a partir
du complexe elliptique obtenu en linéarisant 1’équation (4.1).

La linéarisation de ’action de G en une solution de (4.1) est

En effet, si (f;) est une famille de transformations de jauge vérifiant fo = 1 et
d
4 fgmo=h,ona,ent =0, L(ffA- A) = £(4) = dh, et £(+P) = -hd.
L’opérateur associé a la linéarisation des équations (4.1) est P(l<I> 4) donné par

le lemme 4.8.



Définition 4.10 - On appelle indice d’un complexe elliptique 0 — A i> B4
C' — 0 la somme alternée des dimensions des espaces de cohomologie de ce
compleze, Ind = dim (H°) —dim(H!) +dim(H?), ou de fagon équivalente lindice
de Uopérateur f B g*: A C — B.

L’indice d’un opérateur ne dépend que de sa partie principale, donc le com-
plexe elliptique

(24

Pl )
C(AY) =T (ST e, (A =T (ST @, (AT
a le méme indice que

+
LAY stya, (P stye, (ah

. , . d d+
qui se décompose comme la somme directe des complexes , (A%) — | (A}) =

, (AT) et 00—, (ST) Dy , (97). L’indice de ce dernier complexe est ['opposé de
I'indice sur R de l'opérateur de Dirac, qui est le double de I'indice sur C, lequel
vaut par le théoréme de I'indice §(c¢i(L)? — o). L’indice du deuxiéme complexe

est donc (o — ¢1(L)?). Reste & calculer I'indice du premier complexe.

Lemme 4.11 - L’indice de , (A°) 4 (A1) i . (AT) est £ (x+0) = bo—b1+b7.

DEMONSTRATION: On a clairement #° = H°(X,R). Si on note en indice
de chaque opérateur le rang des formes sur lesquelles il opere, on calcule H? =
Coker(dy 4 *dy) y+ = Ker((dy + *dy)*) NAT, or di = xdax et (xdy)* = dfx = xdy
qui coincident sur AT, donc H? = Ker(xdy) N AT = Ker(dy) N AT = H2 N AT,
dont la dimension est par définition b;’.

Enfin #' = Ker(d}) N Ker(dy + *dy) ; or si @ € Ker(d; + xdy), alors dyz € A~
et diz € Ker(ds), et donc dyz € Ker(dj) = Im(dy)* ce qui entraine dyz = 0.
Donc H' = Ker(d;) NKer(dy) = H' est de dimension b;. a

Si on choisit pour p une valeur réguliere de la projection m définie plus
haut, I'espace des modules 91 est lisse et son espace tangent est donné par
Tm = Ker(P(1<D7A))/11r1r1(13(0<1>7A))7 c’est-a-dire le H' du complexe linéarisé. Pour
calculer la dimension virtuelle de 9 (c’est-a-dire sa dimension dans le cas ou
M £ 0), on remarque tout d’abord que I’absence de solution réductible implique
I'injectivité de P(O<I> Ay d’ott on déduit H° = 0.

De plus on va montrer que P(IQA) est surjectif dans notre cas. En effet, on

a vu plus haut que l'opérateur 6 : (®, A, i) — (Da®, Ff — iwé — p) est une

submersion. Si on se donne (§, o) € , (S7) &, (AT), il existe donc (¢, n,v) €
(ST @ (A @, (AT) tel que DO, 1,0) = Py (6,0) — (0,0) = (&),
D’autre part, comme on a supposé que le parametre u est une valeur réguliere
de w, I'image de Dr contient v. Donc il existe ¢ €, (S1) et 3 €, (Al) tels que
la classe de (¢, 3,v) modulo G soit tangente & I'espace des modules paramétré
M. On a donc DO(¢,5,v) = 0, d’ou 'on déduit que D(¢p — ¢, np — 5,0) =
P(1@7A)(¢ —¢,n—0) = (§ ). L'opérateur P(IQA) est donc surjectif, et donc le
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complexe associé aux équations de Seiberg-Witten vérifie, lorsque ’espace des
modules est lisse, #? = 0.

Il en découle que la dimension virtuelle de I’espace des modules, qui est égale
a la dimension de H!, est égale & 1'opposé de 'indice du complexe linéarisé. On
déduit de tout ce qui précede le résultat suivant.

Théoréme 4.12 - La dimension virtuelle d de Uespace des modules N est
1 1 9

4.4 Invariants de Seiberg-Witten

Comme les invariants de variétés non orientées sont peu précis (il n’existe que
deux variétés de dimension 0 distinctes!), il est nécessaire d’orienter 9. Ceci
peut étre effectué en orientant les droites déterminants des divers complexes el-
liptiques. La partie correspondant a 'opérateur de Dirac D 4 est canoniquement
orientée puisque cet opérateur est Glinéaire. Une orientation de 91 est donc
fixée par un choix d’orientation de la droite réelle

(4.4) det(H°(X,R))® det(H'(X,R)) @ det(H*T(X,R)).

Ceci affine considérablement les invariants (en dimension 0, on peut désormais
compter les points en leur attribuant des signes £1).
On a d’autre part le théoreme suivant :

Théoréme 4.13 - 9N est compact.

DEMONSTRATION : La proposition 4.4 fournit une borne sur ®, donc sur w®,

dont découle directement une borne sur Fj{. L égalité ¢y (L)? = # JiF4 NiFy4
fournit alors une borne sur F'y . En effet on calcule [i(Ff+F)Ai{(Ff+Fy) =
[iFf AES +2 [iF7 NiFy + [iF; AiFy, or on a vu A la section 2.2 que le
premier terme est [ |F1|2, le second est nul, et le troisieme est — f [F7]%. On a
done [|F|* = —4x%ci(L)? + [ |FT|?, ce qui fournit une borne L? pour Fy et
Fj{, et donc par somme pour Fjy.

Considérons alors I’ensemble des connexions qui ont méme forme de courbure,
quotienté par G. Deux connexions unitaires sur L different d’une 1-forme imagi-
naire pure. A cause de F4 = dA, deux connexions ont méme forme de courbure si
et seulement si elles different d’une forme fermée. Cependant une transformation
de jauge de la composante connexe de I'identité, f = €¢, modifie la connexion
par f*A = A+ f~ldf = A+ i.d¢. Ceci signifie que, si on se fixe une connexion
Agp de référence, on peut imposer que la connexion A differe de Ay par une 1-
forme harmonique. On se rameéne ainsi & H'(X,R). Mais le groupe G n’est
pas connexe: en effet on a mo(G) = mo(Map(X,S1)) = [X, 51 = HY(X,Z).
Donc [A] — F4 (ou [A] désigne la classe de A modulo G) est une fibration de
fibre H1(X,R)/H(X,Z) compacte, et la borne sur F4 en fournit une sur un
représentant de la classe de A. La projection de 9 sur le facteur A est donc
bornée au sens L2.
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En outre I'opérateur d* ¢ d+ est elliptique d’ordre 1, et en choisissant 5 =
A— Ag harmonique on dispose d’une borne L? sur 7 par ce qui précede, mais aussi
sur (d*®&dT)n = Fj{ — Fj{o par ce qui a été vu plus haut. Un théoréme classique
sur les opérateurs elliptiques permet alors d’obtenir I'existence de bornes sur
A dans I’espace de Sobolev L?. Or le lemme de Rellich affirme que l’inclusion
L? — L? est compacte, et donc on obtient que la projection de 901 sur le facteur
A est compacte pour la topologie L2.

De plus pour A fixé, ® est dans la boule sup |®| < —R,,;, de I'espace de
dimension finie Ker(D4), qui est compacte, et donc la projection de 9 sur le
facteur A est une fibration a fibres compactes. On en déduit que 91 est compact.
O

Définissons enfin I'espace 9M° de la facon suivante.

Définition 4.14 - Soit un point base xg € X. On définit Gy comme le sous-
groupe de G constitué des applications dont la restriction a la fibre en xg est
Uidentité. On définit alors MY comme le quotient de l'espace des solutions de
(4.1) par Go. Lorsque My, est une variété lisse, MY est un S'-fibré principal
sur SMy.

On peut maintenant définir les invariants de Seiberg-Witten.

Définition 4.15 - Soit X une variété compacte orientée de dimension 4 telle
que b > 2 et soit I une structure spin® sur X. Une orientation de ({.4) étant
fizée, on définit Uinvariant de Seiberg-Witten SW (L) ainsi:

a) lorsque d < 0 dans (4.3), on pose SW(L)=0;

b) lorsque d = 0 dans (4.3), on choisit p dans (4.2) tel que My, soit une
variété lisse. L’espace des modules My, est alors une réunion finie de points
signés ; on définit SW (L) comme le nombre de ces points comptés avec les signes
correspondants ;

c¢) lorsque d > 0 dans (4.3), on choisit p dans (4.2) tel que My, soit une
variété lisse. L’espace des modules My, est compact et orienté, donc admet une
classe fondamentale. L’invariant de Seiberg- Witten est obtenu en évaluant sur
cette classe fondamentale le cup-produit mazimal de la premiére classe de Chern
du fibré en droites MY x g1 C sur My,.

On a vu que la formule (4.3) s’écrit aussi d = 2Ind¢(D) + (—=bg + by — b3).
Comme by = 1, ceci implique que d et b3 4 by sont de parités opposées. Lorsque
b;’ + by est pair, d est donc impair, et les invariants qu’on vient de définir sont
systématiquements triviaux.

Le terme d’“invariants” est justifié par la proposition suivante, qui est une
conséquence directe des résultats précedents.

Proposition 4.16 - Soit X une variété compacte connexe orientée de di-
mension 4§ avec by > 2. Alors SW définit une application de l’ensemble des
structures spin® sur X a valeurs dans Z, qui dépend uniquement de la struc-
ture différentielle de X . Autrement dit SW (L) est indépendant du choix de la
métrique sur X et de la perturbation p. L’invariant SW (L) ne dépend de L
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qu’a isomorphisme prés. De plus SW est invariant par les difféomorphismes de
X : si ¢ est un difféomorphisme de X, alors SW(¢*L) est égal, au signe pres,
a SW(L).

5 Variétés symplectiques

Définition 5.1 - Une 2-forme w sur une variété orientée X de dimension 4
est dite symplectique si elle vérifie dw =0 et w Aw # 0, et si la 4-forme w Aw
oriente X. On appelle alors variété symplectique une variété X munie d’une
forme symplectique w.

Définition 5.2 - Une structure presque complexe (c’est-a-dire un homomor-
phisme J : TX — TX vérifiant en tout point J* = —1) est dite compatible avec
w si pour tous champs de vecteurs v et w on a w(w, Jv) = —w(Jw,v) et si pour

tout champ v on a w(v, Jv) > 0 avec égalité si et seulement si v = 0.

De facon équivalente, on peut dire que J est compatible avec w si et seulement
si la forme bilinéaire définie par g(z,y) = w(x, Jy) est une métrique riemanni-
enne sur X.

Une variété symplectique admet toujours une structure presque complexe
compatible. En effet, on part d’une base (f1, fz, f5, f1) de I'espace cotangent a
X au voisinage d’un point fixé, dans laquelle on écrit w sous la forme fi Ag1+g, ol
g1 et g ne font pas intervenir f;. La 2-forme ¢ est portée par un espace vectoriel
de dimension 3. Par ailleurs on sait que le produit vectoriel est surjectif, et donc
g peut s’écrire hqy A hy. Si on pose ¢ = fi, €2 = g1, €3 = hy et ¢4 = hg, On a
I’expression

(5.1) w=¢€] A€+ e3 Ay

La construction peut clairement étre effectuée de telle facon que les ¢; soient
de classe ' dans le voisinage considéré. On a ainsi construit des coordonnées
locales appelées coordonnées de Darboux.

Par suite, wAw = 2. Aea AegAey. Par définition, il est non nul et compatible
avec 'orientation, et la base duale (e;) des (¢;) est une base directe. Il suffit alors
de définir J par Jey = eg, Jes = —eq, Jes = e4 et Jeq = —e3 pour obtenir une
structure presque complexe compatible avec w dans le voisinage considéré.

Pour transformer ce résultat d’existence locale en un résultat global, il suf-
fit de remarquer qu’en chaque point x € X l'espace des endomorphismes de
T, X compatibles avec w (c’est-d-dire tels que J? = —1 et que w(.,.J.) soit une
forme symétrique définie positive) est contractible. En effet si on fixe un endo-
morphisme Jy compatible avec w, pour tout endomorphisme compatible JJ, on
peut construire le chemin .J; = (t.J + (1 — ¢)Jo)Q; ', ot Q; désigne la racine
carrée positive de la matrice symétrique définie positive —(t.J + (1 — t).Jg)? =
1 —t(1—=t)(24 JJo + JoJ), et ceci fournit une rétraction par déformation de
I’espace des endomorphismes compatibles avec w en 2 sur {Jy}. Le fibré sur X
des endomorphismes compatibles avec w est donc un fibré dont les fibres sont
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contractibles, et donc il admet une section, c’est-a-dire qu’il existe une structure
presque complexe compatible avec w définie sur X tout entier.

En pratique on travaillera avec la métrique pour laquelle la base (e;) est
orthonormée. Une base orthonormée qui vérifie (5.1) sera dite “base standard”.
Notons que w est alors une forme autoduale.

On peut alors définir le fibré canonique K de la facon suivante, en utilisant
le fait que la structure presque complexe J permet d’associer aux formes un type
(p, q) comme c’est le cas avec une vraie structure complexe.

Définition 5.3 - On appelle fibré canonique, que 'on note K, le déterminant
du fibré cotangent holomorphe AY X, c’est-a-dire le fibré en droites complexes
des formes holomorphes de degré mazimal, ou encore K = A*X.

Sur une variété presque complexe, on construit une structure spin® canonique.
La raison fondamentale de ceci est I'existence d’un morphisme naturel U(k) —
Spin®(2k) qu’on construit de la fagon suivante.

En considérant un C-espace vectoriel de dimension k£ comme R-espace vec-
toriel de dimension n = 2k, on a une inclusion j : U(k) — SO(n). En com-
binant cette inclusion avec le déterminant, on dispose d’un homomorphisme
J x det : U(k) — SO(n) x S, qui se releve dans le revétement double de
SO(n) x S' par Spin®(n) en un morphisme [ : U(k) — Spin®(n).

On peut alors considérer le Spin®-fibré principal ) obtenu via [ a partir du
U(k)-fibré principal associé a la structure presque complexe et a la métrique.
Une conséquence directe de la construction de [ par relevement est que ) se
projette bien sur le SO(n)-fibré principal des reperes orthonormés directs, et on
a donc bien construit une structure spin® canonique sur X. La construction de
[ implique également que le fibré en droites L associé a cette structure spin®
correspond A la représentation det : U(k) — S!, c’est donc le déterminant du
fibré tangent holomorphe, soit le dual K~! du fibré canonique.

Calculons maintenant la dimension virtuelle d de 91. Pour cela on remarque
que I’égalité L = A2T X implique ¢; (L) = ¢;(X). De plus sur une variété presque
complexe, les classes de Pontrjagin et d’Euler s’expriment en fonction des classes
de Chern: p; = ¢} —2c;, et e = 3. On en déduit immédiatement par le théoréme

1

de la signature que 0 = £ (¢} — 2¢3) et x = ¢3. En reportant dans (4.3), il vient

2v + 30 2 1
—XT ~ = 7 (=2e2 = (¢f = 2e2) + ) = 0.

Plagons-nous désormais dans le cas d’une métrique et d’une base orthonormée
(e;) de base duale (¢;) ol w = €1 Aea+e3Aey. Les 2-formes €3 A\eg et e3Aey agissent
de fagon identique sur ST car leur différence est anti-autoduale, et (¢;.€2)% = —1.

d=

Donc les deux valeurs propres de la multiplication par w sont +24, correspondant
a des espaces propres S;I_L—zi de dimension complexe 1. Pour ST il est pratique
de choisir une base orthonormée dont le premier vecteur vy est dans szi, c’est
a dire w.vg = —21.1g, et le second vy est dans Sj_’zi, c’est a dire w.vq; = +2t.v1.
Les multiplications de Clifford par €.€2, €3.€4 et w/2 ont alors la méme matrice

. . (=t 0
61.62263.64:w/2_(0 2)
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Soit un élément

eif 0
0 ei@g

du tore maximal de U(2), et appliquons-lui /. On obtient dans Spin®(4) I’élément

[(60862—1 + el.egsin%).(cos%’ + 63.6482'71%2),(35(91"'92)] dont ’action sur ST est

donnée par le produit de

cos%1 — i.sin%l 0 008%2 — i.sin%? 0
0 cos%1 +isinl ) 0 008%2 + i.sin%?

2

1 0
0 eié’l ei@g °

Sur le premier facteur, U(2) agit trivialement sur Sf% qui est donc isomorphe
au fibré trivial /. Sur le second facteur, U(2) agit sur S—|—|-—2i par la représentation

:

par e3(01162) goit,

déterminant, donc S—|—|-—2i est isomorphe au déterminant du fibré tangent holo-
morphe, c’est-a-dire K ~1. Pour résumer, on a donc obtenu :

Proposition 5.4 - Une variété symplectique admet une structure spin® cano-
nique, pour laquelle le fibré des spineurs positifs se décompose en ST = IH K1,
et w agit par multiplication de Clifford sur I avec la valeur propre —21, et sur
K1 avec la valeur propre +2i.

Passons maintenant aux autres structures spin® sur X. La proposition 2.7
implique que les L qui conviennent sont exactement ceux qui sont de la forme
K~=1@ E?, ot F est un fibré en droites sur X. La structure spin® qui correspond
a un fibré E est obtenue a partir de la structure canonique en “tordant” les
spineurs par F, c’est-a-dire qu’on a

(5.2) St=Eq (K 'oh).

La multiplication de Clifford par w préserve a nouveau cette décomposition,
avec les mémes valeurs propres que dans le cas précédent.

La dimension virtuelle de 91 pour la structure associée a F s’exprime de
facon simple en utilisant le fait que pour L = K~! la dimension est dy = 0. En
effet on a d = d — dy qui vaut 1(ci(L)? — i (K~1)?) d’apres la formule (4.3).
On utilise ¢;(L) = e;(K™!' @ E?) = ¢1(K™') 4 2¢1(E) pour développer ¢;(L)?
et obtenir d = ¢1 (K~ 1).c1(E) + ¢1(E).c1(E) soit

(5.3) d=—c1(K).ci(E) 4+ a1 (E).ci(E).

On va maintenant calculer expression de la forme w® pour la décomposition
(5.2). Pour cela on se donne localement sy une section de E de norme 1, et s; une
section de K~! de norme 1, et on se place dans la base orthonormée (sg, so @ s1)

de ST.
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On écrit ® = a+ 0§ = a,.50 + F5.50 ® s1, c’est-a-dire que dans notre base

P = (gs . On a vu plus haut que €1.€5 et €3.€4 correspondent alors a la matrice
S

- 0 . . .
( 2) . Les autres 2-formes sont données par les matrices d’Heisenberg

0
_ _ (0 1 _ _ {0
€1.€4 = €9.€3 = 1 0 s €1.€3 = €4.€9 = i 0

(on vérifie qu’on a bien (e1.€2).(€1.€4) = —€4.€32).
On calcule alors w® sur les vecteurs de la base. on obtient

—lo o .
w(ey,e9) = w¥(es,eq) = (e1.60. @, @) = ([ ), (55 = i(Jas)? = 18,7,
if3s Bs
ol le signe dans la derniere égalité vient du fait que le produit scalaire est
antilinéaire en la premiere variable. On calcule de méme

_as

w©(61764) = w@(€2763) = (e1.4.9,P) = <( Ps ) , (g:)> = (35 — afs),

10, o - *
wP(er,e3) = wP(eq, €2) = (€1.63.D, ) = <(2g ) , (ﬂ )> = —i(0fs + asf57).
On a donc la formule w® = i(Jay|? — |Bs|?)(e1 A €2 + €3 A eq) + (=35 +
as35) (€1 Neg + €x Aes) —i(alfs + as57) (€1 N es — €3 N €4)
En substituant les expressions matricielles de ¢;.¢; il vient (en identifiant o et

§ aleurs parties scalaires) I’expression suivante pour la multiplication de Clifford
P
par w®.

_(led =18 205
5-4) “q)—?( 203 |ﬂ|2—|a|2)'

Enfin une propriété remarquable des invariants de Seiberg-Witten est leur
symétrie. Pour cela on démontrera d’abord le lemme suivant.

Lemme 5.5 - Pour ® €, (S%) et A € C(Py(y)), on a
JAURE = 30t +1D48F) = [ (FFP + 948 + o + Llof),
x4 4 x4 4 8

DEMONSTRATION : On développe en prenant garde au fait que Fj{ et w®
sont des formes & valeurs imaginaires pures: |Ff —tw®* = = 3, . (F¥ (e, ¢;) —
Totlen, )® = P PGl P+4 ey I (ei, ) (eie;. @, @) = [Ff P+ 4|9+
3 i (Ff (ei e))eine; @, @) = |[FI* + 5|0 — 5(F].0, ®).

D’autre part la formule de Weitzenbock entraine, en utilisant le fait que
l'opérateur de Dirac est formellement autoadjoint, [[Ds®> = [(|VA®|? +

B1912 + L(Ff.®@, ®)). Le résultat est alors immédiat. a

En utilisant le fait que les solutions de (4.1) sont exactement les (¥, A) qui
annulent ’expression ci-dessus, on obtient la symétrie suivante.
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Proposition 5.6 - [L’invariant de Seiberg- Witten associé a la structure spin®
donnée par le fibré E est €gal en valeur absolue a celui qui correspond au fibré

F=KgFE"L

DEMONSTRATION: En effet, ' = (K" @ E)"' et E@ K~' = E7!, et
donc par somme directe, St = (ST)*. Soit (®, A) une solution de (4.1) pour
FE, c’est-a~dire un couple qui annule ’expression du lemme 5.5. Le champ ®*
est alors une section des spineurs associés & F de méme norme que ®. D’autre
part la connexion V4 sur ST induit une connexion V4" sur S, qui vérifie par
construction VA™(f*) = (V4 f)*. La norme de V4" (®*) est alors bien siir égale
a celle de VA®.

De plus, par passage au déterminant, les connexions A et A* sur L et L~!
vérifient la méme relation que V4 et VA", En utilisant la définition de la cour-
bure il vient F(e;, €;).(f*) = (Fal(ei, €5).f)*, soit comme la courbure est une
2-forme a valeurs imaginaires pures, F}(e;, €;) = Fa(e;, €;)* = —Fa(e;, e;) dou
F% = —F4. Donc (F3)* = —FX est de méme norme que Fj{, ce qui implique
que (®*, A*) annule aussi I'expression du lemme 5.5, c’est-a-dire que ($*, A*)
est solution de (4.1).

La construction effectuée induit donc une bijection entre My, et NMyp«, et la
proposition en découle. a

6 Invariants de Gromov

Soit X une variété symplectique, et J une structure presque complexe compati-

ble.

Définition 6.1 - Une sous-variété ¥ compacte de dimension 2 de X (non
nécessairement connexe) est dite pseudo-holomorphe si son espace tangent est
stable par J. Le champ d’endomorphismes J définit alors une structure compleze
sur 2.

La restriction de la forme symplectique w a X est alors symplectique, et donc
oriente ¥, ce qui permet de définir sa classe fondamentale [X] € Hy(X,Z) qui
est non triviale parce que w.[¥] = [y, w > 0. On notera e = e(X) € H*(X,Z) le
dual de Poincaré de [X].

Un résultat important sur les sous-variétés pseudo-holomorphes connexes est
la formule d’adjonction.

Lemme 6.2 - 5Soit 3 une sous-variété pseudo-holomorphe connexe de X, de
genre g. Alors on a

(6.1) 2-2g+e(X).e(X)=—c1(K).e(X).

DEMONSTRATION : D’une part, e.e = ¢;(NX) car e.e = #(X N X) est le
nombre de zéros d’une déformation de X, c’est-a-dire d’une section de NX.

D’autre part 2—2¢g = x(X) = ¢1(T%). Onaalors ¢ (TY)+c1(NX) = i (T X|y) =
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(TX).[X]= - (T7X).[¥] = =1 (K).[X] (car K = det T*X). On obtient donc
la formule voulue. O

Définition 6.3 - Soit e € H?(X,Z) une classe de cohomologie non triviale.
On note H = H(e) Uespace des sous-variétés pseudo-holomorphes plongées de
X dont la classe fondamentale est le dual de Poincaré de e.

Remarquons que dans cette définition on souhaiterait que toutes les com-
posantes connexes de la courbe pseudo-holomorphe soient réalisées avec une mul-
tiplicité 1 (courbe simple). Cependant il est nécessaire pour prouver le théoreme
de compacité d’admettre éventuellement, dans le cas des tores de nombre d’auto-
intersection nul, des multiplicités supérieures (revétements ramifiés).

On dispose du résultat suivant sur la structure de H (le terme ”générique”
désigne ici un sous-ensemble (G5-dense au sens de Baire de I’espace des structures
presque complexes lisses compatibles).

Lemme 6.4 - Pour un choix générique de J, H est une variété lisse de dimen-
ston

(6.2) d=—ci(K).e+e.e.
De plus H est canoniquement orienté.

DEMONSTRATION : Décrivons I'espace tangent & H en un de ses points 3.
On suppose dans un premier temps que X est connexe. Une déformation de X
peut étre vue, en identifiant le fibré normal N3 avec un voisinage tubulaire de
Y, comme une section de NX. Pour v € , (NY) on notera alors ¥+ ev la surface
image de la section ev par cette identification (c’est-a-dire la surface obtenue
en déplacant chaque point de X selon le vecteur normal ev). Associons & une
déformation v € , (NX) et & un champ £ €, (TY)

(v, €) = lim et pNEFe) g pTEFe) (6,

La déformation v est tangente a H si et seulement si ¢(r,£) = 0 pour tout
¢ (c’est-a-dire que J préserve T(X + ev)). Or PTG+ (&) = ¢ — Vv done
J.PTE+) (&) = J¢ — €J.Vev, dont la projection sur 7'(X + ev) est, au premier
ordre en ¢, JE — €V j¢(v). En utilisant que PNEte) — 1q— pTE+er) on obtient
&, &) = Vjev—J.Ver qui représente le défaut d’holomorphie de v. L’opérateur
différentiel ¢ est donc & des termes d’ordre 0 pres égal & Vi, (NX) =, (Al ®
NY) (V désigne 0 couplé & NX, c’est & dire la partie antiholomorphe de V).
La régularité de H en découle, et 'orientation de H est fournie par la structure
presque complexe.

La dimension de H se calcule alors a 1’aide du complexe de Dolbeault as-
socié & NY. En effet dimc(H) = Ind(VV¥) est égal a dim HO(X, QO(NY)) —
dim H1(X2, Q°(NY)), c’est-a-dire la caractéristique d’Euler-Poincaré du fibré N'.
En appliquant le théoréeme de Riemann-Roch (cf. [LB]), ceci s’exprime en fone-
tion du degré du fibré normal y (X, N¥) = deg(NX)+ (1 —g) = e.e + 1 —g.
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On en déduit la dimension de H sur R, d = 2x(X, NX) = 2e.e + (2 — 2¢g). Or
par la formule d’adjonction (6.1), 2 — 2g = —¢1(K).e — e.e, donc on obtient
d=ec.e—c1(K).e.

Si ¥ n’est pas connexe, pour chaque composante ¥;, dont la classe fonda-
mentale est duale de ¢;, ’espace H; associé est de dimension d; = e;.¢; —c1(K).¢;
d’apres ce qu’on vient de prouver. Or localement, H = ¢ H;, parce que déformer
Y revient a déformer ses composantes. Donc d = 3" d; = Y e;.e; — c1(K). Y e;.
Or e =~ ¢; clairement, et pour 7 # j, ¢;.e; = 0 car les différentes composantes
sont disjointes, d’oli e.e = Y €;.€;. On en déduit que d = e.e — ¢1(K).¢, et donc
le lemme est prouvé. a

Il est a noter que d est toujours pair. En effet on a vu que pour chaque
composante ¥;, d; = 2e;.¢; + (2 — 2¢;) est pair, et donc d = > d; est pair.
Lorsque d > 0, on peut donc choisir un ensemble Q de d/2 points distincts de
X, et définir Hg comme 'ensemble des > € H qui contiennent tous les points
de €. On a alors le lemme suivant.

Lemme 6.5 - Pour un choix générique de J et 2, Hq C H est une sous-variété
canoniquement orientée de H, de dimension 0.

DEMONSTRATION : Si 3 € Hgq, considérons une déformation de X, soit v €
, (VX)) (en identifiant N3 avec un voisinage tubulaire de ¥}, et un point z¢ € Q.
La condition d’appartenance de ¢ a la surface déformée ¥+ ev (obtenue a partir
de ¥ en déplagant chaque point selon le vecteur normal ev) s’écrit v(zg) = 0.
Comme N est un fibré de rang 2 sur R, pour un choix générique de zg la
condition v(zg) = 0 est réalisée sur un sous-espace de codimension 2. Pour un
choix générique de €2 il faut donc enlever 2 a la dimension pour chaque point de
Q. Comme 2 comporte exactement d/2 points, le résultat est vrai. O

On a de plus le résultat de compacité suivant (voir [McS]).

Théoréme 6.6 - Dans le cas ou d =0, espace H est compact pour un choix
générique de J. Dans le cas d > 0, Hq est compact pour un choix générique de

J et .

IDEE DE DEMONSTRATION: Ce théoréme est un résultat ardu, pour le-
quel on se contentera de donner les grandes lignes. Essentiellement, il s’agit
de remarquer qu’il est possible de compactifier H, les points de H — H cor-
respondant & des courbes pseudo-holomorphes présentant des singularités. Le
résultat s’obtient alors en constatant que ces courbes singulieres sont organisées
en strates dont la dimension est strictement inférieure a celle de H. Comme on
étudie ici uniquement des espaces de dimension nulle (quitte & ne considérer que
des courbes passant par tous les points de ), il y a génériquement absence de
courbes singulieres, et donc H (resp. Hgq) est compact.

On traitera d’abord le cas d = 0. A cause de la compacité de X, il n’y a pas
de problemes de points partant a ’infini. La seule facon dont une suite de H
peut ne pas converger correspond a une suite tendant vers une surface immergée
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(et non plongée) dans X, éventuellement non connexe, et pouvant comporter des
points singuliers. L’idée est alors de montrer que de telles limites correspondent
a des équations faisant intervenir des opérateurs dont I'indice est strictement
inférieur a celui qui correspond a H.

Plagons-nous par exemple dans le cas ou la limite est une courbe pseudo-
holomorphe connexe immergée comportant un nombre n de points doubles, qui
correspondent tous a un nombre d’intersection positif (car on est sur C). L’image
dans Hy(X,Z) de la classe fondamentale de cette courbe est bien sir toujours le
dual de e.

Cette courbe immergée possede un fibré normal, dont le degré n’est plus e.e
comme avant. En effet, au voisinage d’un point double, I'image de la courbe dans
X possede deux ”brins” A et B. Si on décale la courbe, il est clair que A rencontre
la copie décalée de B, et B rencontre la copie décalée de A, ces deux intersections
ayant un signe positif & cause de I’holomorphie. Ces deux intersections comptent
dans le nombre d’intersection e.e, cependant si on considere le fibré normal a la
courbe, elles n’apparaissent pas. En conséquence, le degré v du fibré normal
s’obtient en enlevant 2 pour chaque point double, c’est-a-dire

v=e.e—2n.
La formule d’adjonction (6.1) s’écrit ici
2-29+v=—c(K).e.

De plus la courbe immergée appartient a un espace de modules défini de facon
analogue & H, mais constitué d’images d’immersions au lieu de sous-variétés. La
preuve du lemme 6.4 indique que pour J générique, cet espace de modules est
lisse de dimension d' = 2 — 2g + 2v. Les formules précédentes donnent alors
d' = —ci(K).e + e.e — 2n, soit strictement moins que d. Comme d = 0, on en
déduit que génériquement il n’existe pas de telles courbes.

Le cas ou la courbe n’est pas connexe s’obtient en remarquant que par somme
sur les composantes on a encore d’ = d — 2n strictement inférieur a d. Dans le
cas d > 0, on procede de méme en remarquant que la contrainte de passage par
d/2 points diminue la dimension de d, ce qui donne d' — d = —2n < 0.

Le méme type d’argument permet de montrer que de facon génériqueil n’y a
pas apparition de points singuliers ou de points d’intersection entre les différentes
composantes de la surface. a

On peut alors définir les invariants de Gromov d’une variété symplectique.

Définition 6.7 - Soit X une variété compacte symplectique de dimension 4.
On définit pour chaque classe e € H?(X,Z) Uélément Gr(e) € Z défini comme
suit :

a) Lorsque d < 0 dans (6.2)