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Cet exposé fait suite a 'exposé de Jean-Baptiste Teyssier du 21 octobre 2009.

1. Résumé des épisodes précédents

On s’intéresse a l'espace projectif P*(C) et a sa cohomologie quantique. La cohomologie (a
coefficients complexes) est le C-espace vectoriel H = H*(P"(C),C) de dimension n + 1, muni
de sa structure d’anneau induite par le cup-produit, et de sa base canonique 1,h,...,h". Le
produit quantique permet de définir une connexion sur le Clu|-module libre H[u] « Clu]®c H.
Dans la base décrite ci-dessus, la matrice de cette connexion est donnée par

1 1
Vo, =0u+ (n+1)A— + B—,
u u
ou A est la matrice de la permutation cyclique 1 +— h+ -+ +— h" — 1 et B = diag(0,...,n) —

(n/2)1d.

L’exposé de JBT a permis de voir :

(1) qu'il existe une structure rationnelle &5 sur le faisceau localement constant des sections
horizontales de cette connexion ; cette structure est obtenue en remarquant que la connexion
est aussi celle obtenue en considérant les intégrales oscillantes associées a la fonction « miroir
de P™ » sur le tore (C*)™ définie par F'(z1,...,2,) =21+ -+ 2n+ 1/21 - 2

(2) qu’on peut interpréter cette structure rationnelle sur le modele classique de P ; pour ce
faire, on remarque que la cohomologie quantique et sa connexion, telles que définies plus haut,
sont en fait munies d’'une déformation intégrable a un parametre ¢ sur le modele classique; on
a donc plus précisément un Clu, ¢, ¢~']-module libre H[u, ¢, ¢~'] et une connexion intégrable V
telle que

— la matrice de Vy, a la méme forme que plus haut, ou seule A = A(q) dépend de ¢ :
c’est la matrice de 'automorphisme 1 +— h+ -+ — h" — ¢,
— la matrice de Vj, est —A(q) - 1/qu.
On cherche & décrire un réseau dans le systéme local (sur (C*)?) des sections horizontales de V,
dont la restriction & ¢ = 1 donne le réseau &p. Par horizontalité, il suffit de décrire ce réseau
pour |¢| < 0. L’exposé de JBT

— a donné la construction d'un réseau a la « limite » (encore appelée cycles proches)
q — 0, en termes de données sur P,

— a montré comment ce réseau s’étend pour |g| < 0, puis par horizontalité pour tout g,

— et enfin I’a comparé au réseau &g en ¢ = 1 et a montré 1’égalité des deux.
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Remarque 1.1 (Que manque-t-il ?). L’exposé précédent de Giovanni Morando a donné les outils
pour montrer que la considération des intégrales oscillantes sur des onglets de Lefschetz permet
de vérifier I'axiome de Q-structure. Par contre, le procédé de passage a la limite ¢ — 0 n’a pas
explicité la maniere de retrouver les matrices de Stokes a partir de la cohomologie rationnelle
de IP". Il faut noter que ceci est en principe possible, c¢’est-a-dire que si on sait que ’axiome de
Q-structure est satisfait pour |¢| < 0, il 'est pour tout ¢ (dans notre exemple), par un principe
d’horizontalité qui s’applique aussi aux matrices de Stokes.

Remarque 1.2 (sur I’axiome d’opposition). On s’intéresse dans cet exposé a 1’axiome d’opposi-
tion. Il faut commencer par remarquer que la méthode de passage a la limite utilisée précé-
demment ne fonctionne plus, car la propriété d’opposition ne se transporte a priori pas par
horizontalité. C’est une propriété ouverte par rapport a q cependant, du fait que dans une
famille analytique réelle de fibrés holomorphes sur P! (coordonnée u), la propriété d’étre trivial
est ouverte. Autrement dit, si on avait un moyen de montrer la propriété d’opposition a la
limite ¢ — 0, on en déduirait la propriété d’opposition pour |¢| < 0, mais pas nécessairement
pour tout ¢. Aussi on va montrer I'axiome d’opposition pour ¢ = 1 (et en fait pour tout g # 0)
directement, en utilisant les intégrales oscillantes.

2. Structure de Hodge non commutative par transformation de Laplace

On dispose d’une structure de Hodge sur la cohomologie (a coefficients constants) d’une va-
riété kiahlérienne. Plus généralement (Deligne), on en dispose pour la cohomologie & coefficients
dans un faisceau localement constant qui est sous-jacent a une variation de structure de Hodge
polarisée. Si ce faisceau localement constant est muni d’une Q-structure (ou d’une R-structure),
la cohomologie en hérite.

Zucker a traité le cas des courbes quasi-projectives en 1979, et Cattani-Kaplan-Schmid et
Kashiwara-Kawai celui des variétés quasi-projectives a la fin des années 1980. Dans ce cas, la
cohomologie qu’il faut prendre pour obtenir une structure de Hodge pure est la cohomologie
d’intersection. Dans le cas des courbes, c’est un objet simple a décrire : si .Z est un faisceau
localement constant sur une courbe quasi-projective X* et si j : X* — X est l'inclusion
dans une projectivisation lisse, alors la cohomologie d’intersection a coefficients dans .Z est la
cohomologie H*(X, j..Z) du faisceau j,.Z sur X (qui peut étre distincte de H*(X*,.Z)). On
va considérer dans la suite le cas ot X* = A \ {c,...,¢} et X =P

2.a. Variation de structure de Hodge polarisée. Soit .Z un faisceau localement constant
de C-espaces vectoriels sur X*, L = Ox« ®¢ £ le fibré holomorphe associé sur X*, muni de la
connexion V = d ® Id telle que Ker V = Z. Une variation de structure de Hodge rationnelle
de systeme local sous-jacent .Z consiste en la donnée d’un réseau £ de £ et d’une filtration
décroissante de L par des sous-fibrés holomorphes FPL de sorte que

— en restriction a chaque x, € X*, FPL,_soit la filtration de Hodge d’une structure de Hodge
sur (on = gxo’ "%Qﬂjo)?
— la condition de transversalité de Griffiths est satisfaite : VFPL C FP71L @ Q..

Théoreme 2.1 (Griffiths-Schmid, 1973). Si la variation est polarisée, les fibrés FPL s’étendent
de maniére naturelle en des fibrés holomorphes FPM sur X, donc algébriques (GAGA), et la
connexion en une connexion méromorphe, qui n'a que des singularités réquliéres aux points de

DY x X" O
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Pour p < p, petit, on a FPL = FP~1L sur X*, car la filtration est finie sur X*. Mais les fibrés
FPM étendus a X different aux points de D, et la filtration est infinie. Les fibrés FPM sont
cependant tous contenus dans le méme Ox (xD)-module localement libre M = Ox (xD)® FP° M.
Il est plus facile de décrire M que chacun des FPM : les sections de M sont celles dont la norme
prise dans la métrique du fibré L fournie par la polarisation de la structure de Hodge a une
croissance modérée au voisinage de chaque point de D.

Dans notre cas, les fibrés FPL s’étendent en des fibrés algébriques sur P!, et si on les restreint
A Al, on peut les considérer comme des C[t]-modules libres, si t est la coordonnée sur Al. On a
donc, pour tout p,

Vo, FPM C FP~'M.

2.b. Rapide esquisse de la démonstration du théoréme de Zucker. Il s’agit dans un
premier temps de calculer la cohomologie H*(X, j..Z) a l'aide de formes différentielles. On
sait que la cohomologie H*(X*,.Z) est égale a I'hypercohomologie du complexe des formes

crs . . N déf NERT .
différentielles méromorphes a poles en D = X ~ X*, c’est-a-dire le complexe de faisceaux

M —Y QL (+D) @ M.
On écrit H*(X*, L) ~ IHI(X, Q% (xD)® M, V)) Pour H*(X, j.-Z), on modifie ce complexe en
considérant le sous-complexe des sections L? de ce complexe :

Ms) Vv, (Q%(xD) @ M) ().

Il faut se rappeler que L est muni d’une métrique hermitienne (polarisation). On sait donc ce
qu’est la norme d’une section de L. Pour donner un sens a la condition L?, il faut aussi utiliser
une métrique sur X*. On choisit une métrique sur (le fibré tangent de) X*. Pour les besoins de
la théorie de Hodge, on prendra une métrique compléte. Un bon choix consiste a prendre une
métrique qui s’exprime comme une métrique de Poincaré au voisinage de chaque point de D.
Une telle métrique étant choisie, on peut aussi mesurer les sections de QY. et donc celles de
QL. ® L, puis déterminer si la norme de ces sections est L.

On a donc H*(X, j.2) ~ H(X, (U (+D) ® M)@), V).

On peut voir que les fibrés FPM et QY @ FPM (que je n’ai pas définis précisément) sont
contenus dans les termes correspondants du complexe L?, ce qui le filtre, et permet de définir
une filtration sur H*(X, j.-Z). Zucker montre que celle-ci est bien une structure de Hodge
polarisée.

La condition L? est utile pour appliquer la théorie de Hodge dans le cas d'une métrique
complete (sur X*) avec le laplacien associé a la connexion V et la métrique hermitienne sur L.

2.c. Torsion exponentielle. On revient & la situation ot X = P! = Al U {oo}. Je note ¢
la coordonnée sur Al. Partant d’une variation FPL comme plus haut sur X*, je modifie la
connexion V en la remplacant par V + Iddt. C’est complétement inoffensif sur A'. Mais si
t' = 1/t est la coordonnée & I'infini, la connexion est remplacée par V — dt’/t"* au voisinage de
l'infini, et ceci introduit un comportement qui ne préserve pas la condition L?. On a effectué
une « torsion exponentielle », car on peut écrire V +Id dt = e™*
de Leibniz.

On s’intéresse désormais au complexe L? précédent en oubliant la condition L? au voisinage
de linfini :

oV oel du fait de la condition

V + Id dt
Mo, ) ——— (Qx(*D) ® M)2,,.).
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De la méme maniere, on perd la condition de transversalité de Griffiths a I'infini, le complexe
n’est plus filtré comme avant, donc la cohomologie non plus. Quelle structure obtient-on sur la
cohomologie 7 On peut montrer que ce complexe n’a de cohomologie qu’en degré 1.

Pour faire apparaitre cette structure, on interprete la variation de structure de Hodge clas-
sique F?PL du point de vue non commutatif, ¢c’est-a-dire qu’on considere la variation de structure
de Hodge non commutative RL = @, F?L-u?, munie de la connexion V+dt/u = e~/*oVoe'/".
On voit apparaitre ici une transformation de Laplace, si on pose 7 = 1/u.

Théoréme 2.2. Dans ces conditions, la cohomologie H (en degré 1) du compleze L*

V +1ddt/u

(RM)2,..) (% [u](xD) ® RM),

2#00)'

est un Clu]-module libre de rang fini, muni de la connexion V induite par Uaction de dy—dt/u? =

eft/u o du o 6t/u

. Cette connexion est a pole double en u = 0 et a singularité réguliére en u = co.
La métrique L* obtenue sur la cohomologie L? via la métrique de L fait de ce module une
C-structure de Hodge non commutative.

St la variation de structure de Hodge initiale est rationnelle alors, en identifiant le trans-
formé de Laplace topologique (cf. exposé de Morando) du faisceau pervers j..%c d Ker/V\, le
transformé de Laplace topologique du sous-faisceav j.Zp est un Q-réseau &p de Ker/V\, de
sorte que (H, v, &p) est une structure de Hodge rationnelle non commutative.

La démonstration est analogue a celle de Zucker, mais il faut analyser les propriétés de la
métrique au voisinage de I'infini.

Remarque 2.3. On peut se demander si toute structure de Hodge non commutative peut étre
obtenue de cette maniére, a partir d’une variation de structure de Hodge polarisée sur Al privé
d’un certain nombre de points. Il faut d’abord remarquer que ce procédé fournit une structure de
Hodge non commutative polarisée (notion qu’on n’a pas définie), et que le procédé ne fonctionne
a priori pas sans polarisation. De plus, méme en ne considérant que les structures polarisées,
celles qui sont obtenues ont une propriété particuliere : elles restent des structures de Hodge non
commutatives (polarisées) apres changement d’échelle. Cette propriété (qu’on n’a pas définie
non plus) n’est pas satisfaite pour toute structure de Hodge non commutative polarisée. Par
contre, on peut montrer (d’apres les travaux de Mochizuki, Hertling et Sevenheck notamment),
que ce comportement vis-a-vis du changement d’échelle caractérise les structures de Hodge non
commutatives polarisées.

3. Structure de Hodge non commutative sur la cohomologie quantique de P"

Comme indiqué dans l'introduction, on s’intéresse plutot aux intégrales oscillantes

/ F&)/uy,
I
dz

dz
U W= —LE A A—2 ot F(z1,...,zp) =21+ 4+ 2, + 1/21 - - z,,. 1l S’agit de les interpréter
z z
comme des solutions d'un systeme d’équations différentielles en wu.
Dans I'exposé de JBT, on a associé a F' le complexe K* :

d, —u 'dF

- — QF((C)") [, ] FHH(C)w,u] — -
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On peut écrire K* = G* ®¢py—1] Clu, u™'], ot G* est le complexe

d, —u 'dF

s () Q)] — -

qu’on regarde comme un complexe de C[t]-modules munis d’'une connexion : I'action de Vp,
est la multiplication par u=! et I'action de C[t] est déduite de celle sur Q*((C*)") définie par
C[—F] aT'aide de la regle de Leibniz.

Théoréme 3.1. (1) Pour k < n, les C[t]-modules H*(G*) sont libres de rang fini.

(2) De plus, M = H"(G*) ®@cpy C[t](xD), ou D = {(n+ 1)¢ | ("' = 1} est Uensemble des
valeurs critiques de F', est un Clt|(xD)-module libre de rang n + 1.

(3) Le fibré L associé a M sur Al . D est sous-jacent a une variation de structure de Hodge
mizte.

(4) Tous les gradués de cette variation de structure de Hodge mixte sauf un sont la restriction
a A \ D de Clt]-modules libres de rang fini.

(5) Le gradué non constant est une variation de structure de Hodge pure polarisée.

Le systéme de Gauss-Manin (intéressant) de F est le fibré L sur A' \ D, muni de la connexion
de Gauss-Manin V induite par I'action de 0; sur le complexe G°. Le faisceau localement constant
Ker V = % a pour germe en t ¢ C la cohomologie H"'(F~1(t),C). Il est bien siir muni d’'une
Q-structure H" 1(F~1(t), Q).

On interprete donc les intégrales oscillantes comme des solutions du transformé de Laplace
du systeme de Gauss-Manin de F'.

La transformation de Laplace induit 0 sur (C[t],d), donc la cohomologie de H"(K*) est
obtenue par transformation de Laplace d'une variation de structure de Hodge polarisé. Ceci
permet d’en déduire :

Théoréme 3.2. La donnée (H,&p, V) associée a la cohomologie quantique de [’espace projectif
P™ est une structure de Hodge non commutative (polarisée).

Remarque 3.3. J’ai passé sous silence un certain nombre de points, notamment le fait que le
réseau de Brieskorn de F' est bien le fibré sous-jacent a la structure de Hodge non commutative
construite par transformation de Laplace.
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