Systemes holonomes
d’équations aux ¢-différences

Claude Sabbah

Résumé. Nous développons la théorie des systemes holonomes d’équations aux ¢-diffé-
rences de maniere analogue a celle des modules holonomes sur l'algebre de Weyl. Nous
pouvons ainsi répondre a des questions posées par K. Aomoto [2, 3] concernant les systémes
hypergéométriques aux g-différences.

Abstract. We develop the theory of holonomic systems of g-difference equations in a
way similar to the theory of holonomic modules over the Weyl algebra. We are then able
to give answers to some questions raised by K. Aomoto [2, 3] concerning hypergeometric
systems of g-difference equations.
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Introduction

Dans la suite, k désigne un corps de caractéristique 0.

Dans [1], K. Aomoto a introduit la notion suivante de systeme holonome aux
g-différences, que nous appellerons dans la suite systéme rationnel holonome d’équa-
tions auz q-différences : un espace vectoriel de dimension finie (disons r) sur le
corps k(z) des fractions rationnelles a n variables * = (x1,...,z,) muni de plus
d’une action inversible d’opérateurs k-linéaires 71, ..., 7, qui commutent et vérifient
les relations de commutation suivantes avec les variables x; :

() Tj-l‘i:qéml‘i-Tj Vi, j=1,...,n.

Si on se donne une base m de cet espace vectoriel, la donnée des 7; est équivalente
a la donnée de matrices A; € GL(r, k(x)) (j =1,...,n) sujettes aux relations

Ai(qhx) - Aj(x) = Aj(qhix) - Ai(z)
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ou l'on a posé
. xy sil#]
a={ 37
qrj sil=j.
Deux systemes sont équivalents si I’on passe de I'un a ’autre par un changement
de base B € GL(r, k(z)), c’est a dire si 'on a pour tout j =1,...,n:

Aj(x) = Blghz) - Aj(w) - B(z) ™.

Dans [2, 3] K. Aomoto pose un certain nombre de questions concernant les
systemes q-hypergéométriques, c’est a dire ceux pour lesquels 1’espace vectoriel est
de dimension 1 sur k(x). Nous nous proposons de répondre ici a certaines de ces
questions (§3.2.7). Pour cela, nous remarquons que l’algebre des opérateurs aux ¢-
différences sur k[z, z7!], & savoir I'algebre engendrée par k[z, 2] et k[T, 77!] avec les
relations (x), satisfait des propriétés analogues a celles de 1'algebre de Weyl, notam-
ment 'inégalité de Bernstein : tout module a gauche de type fini est de dimension
> n. La théorie de Bernstein [4] a un analogue pour 'algebre des opérateurs aux
g-différences : théoremes de finitude pour 'image directe et I'image inverse, localisa-
tion, polynome de Bernstein. Le cas des modules ¢g-hypergéométriques est analogue
a ce qui est fait dans [10] pour les D-modules hypergéométriques. Le lien entre
systemes rationnels holonomes aux g-différences et modules holonomes est donné
par le théoreme 2.7.1, analogue d'un théoreme de Kashiwara pour les D-modules.

L’idée de traiter I'algebre des opérateurs aux ¢-différences sur le tore de maniere
analogue a l'algebre de Weyl est apparue au cours de discussions avec C. Kassel,
ainsi qu’avec F. Loeser.

1 L’algebre des opérateurs aux ¢-différences

Soit ¢ € k*. L’algebre des opérateurs aux g¢-différences sur 'espace affine A}
est le quotient de I'algebre libre engendrée par k[z1,...,x,] et k[r, ..., 7,] par les
relations (%) de l'introduction. Pour ¢ fixé, cette algebre sera notée k[x](r). De
maniére analogue, 1’algebre des opérateurs aux g¢-différences sur le tore T" = (k*)"
est le quotient de 'algebre libre engendrée par k[x, x71] et k[r, 771] par les relations
(%) (nous notons x = (xy,...,x,) et 7= (71,...,7,)). Cette algebre est aussi notée
£(T™). Tout élément de k[z](r) (resp. £(T™)) s’écrit de maniere unique sous la
forme

P(z,7)= ) aaﬂxo‘Tﬁ (resp. o, 0 € Z")
o,BENT
avec a, 5 € k.

1.1 Division dans k[z](T)

Le procédé de division dans 'anneau des polynémes k[z, 7] (i.e. lorsque g = 1)
s’étend sans probleme pour ¢ # 1. Nous allons indiquer les énoncés utiles. Donnons-
nous un bon ordre sur N?* compatible avec la structure de monoide (par exemple



I'ordre lexicographique). Tout élément P de k[z|(T) écrit comme ci-dessus admet
un exposant privilégié relativement a cet ordre :

Exp(P) = max {(a,ﬁ) (aaﬁ # 0} € N*".

Si I est un idéal a gauche de k[z](7), on note Exp([) I'ensemble des Exp(P) pour
P € 1. C’est un ensemble stable par 1'addition de N?" et il définit donc un escalier
de N?*. Soient Py,...,P. € I dont les exposants correspondent aux sommets de
I'escalier. Ils définissent une partition naturelle Exp(I) = |[/_; F; et on a, de maniere
analogue au cas commutatif, un énoncé de division a gauche (et de maniére similaire
a droite) :

Proposition 1.1.1 Soit P € k[z](T). Il existe une unique famille (Q1,...,Q; R)
d’éléments de k[z](T) telle que

1. P=%Q.P+R,
2. pour touti=1,...,n, on a Exp(Q;) € E;,

3. aucun exposant d’un monoéme de R n’est dans Exp(I).

De plus, on a P € I si et seulement si R =0. O

Corollaire 1.1.2 Les anneauz k[z](T) et £(T™) sont noethériens a gauche et a
droite.

Démonstration. Tout idéal a gauche (ou a droite) I de k[z|(7) est engendré par
une base de division Py, ..., P., donc est de type fini. De méme, si I est un idéal de
£(T™), alors I est engendré par I N k[z](T), donc est de type fini. O

1.2 Simplicité

Dans la suite, nous nous intéresserons plutot a 'algebre £(7™) qui possede des
propriétés analogues a celles de I'algebre de Weyl, alors que k[z](7) ne les possede
pas. Voici un premier exemple.

Proposition 1.2.1

1. L’anneau k[x](T) n’est pas simple (i.e. posséde des idéauz bilatéres propres).

2. Siq nest pas racine de l'unité, l'anneau £(T") est simple.



Démonstration. Pour le premier point, on remarque que pour tout ¢ = 1,...,n,
l'idéal a gauche de k[x](T) engendré par x; (ou 7;) est aussi un idéal a droite. Con-
sidérons donc le deuxieme point. Soit I un idéal bilatere non nul. Si P # 0 est dans
I, on peut supposer que P est dans k[x](7) et il existe une variable, par exemple 77,
pour laquelle on peut écrire

4 ‘
P =3 A7)
=0
avec 7' = (T9,...,T), di > 0 et A; # 0. Montrons que I contient un élément

indépendant de 7;. Si A; = 0 pour tout j < di, alors A, € I. Sinon, soit
Q=P -z, —qhx,-Pel.

Alors Q = 7, - R avec R # 0 car ¢ n’est pas racine de I'unité et deg, R < d;. En

continuant le procédé, on en déduit que I contient une constante non nulle. O

1.3 Transformations canoniques

L’algebre £(T™) possede quelque ressemblance avec l'algebre des opérateurs
micro-différentiels. On peut effectuer des changements de variables qui mélangent
x et 7. Dans la suite, nous noterons £ = £(T™).

Lemme 1.3.1 Posons pour tout j =1,...,n
r_ ;5 Anj by, brj
l‘] = xl < Tn . 7-1 “Tn
roo_ 5 ity nj
Tj = X1 " &n” Ty "Tn

ot les exposants a,b, c,d sont dans Z. Alors on a les relations (x) pour (x',7") si (et
seulement si lorsque q n’est pas racine de l'unité) la matrice

(5 5)

avec A = (a;;), ... est symplectique, c’est a dire vérifie

tA 'B 0 Id A CY\ 0 1Id
tC D -Id 0 B D) \-Id 0 )
Démonstration. Les relations 7/ -z} = q‘sﬂf:c’Z -7/ se traduisent par 'AD —-'BC =1d

. . ’ /A ’ I R .
et les relations de commutation z; - 7 = ;- @, (resp. 7}-7, = 7;-7;) par les relations

J
YAB ="'BA (resp. 'CD ='D(C). O



On obtient ainsi un morphisme de l'algebre £ dans elle-méme, noté op, si E

désigne la matrice formée par A, B,C, D, donné par og(z;) = 2 et op(r;) = 7;.

Soient E et £’ des matrices symplectiques, et posons E” = E' - E, opn(1;) = 27 et
opn(7j) = 7;. 1l existe alors des entiers m; et p; tels que I'on ait

op(y) =qma] et op(r) =q"T].

En particulier, o est un automorphisme de £.

Exemples.

1. Un changement torique de coordonnées en z, donné par une matrice A €
GL(n,Z) induit la transformation canonique de matrice

A 0
b (4,0

2. La transformation de Mellin (transformation de Fourier sur le tore) est donnée

par la matrice
0 Id
E =
< —-Id 0 )
c'est a dire 2} = 7, et 7; = x;. Si M est un £(T™)-module, nous noterons

M(M) (ou encore M si aucune confusion n’est a craindre) le transformé de
Mellin de M.

1

Lemme 1.3.2 Soit v = (ayy,...,0,1,b11,---,0,1) un vecteur primitif non nul. I
existe alors une matrice symplectique entiere de premiere colonne égale a v. O

- oy . A a a b b
Définition 1.3.3 On appelle coordonnée de £ un monome x*" - xp* 7't - - ™

dont 'ezposant est un vecteur primitif de Z>".

Toute coordonnée fait donc partie d’'un systeme de coordonnées (z’, 7') obtenu a
partir de (z,7) par une transformation canonique.

1.4 £-modules de type fini & ¢g-support dans un sous-tore de codimen-
sion 1

Soit M un £-module de type fini et soit a € k. Nous dirons que M est a g-support
dans x1 —a = 0 si tout élément m € M est annulé par un produit

[[ (@ —da)”

JEZ
ou 7; € N est nul sauf pour un nombre fini de j. Les résultats qui suivent
s’appliquent, par transformation canonique, lorsqu’on remplace x; par une coor-
donnée 2} de £. Notons maintenant @’ = (xq,...,x,) et 7 = (73,...,7,), et soit
£ = £(T™ 1) Ialgebre correspondante.



Proposition 1.4.1 Soit M un £-module de type fini a q-support dans v1 —a = 0.
Il existe un £'-sous-module de type fini My de M, stable par z1, tel que l'on ait un
isomorphisme de £'-modules

M ~ ]{][Tl,’?'l_l] ®k Mo.

De plus, si on munit le terme de droite de l’action de T provenant de celle de
k[, 7] et de Uaction de z; provenant de celle sur My, cet isomorphisme est £-
linéaire. Enfin, il existe p tel que (x1 — a)? - My = 0.

Démonstration. On peut écrite M = @pez My avec My = o Ker (71 — ¢‘a)? et
7 induit un isomorphisme M, — M, ;. D’ol un isomorphisme de £’-modules
comme dans la proposition, compatible avec ’action de 7;. En munissant le terme
de droite de I'action de x; obtenue a partir de celle sur M, en imposant la relation
T1T1 = X171, ol voit que cet isomorphisme est £-linéaire. Par définition, pour tout
m € My, il existe p tel que (x1 —a)?-m = 0. Il existe une famille finie de générateurs
de M sur £, qu’on peut supposer gradués relativement a cette graduation de M, et
en fait de degré 0, c’est a dire dans M. En particulier ils engendrent M, sur £'[x].
On en déduit 'existence de p tel que (x1 — a)? - My = 0 et par suite M est de type
fini sur £'. O

1.5 Dimension des modules sur ’algébre k[z|(7)

Nous allons indiquer dans cette section les adaptations qu’il faut faire subir aux
démonstrations données par exemple dans [5] et [7] concernant la dimension des
modules sur 'algebre de Weyl, pour obtenir les énoncés analogues sur ’algebre des
opérateurs aux ¢-différences. On ne dispose pas pour cette algebre d'un gradué
commutatif et par suite les démonstrations ne peuvent pas s’appuyer sur la théorie
de la dimension en algebre commutative. Par contre la version de cette derniere
pour 'anneau des polynomes utilisant la théorie des bases standards s’étend au
cas g-commutatif. Pour les besoins de la récurrence, nous travaillerons d’abord
avec l'algebre des opérateurs aux g-différences a coefficients dans 'anneau A =
k[y1, ..., yp), encore notée kly, z|(T).

1.5.1 Filtration de Bernstein. Notons Tk[y,z](7) la filtration (croissante) par
le degré total en y, x, 7. Si N est un kly, z](r)-module de type fini, on a la notion de
filtration de N bonne pour Tk[y, z]() : si TN une filtration de N, on note RN le
module de Rees associé, c’est a dire

déf

RrN S @, TN - v’ C Nlu,u™']

ou u est une nouvelle variable ; on dit que T'N est bonne pour Tk[y, z|(T) si Ry N
est un Rrk[y, z](T)-module de type fini. Soit TN une telle filtration. Alors pour
tout j € Z 'espace vectoriel T;N est de dimension finie sur k. En utilisant I’énoncé
de division 1.1.1 avec un exposant privilégié défini a I'aide de la filtration TN, la
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contemplation de l’escalier associé a un module permet d’obtenir, comme dans le
cas commutatif :

Proposition 1.5.2 Il existe une entier d = d(N) > 0 et un entiere = e(N) > 0 tels
que pour toute bonne filtration TN il existe un polynome d’une variable X(N,TN) (1)

de terme dominant (e(N)/d)t*™) qvec
Vi>0  dimTiN = xpyorn(). O

Nous allons maintenant identifier d(NN) a la dimension homologique de N. Rap-
pelons qu’on définit la codimension homologique ¢(N) par

o(N) = min{j € N| Eatly, 40, (N, kly, 2)(r) #0} .
Théoréme 1.5.3

1. L’algebre kly, x](T) est de dimension homologique globale finie.
2. Soit N un kly, z|(T)-module a gauche de type fini. On a alors

¢(N)+d(N) =2n+np.

Démonstration. Nous allons procéder comme dans [5, Chap. 2 §7]. Il suffit de
montrer les lemmes suivants :

Lemme 1.5.4 Pour N de type fini sur k[y, z](T) on a pour tout j € N

A (Extlyy oy (N kly, 2)(7))) < (204 p) =
Lemme 1.5.5 Extk[yx iy (N, Ely, 2)(T)) = {0} si j < (2n+p) — d(N).

Lemme 1.5.6 Pour tout kly, z|(r) module & gauche N (vesp. a droite N) de type
fini, on a
Torf (N N)y = {0} sij>2n+p.

Remarquons d’abord que si
00— N —N-—N'"—0

est une suite exacte et si les trois énoncés sont vrais pour N’ et N”, ils le sont pour
N (et méme chose avec N pour le troisieme). Commengons par prouver les deux
premiers lemmes. L’argument de suite spectrale donné dans [7, §2.3] permet de
remplacer N par un gradué relativement a une filtration bonne pour la filtration de
kly, x](T) par le degré en une des variables (on vérifie que pour une telle filtration on
ad(N)=d(grN)). Si on applique ceci successivement aux filtrations par le degré en
'une des variables et si N = k[y, z|(7) /I ou I est un idéal a gauche de k[y, x](7) (cas
auquel on se ramene par extensions successives), on voit qu’on peut supposer que [
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est multi-gradué relativement a la multi-graduation par le degré en chaque variable,
autrement dit on peut supposer que I est un idéal engendré par des monomes. Alors
sil ={0}ona N = k[y,z](r) et les deux lemmes sont satisfaits pour N. Si I # {0},
N est de torsion et par suite est extension successive de modules annulés par une
puissance d'une des variables y,x, 7. Par extension encore on peut supposer que
cette puissance est 1. Le résultat s’obtient alors immédiatement par récurrence sur
le nombre de variables (par exemple, si x; agit par 0 sur N, c’est que N est de type
fini sur 'anneau k[y, 7][2'[(7') avec 2’ = (z9,...,2,), 7" = (72,...,7,)). La preuve
du troisieme lemme repose sur le méme argument appliqué au module a droite N.
O

2 £-modules holonomes

Dans cette section nous adaptons les résultats concernant les modules holonomes
sur 'algebre de Weyl ([4], voir aussi [5, 7]) au cas des modules sur l'algebre £(T7).
Nous supposerons dans la suite que g € k n’est pas racine de [’'unité et nous noterons

£=£1).

2.1 Inégalité de Bernstein

Nous dirons qu'un k[z](7)-module N est sans torsion monomiale si aucun de
ses éléments non nuls n’est annulé par un monéme en z, 7. Cela revient a dire que
'application naturelle N — £(T™) ®g[q)r) N est injective.

Théoréme 2.1.1 Soit N un k[z](T)-module a gauche de type fini non nul et sans
torsion monomiale. Alors d(N) > n.

Démonstration. Nous adaptons celle donnée dans [7]. Soit TN une bonne filtration
de N telle que Ty N # 0. On montre par récurrence que pour tout j, 'application

Ti(klz](r)) — Homg(T;N,T;;N)

a — [m — am]

est injective. On en déduit alors que Xy 7y (7) 'X(N,TN)(2j) > Xk[$]<7>(j), d’ou le
théoreme. L’assertion est claire pour 7 = 0. On la suppose montrée jusqu’au rang
¢ — 1. Si elle n’est pas vérifiée au rang ¢, c’est qu'il existe a € T,(k[z](r)) tel que
a-TyN = 0. 1l existe alors une variable, par exemple 7y, telle qu'on puisse écrire

dy

a=> 1 az,1)

J=0

avec agy, non identiquement nul et d; > 0. Si a; = 0 pour tout j # dy, on en déduit
que ag, (x,7')-TyN = 0 et en particulier ay (z,7")-T,_; N =0, d'olt az, = 0, ce qui



est contradictoire avec I'hypothese faite. Il existe donc j # d; avec a; # 0. On a
alors
a-xl—qdlxl-a:xl-b

avechb # 0etb € T, (k[z](T)). On en déduit que (z1b)-T,_yN = 0donc b-T, ;N =0,
ce qui est contradictoire avec I’hypothese de récurrence. O

Soit M un £(T™)-module & gauche de type fini. Nous définissons la codimension

homologique ¢(M) comme pour les modules sur k[z](7) et la dimension par I’égalité
d(M) =2n — c(M).

Corollaire 2.1.2 Pour M non nul comme ci-dessus on a d(M) > n.

Démonstration. Soit N C M un sous-k[z](7)-module de type fini tel que I'on ait
M = qg(T") k] () N: Sij > nona d(Exti[‘T.KﬂgN, k[z](T))) < n donc ce module
est de torsion monomiale. Puisque la tensorisation par £(T™) est exacte, on en
déduit que Extle (M, £) = {0} pour j > n, d’out I'assertion. O

Définition 2.1.3 Soit M un £(T")-module a gauche de type fini. Nous dirons que
M est holonome si M = {0} ou si d(M) = n.

Corollaire 2.1.4 Le £-module M est holonome si et seulement si Sxt‘(jg(M, £) est
nul pour j # n, et dans ces conditions Extly (M, £) est un £-module holonome. O

Corollaire 2.1.5 Le £-module M est holonome si et seulement si il existe un sous-
klz](T)-module N tel que M = £(T™) Qppayry N et d(N) < n.

Démonstration. Si il existe un tel N, on en déduit que Ssctzg(M ,£) = {0} pour
J < n par platitude. Inversement, si d(M) < n, on peut appliquer la construction
de [8] (voir aussi [5, Chap. 2 §7]) : on choisit un sous-k[z](T)-module N' C M
qui engendre M. Il existe un plus grand sous-module N de dimension < n. Pour
montrer que NV engendre M, on remarque que la construction de N est compatible au
changement de base plat. Par suite £(7") @) (- IV est le plus grand sous-£-module
de M de dimension < n, donc est égal a M. O

Corollaire 2.1.6 Tout £-module holonome est de longueur finie (donc cyclique
d’aprés un théoréme de Stafford et 1.2.1) et tout sous-quotient d’un module holonome
est encore holonome. Enfin, toute extension de modules holonomes l’est aussi. O

Corollaire 2.1.7 Soit (N,TN) un k[z]{T)-module filtré. Supposons que pour tout
7 assez grand on ait

dmTyN < 5"+ eq(j +1)"
n!

Alors M & ET") Qpayry N est un £-module holonome.



Démonstration (voir [7]). Soit Ry Ny un sous-Ry(k[z](T))-module gradué de type
fini de Ry N. Alors, du fait de I'inégalité satisfaite par TN (donc par T'Ny, qui
est une bonne filtration de Ny par hypothese), le module Ny est de dimension n
et de multiplicité < ¢ ou bien de dimension < n. Toute suite croissante de tels
sous-modules est donc stationnaire apres tensorisation par £(7™) et par suite M est
holonome. Notons aussi que la filtration induite par T'N sur le quotient de N par
sa torsion monomiale est bonne. O

Remarque. Soit M un £-module de type fini a g-support dans z; — a = 0. Nous
avons vu qu’alors M =~ k[, 7y '] @5 My avec M de type fini sur £(T71). On vérifie
(en considérant un sous-module N) que d(M) = d(My) + 1 et donc M est holonome
si et seulement si M, lest.

2.2 ¢-localisation hors d’un sous-tore de codimension 1

Comme plus haut, nous nous restreindrons au cas du sous-tore 7"~ ! d’équation
x1 = 1, les autres cas s’obtenant de maniere analogue apres une transformation
canonique convenable. Soit M un £-module holonome. Notons j : 7" —T""! — T
I'inclusion. Nous définissons

g déf -
o JsJ M = k[z,x 1](Tn71)q Qplw,e—1] M

ou k[x, xil](Tn,l)q désigne le localisé de 'anneau k[x, 71| en la partie multiplicative
engendrée par les polynomes (z; — ¢’) pour j € Z. Alors ,j,j*M est naturellement
muni d’une structure de £-module a gauche : on pose

z; - [P(x1)"'@m] = P(z;)"'®ax;m pour tout j
7j - [P(z1) " @ m] P(z1) ' ®@7mm pourj #1
ni-[Plz) ' ®@m] = Plgz)™' @ nm

On a un morphisme naturel
M -5 g M

dont le noyau est le plus grand sous-module de M & g-support contenu dans 77!
Le noyau et I'image de ce morphisme sont holonomes si M 1’est, mais il n’est pas
vrai que 4j.j*M soit de type fini sur £. Nous allons voir que ce module est limite
inductive de sous-modules holonomes. Posons pour tout p > 1

¢

HEEN,{H(xl—qj)] -mEgo(M)}.

. ox déf Lk
qu)] M = {mEq]*] M
j=—t

Il est immédiat de vérifier que , jgf ) J*M est un sous-£-module de ;7,5 M.

Proposition 2.2.1 Pour tout p € N, qjgf)j*M est holonome si M [’est.
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Démonstration. On se ramene au cas p = 1 en constatant que

(D) % (1) . (1) .
G M = (G5 (M.

Dans la suite, nous noterons ,j, au lieu de , jf) et nous supposerons que M = ¢(M).
Soit N un sous-k[z](7)-module de M qui l'engendre et qui est de dimension < n
(donné par le corollaire 2.1.5). On garde les mémes notations que ci-dessus pour N.
Considérons la filtration suivante de ,j, j*N :

7 ‘g .
Té(qj+j*N> £ { H (21 — qj)_l & m} m € TMN} )
j=—t

on obtient bien ainsi une T-filtration : le point a vérifier est que

Ty Tf(qurj*N) C TZ+1<qj+j*N)-

On a
¢ ‘ 041 ‘
n | M- em| = I @-¢) e (@ - )@ - nm)
Jj=—t j=—(+1)

et on a bien

£+1)

(21 = ¢") (21— ¢ rim € Ty oy N

sim € TyN.

Cette filtration est exhaustive : tout élément de ,j, j*N s’écrit sous la forme
Hﬁsz(:pl — qj)*1 ® m pour un certain ¢ et un certain m € N. Supposons que
m € ThN. On peut aussi écrire I’élément sous la forme

O+i ‘ O+i ‘
[I G-d) e II @i—¢)m
Jj=—(t+1) lj|=¢+1

pour tout i > 0 et on a m’ <& f;"i“l(xl —¢’)m € Ty, N. Sion choisit i = A,

on en déduit que A\ 4+ 2i < 3¢ + 3i et donc m’ € T4y N- Ceci montre donc que
I’élément considéré est dans T, (47, 7*N).

0+i)

Enfin, on a
dim Ty(¢j,j*N) < dim Ty, N

et par suite 7'(4j, j*N) est une filtration “holonome”. On conclut a ’aide du corol-
laire 2.1.7. O
2.3 Image inverse, image directe et complexe de de Rham

Comme pour les modules micro-différentiels, les opérations de restriction et
d’'image directe sont liées. Ici, la restriction et I'image directe se correspondent
par transformation de Mellin.
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Dans la suite nous aurons a utiliser les notions de foncteur dérivé et de catégorie
dérivée, pour lesquelles nous renvoyons par exemple au chapitre I de [6]. Nous
utiliserons surtout les notations suivantes : si A est un anneau, D°(A) désigne la
catégorie dérivée formée a partir de la catégorie des complexes bornés de A-modules,
et D7 (A) (resp. DT(A)) a partir de celle des complexes bornés a gauche (resp. a
droite). Un foncteur T' exact a gauche (resp. a droite) entre de telles catégories se
dérive (dans les cas que nous considérerons) en un foncteur entre les catégories DT
(resp. D) correspondantes et méme entre les catégories DP. 11 est noté RT (resp.
LT). En passant a la cohomologie, on retrouve les foncteurs dérivés usuels.

2.3.1 Image inverse. Soit f : T — T" une application monomiale : si on note
' = (x),...,x],) les coordonnées sur 7™ il existe des formes linéaires L;,..., L, a

coefficients dans Z telles que pour ¢ = 1,...,n on ait
fila') =™,

On peut munir Ianneau f*£(T") ¥ k2!, 2™ Oppe-1y £ (I™) d'une structure
de £(T™)-module a gauche : si [Ay,...,A,,] désigne la matrice transposée de
[L1,...,Ly,], on pose, pour j =1,...,m:

- (1®P)=1® (% - P)

et on note Lpm_ . le (£(T™), £(T"))-bi-module (& gauche et a droite) ainsi obtenu.
Si M est un £-module a gauche, on pose

PME e & M
Tm—-Tn qg(T")

qui est objet de la catégorie dérivée D~ (£(T™)). Si f: T™ —T" et g: TP —T™
sont deux telles applications, on a (f o g)' ~ ¢' o f.
Proposition 2.3.2 Si M est £(T")-holonome, alors f*M est un objet a cohomolo-

gie holonome de D°(£(T™)).

Démonstration. Comme pour 'algebre de Weyl, on se ramene au cas ou f est une
projection, qui se traite sans difficulté, et au cas d’'une immersion d’un tore, qu’on
peut supposer de codimension 1, et, apres un changement torique de variables et la
transformation canonique correspondante, défini par ’équation {z; —1=0}. On
dispose alors d’une résolution libre de £ru-1 7 comme £(T")-module & droite :

£I") — Eraign — 0

et donc f'M est représenté par le complexe

0 — gy
0 — M “2 M — 0

ol le terme M de droite est placé en degré 0, autrement dit le complexe L f*M au
sens des k[z, z7!]-modules.
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Supposons d’abord que M est a g-support dans 77~ '. On a vu que I'on a une
décomposition M = ®;M; avec M; = Ker (x1 —¢7)" pour N > 0. Alors z; — 1 agit
de maniere inversible sur tout M; avec j # 0. Par suite f'M est quasi-isomorphe
au complexe

0 — M, g My — 0

et puisque My est £(T™ ')-holonome, il en est de méme de la cohomologie de ce
complexe.

11 suffit donc de montrer la proposition pour M sans g-torsion dans 7" 1. On a
une suite exacte de modules holonomes

0—M— jj"M — M'"—0

et M" est & g-support dans 7"!. D’autre part, la multiplication par x; — 1 est
injective sur M et ,j.7*M. Soit

K"=Ker[(xy —1): M"— M"] et  C=Coker[(z;—1): M — M].

L’application naturelle K" — C' est £(T™!)-linéaire et injective. Montrons qu’elle
est surjective : tout élément m € M s’écrit (x; —1)-m' avec m’ € ,j;j*M. L’image
m” de m' dans M" vérifie (z; — 1) - m” = 0, donc est dans K”. Ceci permet de
définir 'application inverse C' — K”. O

2.3.3 Image directe. Soit f : 7™ — T" comme ci-dessus. Si M est un £(T™)-
module a droite, 'image directe f, M est définie par

LM S g
" £lrm) T

qui est un objet de D~ (£(T™)%) (modules & droite). On définit 'image directe pour
les £ -modules a gauche par double transposition.

Proposition 2.3.4 Si M est holonome sur £(T™), alors fiM est un objet de
D*(£(T™)) a cohomologie holonome.

Démonstration. On se rameéne au cas d'une projection. Si on choisit un isomor-
phisme T ~ T™ x T? qui fait de f la premiere projection, et si i : 7" x {1} — T™
désigne 'inclusion, on a, en notant par (M) le transformé de Mellin de M

IM(fL M) ~ ' 9(M)

et on peut appliquer la proposition 2.3.2. O
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2.3.5 ¢g-analogue du complexe de de Rham. Si M est £(7")-holonome, nous
notons DR(M) = f M lorsque f : T™ — {1} est 'application constante (sur le tore
de dimension 0). Le complexe de de Rham est donc & cohomologie de dimension finie
sur k. Il est représenté par le complexe simple associé au n-cube dont les sommets
sont tous égaux & M et les arétes dans la direction du j°™¢ vecteur de base égales &
la multiplication & gauche par 7; — 1, le sommet en multi-degré (0, ...,0) étant celui
ou aboutissent toutes les fleches. C’est encore le complexe Q7 ®, -1y M [n] ou la

différentielle ¢ est donnée par la formule

d.ﬁUl'

X

Swem)=dv@m+> Aw ® (1;-m)

et 'on rappelle que [n] signifie qu’on a décalé le complexe, autrement on place le
terme correspondant a 2" en degré 0.

2.4 Produit tensoriel et produit de convolution

Soient M et M' deux £(T")-modules & gauche. Alors M ®;, -1y M" est na-
turellement muni d’une structure de £(7™)-module a gauche : on définit

7o (m@m') = (1;-m) @ (1 - m).

En utilisant une résolution libre de M sur £(7™) on définit de méme M ®kL[x7x_1] M
comme objet de D°(£(T™)).

Proposition 2.4.1 Si M et M’ sont holonomes, M ®kL[m7m_1} M’ est a cohomologie
holonome.

Démonstration. On utilise le procédé diagonal : le produit tensoriel externe de
M et M' est holonome sur £(T™ x T") et M ®kL[x7x,1] M’ en est la restriction a la
diagonale, de sorte qu’on peut appliquer la proposition 2.3.2. O

On définit le produit de convolution par transformation de Mellin :

. L
m (Mk[{? , M’) Comr)y © M.
T, klz,xz—1]

2.4.2 Translation. Soit ¢ = (¢1,...,¢,) € T™ et [L¢ le systeme aux ¢-différences
défini de la maniere suivante : L est le k[z, z7]-module libre de rang 1 de base e,
la structure de £-module étant donnée par

Tj e = cje.
Si on choisit « tel que ¢; = ¢% pour j = 1,...,n, on pourra noter
Le = k[z,z71] - 2.
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En particulier, le transformé de Mellin de L est & g-support dans {z = ¢™'}. Soit
M un £-module holonome. Alors M Oplw,z-1] ALec = M - z® est isomorphe a M
comme k[z, z~!]-module et I'action de 7 est multipliée par ¢° :

7; - (ma®) = (¢™7; - m)z®.

Le translaté en ¢ € T™ du module M est le module TpM égal a M comme
k[, 77']-module et sur lequel z; opére par (1/¢;)z;. On a

M(TLM) = M(M) @y, 1) L = M) - 2.

Si M est holonome, il en est de méme de T;M. On peut alors définir la restriction
de M au translaté du sous-tore 7™ C T™ passant par ¢ comme étant la restriction
de T;M au sous-tore 7™, et méme chose pour la g-localisation. Par exemple, la
restriction au translaté du sous-tore d’équation x1—c; = 0 est donnée par le complexe

0 — M = M — 0

Proposition 2.4.3 Soit M un £-module holonome. Alors, pour ¢ € T" assez
général, le complexe DR(M Opfa,e-1] Le) n'a de cohomologie non nulle qu’en degré
0 au plus.

Démonstration. Soit i¢ : {€} — T™ l'inclusion. On peut écrire

DROM @,y L) = &M (M @y, Le)
= #TLIM(M)

= L M(M).

Si c est assez général, M(M) est localement libre sur O, au voisinage de ¢! (voir
§2.5.3) et puisque iL_,IM(M) = Li}, (M) comme Op.-module, on en déduit le

résultat. O

Remarque. Soit M un £-module holonome. Appelons lieu singulier de M ’ensem-
ble des points x du tore T en lesquels M n’est pas localement libre de type fini sur
Ogn . (hors du lieu singulier, M est I'analogue dune connexion plate). Ce lieu est
stable sous 'action de ¢%. Alors pour que la conclusion de la proposition 2.4.3 soit
satisfaite, il suffit que ¢! ne soit pas dans le lieu singulier de (M.

2.5 Localisation

Fixons une décomposition 7™ ~ T' x T"! et soit (xy;x9,...,T,) un systéme
de coordonnées adapté a cette décomposition. Notons £ = £(T™!) et Eran) =
/{?(.Tl) ®k q(‘:,.
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Proposition 2.5.1 Soit M un £(T™)-module holonome. Alors k(z1) ® M

Elz1,z] ]

est un £,y -module holonome (donc de type fini).
En itérant cet énoncé on en déduit :

Corollaire 2.5.2 Soit M un £(T")-module holonome. Alors k(z) ®y, -1y M est
un k(x)-espace vectoriel de dimension finie. O

Démonstration de la proposition 2.5.1. On considere une variable indépendante
y1 et le corps k(y1). Nous pouvons appliquer la proposition 2.3.2 au E(yy-module
holonome k(y;)®y M et a la restriction au translaté de sous-tore défini par I’équation
x1 — y; = 0. Par suite, le noyau et le conoyau de

k(p) @ M4 k() @, M

sont holonomes sur qci',é(yl). Considérons le morphisme

kly) @ M =5 klyi] @ M.

Le noyau de ce morphisme est nul et le conoyau est isomorphe a M, ’action induite
par y; sur le conoyau correspondant a celle de x1 sur M. Par platitude de k(y;) sur
k[y1], on en déduit que le noyau du premier morphisme est nul et que son conoyau

s’identifie & k(xq) Doy M- B

Remarque. Considérons de nouvelles variables y = (y1,...,y,), posons K = k(y)
et soit Lk le K(z)-espace vectoriel de dimension 1 de base e, muni de 'action
de 7 donnée dans la base e par 7; - e = y;e (il est suggestif de poser y; = ¢% et
e=ux7"---2;"). Le localisé du transformé de Mellin du £-module holonome M se
calcule alors de la maniere suivante :

k() Oy pm1) MUM)(= K(T) Qppr 1) M) = 7y (M @ L)

ou m est application T2 — {1} et ou on identifie comme plus haut 'action de
x a celle de y. Cette formule implique en particulier que DR(M ®y, L) n'a de
cohomologie non nulle qu’en degré 0 au plus, de maniere analogue a 2.4.3.

2.5.3 1l résulte du corollaire 2.5.2 que si M est £-holonome, il existe une inter-
section dénombrable U d’ouverts de Zariski du tore 7™ sur laquelle le module M,
est un faisceau localement libre sur Op. En effet, il suffit de le montrer lorsque
M n’a pas de k[z, z!]-torsion. Soit alors m une famille finie d’éléments de M qui
engendrent M sur £ et M(x) sur k(z). Soit N le k[z,x']-sous-module de M en-
gendré par m. D’une part N est localement libre sur un ouvert de Zariski de T™.
D’autre part M et N coincident apres localisation sur 'ouvert V' intersection des
ouverts de Zariski d’équation f = 0, si f est un g-translaté d’'un dénominateur de
la matrice de 7; relativement a m. On peut interpréter le rang générique de M (i.e.
dimy,) k(z) ® M) ou de son transformé de Mellin de la maniére suivante :
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Proposition 2.5.4 Soit M un £-module holonome et M(M) son transformé de
Mellin. Alors le rang générique de M (resp. de IM(M)) est égal d la caractéristique
d’Euler du compleze DR(IM(M)) (resp. DR(M)).

Démonstration. Elle est analogue a celle de [10, théoreme 2—(1)]. Nous allons
esquisser. Notons i : {1} < T™ l'inclusion. Alors DR(9(M)) est égal a i'M. 1l
s’agit de voir que les restrictions de M au point générique de T™ et au point fermé {1}
ont méme caractéristique d’Euler. Appelons réseau de M un sous-k[x, z~']-module
N de type fini tel que

k($) ®k[x,x*1} N = k?(I) ®k[a:,a:*1} M.

Pour un tel module N on a x(Li*N) = dimy, k() ®;, ,—1) N de sorte qu'il suffit
de montrer que x(Li*N) = x(i'M). On commence par le montrer lorsque n = 1. Si
M est a g-support {x; = 1} le résultat est clair. On peut donc supposer que 90t n’a
pas de torsion a support l'origine. Posons My = N et pour 5 > 0,

Mj: Z TlaN.

{o€z| |o|<j}

Alors pour tout j on a

k(xl) ®k‘[r1,rfl] Mj = kj(xl) ®k[;c1,:vl’l} M
et par suite M, ,/M; est de torsion sur k[zi,x7']. Soit B € k[zi, 21| tel que
B - (M;/My) = 0. On a par suite

|B(@@1)Blq 7z1)] - M, /M; =0

et donc pour tout j assez grand, M, ,/M; est un k[z1, 27 ']-module de type fini

dont le support ne contient pas {1}. Par suite on a Li* (Mj+1/Mj) ~ 0 et par
passage a la limite inductive on a, pour j assez grand, Li*(M/M;) ~ 0, d’ou
x(i'M) = x(Li*M;) = x(Li*N). Lorsque n > 1, on raisonne par récurrence sur n
en considérant la restriction a un sous-tore de codimension 1 général. O

2.6 Polynéme de Bernstein et spécialisation

Nous allons construire a partir d'un £(7")-module holonome M un module
holonome sur £(T™!) en spécialisant le long de x; = 0, c’est a dire dans une di-
rection a l'infini du tore. L’opération est analogue a celle de spécialisation modérée
des modules holonomes sur 1'algebre de Weyl (voir par exemple [12]) et repose sur
Iexistence du polynome de Bernstein et d’une filtration canonique d’un module
holonome.
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Choisissons une décomposition 7" = T x T""! et des coordonnées (xy;...,x,)
adaptées a cette décomposition. Notons V £(T™) la filtration croissante de £(7™)
relative & la coordonnée x; : posons d’abord Vyk[z, 2] = k[zy][2, 2/ "] puis pour
tout j € Z, Viklz, 2] = 21’ - Vok[z, z~']. Enfin

Vi(£(T) = (Viklz,271]) (r, 7).

Proposition 2.6.1 Soit M un £(T")-module holonome et m € M. Il existe un
polynéme non nul by, € k[ry, 7 '] et un opérateur P,, € Vo(£(T™)) tels qu’on ait

b (71,77 ) - m = 2 Py, -

Démonstration. On peut supposer que M = £(T™) - m. Du fait que le module

M € k(n)® M

k[ﬁ,ﬂ'{l}

est de type fini sur qé',fc(n) (d’apres la proposition 2.5.1), il existe £ > 0 tel que
1®xf€m,...,1®m,...,1®x{m

engendrent M’ sur £ ). On peut écrire

z .
1@z "m =3 Q;- (102lm)
j=—t

avec ) € £,y et on en déduit I'égalité voulue. O

Remarque. L’ensemble des polyndmes qui satisfont une relation de ce type est un
idéal de k[r, 7, ']. On peut donc choisir un générateur a multiplication prés par une
puissance de 7. On pourra prendre par exemple un polynome en 7, de coefficient
dominant égal a 1.

Nous dirons que M est spécialisable en x; = 0 s’il existe une filtration UM
indexée par Z, bonne pour V £(T™), et pour laquelle il existe b € k[r;, 7 '] non nul
avec pour tout j € Z

b(g’m) UM C U;_1 M.

Si by est un polynome minimal satisfaisant cette relation, les zéros de by (dans une
cloture algébrique de k) dépendent de la filtration UM, mais n’en dépendent pas
mod ¢%. Supposons que k est algébriquement clos et choisissons une section o’ de
la projection k* — k*/q%. 1l existe alors une unique bonne filtration de M pour
laquelle les zéros de b sont dans 'image de cette section (on le voit comme pour
les D-modules, wvoir par exemple [9, 12]). Alors pour tout j € Z, gr}/M est un
gry (£(T™))-module de type fini et donc admet une structure de £(7"!)-module.
De plus, Paction de 7, est inversible et admet un polynéme minimal, & savoir b(g?7y ).

18



On en déduit que gry M est de type fini sur £(7""') pour tout j € Z. De plus, la
multiplication & gauche par x; induit un morphisme de £(7""!)-modules

Ty gr}/M — gr}/_lM

et ce morphisme admet un inverse, a savoir la multiplication & gauche par z7'. Nous
noterons
def v
o, M = gro M.

Théoréme 2.6.2 Soit M un £(T™)-module holonome. Alors le £(T™1)-module
by M est holonome.

Démonstration. Elle est analogue a celle faite par exemple dans [12] pour les D-
modules : on a la notion de module spécialisable et celle de module spécialisable
élémentaire. Tout module spécialisable admet ue résolution par de tels modules et
on utilise le fait que tout morphisme entre modules spécialisables est strict pour
la filtration V. On en déduit alors, en utilisant le corollaire 2.1.4, que gr¥' M est
holonome, puis en utilisant le fait que le transformé de Mellin de gr' M est & g-
support contenu dans une réunion d’ensembles z; = constante (a cause de ’équation
de Bernstein) que gryy M est £(T™!)-holonome. O

2.7 Systemes rationnels holonomes d’équations aux ¢-différences

Le lien entre £-modules holonomes et systemes rationnels aux g-différences défi-
nis dans l'introduction est donné par le

Théoréeme 2.7.1

1. Soit M un £(T™)-module holonome. Alors k(z) ®y, .- M est un systeme
rationnel holonome d’équations aux q-différences.

2. Inversement, si M(x) est un systéme rationnel holonome d’équations auzx q-
différences, il existe pour tout £(1T™)-module de type fini M’ contenu dans
M (zx) un sous-module holonome M contenu dans M’.

Démonstration. Le premier point n’est autre que le corollaire 2.5.2. Pour le second,
nous pouvons procéder comme dans [8, 5. Soit M’ C M(z) un sous-£-module de
type fini tel que k(x) @ M' = M(z) et soit N' C M’ un sous-k[z](7)-module qui
I’engendre. Il existe un plus grand sous-module N de dimension < n contenu dans
N’. 11 suffit de montrer que k(x) ® N = M(x). La construction de N donnée
par exemple dans [5, Chap. 2 §7] montre que N est compatible au changement de
base plat. En particulier k(x) ® N est le plus grand k(z)(7)-module de dimension
(homologique) < n contenu dans M (z). On peut aussi définir cette dimension a la
Hilbert-Samuel en utilisant une bonne filtration relativement au degré en 7. Alors,
dire qu'un k(x)(7)-module est de dimension < n est équivalent a dire qu’il est de
dimension finie sur k(z), d’ou le résultat. O
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3 £-modules hypergéométriques

Dans cette section, nous travaillerons sur le corps C des nombres complexes.

3.1 Le groupe ¢g-hypergéométrique

Rappelons (voir I'introduction) qu'un systeme holonome rationnel aux g¢-diffé-
rences est g-hypergéométrique si 'espace vectoriel sur C(z) est de dimension 1.
Les systemes hypergéométriques a n variables forment un groupe pour le produit
tensoriel (sur C(x)), noté JHG(n). La structure de ce groupe est décrite par K.
Aomoto [2] : choisissons pour cela un sous-ensemble £ de formes linéaires non
identiquement nulles sur Q™ a coefficients dans Z premiers entre eux, tel que pour
toute telle forme L on ait soit L € L, soit —L € L. Si {4,...,¥¢, sont les coefficients
de L, nous notons z* le monoéme z%' - - -xbr. Soit par ailleurs E, le groupe abélien
C*/q%. Nous noterons ZI£xEd] Tensemble des applications £ x E, — 7 a support

fini, muni de sa structure naturelle de groupe abélien.

Proposition 3.1.1 ([2]) Il existe un isomorphisme de groupes abéliens
(B,)" x ZIF*Fd =5 HG(n). O

On peut expliciter un tel isomorphisme en se donnant un section o de la projec-
tion C* — C*/¢% = E, ainsi qu'une section ¢’ de la projection C — C* donnée
par a — q%. Si(c,...,¢,) € (C)" et v: L x B, — Z est a support fini, on note

a (e 7% v ,a
Dy(@) =gt -apm - [ [(0(a)2")u] ™
LeL,aeC*/q2

oltlon aposé € = (c1,..., ), i = 0'(ci) et (t)oo = [1720(1—¢’t). Alors O, () est
une fonction quasi-méromorphe de z (i.e. un produit d’une fonction méromorphe
par un monome a puissances complexes). Notons M., () le C(z)-espace vectoriel
de dimension 1 de base qD[CW]. On a une action inversible de 7,...,7, puisque
Ti - ¢,y st un C(z)-multiple de @, pour tout i. Nous avons ainsi un systeme
rationnel aux g-différences qui est hypergéométrique. Ce systeme est contenu dans
le C(x)-espace vectoriel des fonctions quasi-méromorphes et est égal au C(x)-espace
vectoriel engendré par tous les g-translatés de ®y...;. On vérifie enfin que, v étant
fixé, la classe d’isomorphisme de ce systeme ne dépend pas du choix des sections o

et o’ et ne dépend que de la classe de ¢ dans (E,)".

3.2 (£-modules hypergéométriques irréductibles.

Les résultats de ce paragraphe sont analogues a ceux de [10] (qui concernent les
D-modules et les équations aux différences finies). Soit M un £-module holonome.
Nous dirons que M est g-hypergéométrique si son transformé de Mellin 99t(M) (en-
core noté M si aucune confusion n’est a craindre) est génériquement de rang 1, c’est
a dire si M(z) € C(z) Ozt
proposition 2.3.4 nous assure la dimension finie de ce C(z)-espace vectoriel).

] M est un systeme rationnel g-hypergéométrique (la

20



Lemme 3.2.1 Soit M un £-module holonome hypergéométrique. Alors M est
irréductible (i.e. n'a pas de sous-£-module propre) si et seulement si son transformé
de Mellin 9 n’a ni sous-module ni quotient non trivial qui soit de Clz, z~]-torsion.

Démonstration. L’assertion porte en fait sur le transformé de Mellin 9% car M est
irréductible si et seulement si 97 I'est. Considérons une suite exacte de £-modules

0— M — M — M — 0.
Alors 90 et 9" sont holonomes et puisque dimg,) 9 =1 on a ou bien
M () — M(x) et M'(z) ={0} d.e IM" est de C[x,z!|-torsion
ou bien
M(z) = M'(z) et M(x)={0} id.e M est de Clx,z !]-torsion.

Par suite, si 99T n’a ni sous-module ni quotient non trivial qui soit de torsion, c¢’est que
2 n’a ni sou-module ni quotient non trivial, donc 9 est irréductible. La réciproque
est claire. O

3.2.2 £-modules hypergéométriques d’une variable. Soient P et () deux
polynémes non nuls d'une variable = z; et considérons le £-module

Mpo € LT/ ETY) - (P(2)r + Q(x)).

Il est immédiat de vérifier que Mp () est de dimension 1. De plus, on vérifie que si
P et @ sont sans zéro commun mod ¢% le module M, 5 n'a pas de Cz, 2~ !-torsion.
Comme le dual (sur £) est du méme type, on en déduit aussi que M p, n’a pas de
quotient non trivial qui soit de torsion, autrement dit, si ’'on pose

Mpo £/ E(TY - (P(r e +Q(r )

alors Mp g est un £-module hypergéométrique irréductible, de transformé de Mellin
Mp . Tout sous-Clz, z7'|-module de type fini dans Mp, n’a donc pas de torsion
et est de rang générique égal a 1, donc est localement libre de rang 1. En particulier
Mp est limite inductive de tels sous-modules, donc est Clx, 7 !]-plat. De plus,
I'application naturelle Mp o — Mp o(7) est injective et on en déduit que chaque
élément du groupe hypergéométrique JHG(1) contient un et un seul (a isomorphisme
pres) £-module holonome irréductible 1. Il y a ainsi correspondance bijective entre
J1G(1) et les classes d’isomorphisme de £-modules holonomes hypergéométriques
irréductibles. Enfin, soit ¢ € C* et v : E, — Z a support fini (nous suposons fixées
des sections o et ¢’). Considérons le £-module M..; =Mp g, avec

P(x) = H (1-— a(a)a:)“/(“)

{aeC*/q%| v(a)>0}
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et
Q(z) = —c 11 (1—o(a)z) @,
{acC*/q%| v(a)<0}

L’application £(T") — £(T") - @,y induit un morphisme surjectif de M, , sur
le sous-C[z, 2~ !]-module de I'espace des fonctions quasi-méromorphes engendré par
les g-translatés de <I>[c;,y]. Puisque smw est irréductible, ce morphisme est un iso-
morphisme. On dispose ainsi d’une réalisation de 9., dans I'espace des fonctions
quasi-méromorphes sur 7.

3.2.3 Nous allons maintenant étendre ces résultats au cas de n variables. Soit L
une forme linéaire primitive sur Q™. Si P et () sont comme ci-dessus, notons My, |
le £(T")-module LTIy 5, out L désigne aussi I'application monomiale

(r1,...,2,) — 2zt
On déduit des résultats précédents et de ceux du §2.3.1 :

Lemme 3.2.4 Le £(T")-module Mpq, ; est holonome et de plus est limite inductive
de Clz, z7]-modules localement libres de rang 1, donc est Clz,x~1]-plat. Il en est de
méme pour tout produit tensoriel (sur Clz,z7]) d’un nombre fini de tels modules.
O

Théoréme 3.2.5

1. La correspondance qui a un £(T™)-module holonome q-hypergéométrique as-
socie le systeme rationnel M(x) (ou M désigne le transformé de Mellin de M )
induit une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de £-modules
holonomes hypergéométriques irréductibles et le groupe JHG(n).

2. Si M est g-hypergéométrique irréductible et si M(x) = iDT[CW](x), alors M

s’identifie a un sous-module M., « E(T")P .y de Uespace des fonctions

quasi-méromorphes sur T". De plus, ce dernier £-module est holonome.

Démonstration. On commence par vérifier que imm est holonome : pour cela,
on voit que im[c;,” est sans C[z, z7!]-torsion et quotient d’un produit tensoriel de
Mp o 1, pour P, (Q), L bien choisis. Ces modules étant plats, et tous les modules ayant
rang générique égal a 1, on a en fait égalité. On en déduit I'assertion.

Ensuite, M., contient un sous-module irréductible (la catégorie des modules
holonomes est artinienne).

Enfin, on montre que M., (x) contient au plus un sous-module holonome irré-
ductible: soient 91 et M” deux tels modules et m’ et m” des générateurs respectifs
sur £(T™). Alors, puisque MM’ (x) = M"(z) = M. (z) a pour base la classe de m’
ou celle de m”| il existe p’ et p” € Clz| avec

p(x)-m' = p"(x) -m" #0.
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On a, du fait de l'irréductibilité de 9" et de "

M = LT = LT P = E(T)p ()
O

Corollaire 3.2.6 Soit M., un £ -module hypergéométrique de transformé de Mel-
lin Mc.,.- Alors

est a cohomologie de dimension finie sur

1. Le complexe de de Rham DR (9N
C.
2. Silc] € (E,)" est assez général, on a Hj(qDR(Sﬁ[CW})) = {0} pour j # 0.

3. Su les formes linéaires L pour lesquelles il existe a € E, avec v, # 0
n’engendrent pas l'espace (Q™)* des formes linéaires sur Q", alors la car-
actéristique d’Euler x(DR(M 1)) est nulle et M., est de Clz, x~]-torsion.

C;’Y])

Démonstration. Le premier point est conséquence de la proposition 2.3.4 puisque
Sﬁ[c;y] est holonome. Le second résulte de la proposition 2.4.3. Pour le troisieme
point, choisissons des coordonnées (z1,...,Tm,Tppq,--.,%n) sur T telles que les
formes linéaires ne dépendent que des variables (x1, ..., z,,) et soit T™ ~ T™ x "™
la décomposition correspondante. Alors par hypothese Sﬁ[c;ﬂ est image inverse par
la projection sur 7" d’un module du méme type. Par suite son transformé de Mellin
est image directe par I'inclusion 7" x {1} d’un module holonome, d’ou 'assertion.
O

3.2.7 Dans [2, 3], K. Aomoto introduit un £-module qu’il note V' et pose quelques
questions sur le complexe de de Rham de V. Nous allons comparer les constructions
de loc. cit. avec celles faites ci-dessus, ce qui nous permettra de donner des réponses
a certaines des questions qui y sont posées. Notons d’abord que nous nous placons
dans un cadre un peu plus général que celui de loc. cit., c’est a dire que nous ne
faisons pas I'hypothese de régularité -, , = 0. Dans loc. cit., ce que nous notons ¢;
est noté u; et o(a) est noté v. De plus, les opérateurs 7 sont notés (). Pour ¢ et une
famille o(a) fixés, K. Aomoto considere un espace qu’il note V' - ®. Cet espace est
en fait un sous-£-module du module M., obtenu de la maniére suivante : si (L,a)

est un couple tel que v, , # 0, considérons le module qu)j*i)ﬁ[c;y] avec p =y , et

J est l'inclusion 7" — {(1 —o(a)z?) = 0} — T" ; le module M., est obtenu en
g-localisant de cette maniere le module EITI[CW] pour tous les couples (L, a) tels que
V.o 7 0. On déduit des résultats précédents que V' - ® est holonome. Le g-analogue
du complexe de de Rham de V' - ®, considéré par K. Aomoto, est donc a cohomologie
de dimension finie. Par ailleurs, pour ¢ assez général dans T, ce complexe n’a de
cohomologie qu’en degré 0, d’apres le corollaire 3.2.6-2 (on rappelle les conventions
de décalage pour le complexe de de Rham).
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On peut, comme dans [3], considérer les o(a) comme de nouvelles variables,
notées v. Pour v fixé, on construit alors un module M, sur 'anneau

C[x,v,x_l,v_lKT, Ty, T 7'_1>

’ v

en considérant 'action de 7 et 7, sur ®. Le fait que 91, soit holonome se montre
comme pour SDT[CW], en décomposant I, en produit tensoriel de modules a un seul
facteur. K. Aomoto considere alors le transformé de Mellin partiel de 9., par
rapport aux variables x. Les nouvelles variables sont notées u dans [3]. Il résulte
de la remarque suivant 2.5.2 que ce transformé de Mellin définit, apres tensorisation
par C(u) (et donc aussi C(u,v)) un systeme rationnel holonome d’équations aux
g-différences, ce qui répond aussi a une question de [3].
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