ARITHMETIQUE DE LA FONCTION ZETA
par

Pierre Colmez

INTRODUCTION

La fonction zéta de Riemann est définie pour Re(s) > 1 par la série ((s) =
E:ﬁ n~* et elle possede un prolongement a tout le plan complexe avec une
équation fonctionnelle reliant s & 1 — s. Cette fonction et ses généralisations
(fonctions zéta de Dedekind, de Hasse-Weil, fonctions L de Dirichlet, de formes
modulaires...) jouent un role central en arithmétique et leurs valeurs aux
entiers (valeurs spéciales, dans la terminologie en vigueur) contiennent une
multitude de renseignements concernant ’arithmétique des objets attachés a
ces fonctions. Un des slogans a la mode est d’ailleurs « les fonctions L savent
tout ; & nous de les faire parler ».

Dans ce texte, nous nous concentrerons sur les valeurs aux entiers de la
fonction ¢. Les valeurs aux entiers négatifs de la fonction ¢ sont des nombres
rationnels (par exemple, ((0) = —1/2, ((—1) = —1/12, ((—2) =0, ...) et on
doit & Kummer le premier résultat concernant les renseignements cachés dans
ces nombres. Il a en effet démontré que, si p est un nombre premier > 3 ne
divisant pas les numérateurs de ((—1),{(—3),...,{(2—p), alors p ne divise pas
le nombre de classes d’idéaux du corps Q(e?7/P) et en a déduit le théoréme
de Fermat pour un tel nombre premier. Ce n’est que récemment que Mazur et
Wiles ont donné une formule donnant la puissance de p divisant exactement le
numérateur de ((k), si k est un nombre entier < 0 impair (on a (k) =0 si k
est un entier pair < —2). Cette formule fait intervenir les groupes des classes
d’idéaux des corps cyclotomiques Q(e%r/ P"), pour n € N.



38 P. COLMEZ

Les valeurs aux entiers positifs ont gardé leur mystere plus longtemps. On
sait depuis Euler que I'on a ((2) = 72/6, ((4) = 7%/90 et, plus généralement,
que 7 2%¢(2k) est un nombre rationnel si k est un entier > 1; ce nombre
rationnel peut d’ailleurs s’exprimer en terme de ((1 — 2k) grace a I’équation
fonctionnelle. Ce n’est que trés récemment que I'on a réussi, grace aux tra-
vaux de Beilinson et de Bloch et Kato, a décoder I'information arithmétique
contenue dans les valeurs aux entiers impairs positifs. La réponse fait interve-
nir des objets trop compliqués pour étre donnée de maniere précise, mais elle
fournit un lien entre les valeurs aux entiers positifs de la fonction zéta et les
valeurs aux nombres rationnels des fonctions polylogarithmes (le k-logarithme
est défini par la série Y7 2" /n* | si [2] < 1) que nous avons explicité dans le
texte.

Le nombre 7 étant transcendant sur Q, les nombres ((2k), k entier > 1 sont
tous irrationnels. Bien que tout le monde soit persuadé qu’il doive en étre de
méme pour les ((2k + 1), il a fallu attendre 1978 pour qu’Apéry démontre
que ((3) est irrationnel. Entre 1978 et 2000, il n’y a eu aucun progres sur la
question, mais Rivoal a démontré en 2000 qu’il existe une infinité de {(2k+1),
k entier > 1, qui sont irrationnels. Ce résultat est purement existentiel ; on ne
peut en déduire l'irrationalité d’aucun ((2k + 1) particulier.

La démonstration du théoreme de Kummer auquel il a été fait allusion
ci-dessus repose sur trois ingrédients : la formule analytique du nombre de
classes qui donne une formule pour le nombre de classes d’idéaux du corps
Q(e%7/P) en termes du comportement en s = 1 (ou s = 0) de la fonction zéta
de Dedekind de ce corps (illustration du principe selon lequel les fonctions L
savent tout!), une factorisation de cette fonction zéta de Dedekind en produit
de fonctions L. de Dirichlet et une congruence modulo p entre la valeur en
s = 0 de ces fonctions L de Dirichlet et les valeurs de la fonction ( aux
entiers négatifs. Ces congruences modulo p se généralisent en des congruences
modulo p”, pour tout n € N, entre les valeurs aux entiers négatifs de la
fonction {. D’un point de vue moderne, ces congruences, découvertes elles-
aussi par Kummer, sont équivalentes a l’existence d’une fonction continue sur
I'anneau Z, des entiers p-adiques et dont les valeurs aux entiers négatifs sont
liées a celles de la fonction zéta. Les zéros de cette fonction zéta p-adique (aussi
appelée fonction zéta de Kubota-Leopoldt) sont bien compris, contrairement
a ceux de la fonction zéta de Riemann... Le théoréme de Mazur et Wiles
mentionné ci-dessus en fournit une description en termes d’action du groupe
de Galois sur les groupes de classes d’idéaux.
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Les valeurs de la fonction zéta de Riemann apparaissent dans le terme
constant du développement de Fourier de certaines formes modulaires ap-
pelées Séries d’Eisenstein. Ce lien représente un des outils les plus puissants
que 'on ait pour étudier I'arithmétique de ces valeurs. Par exemple, Serre a
donné une construction de la fonction zéta de Kubota-Leopoldt utilisant le fait
que tous les termes, sauf le terme constant, du développement de Fourier des
séries d’Eisenstein sont, de maniere visible, des fonctions p-adiquement conti-
nues et donc qu’il en est de méme du terme constant. Ce « donc » demande un
lourd arsenal de géométrie algébrique pour étre justifié : il faut partir d’objets
définis analytiquement (formes modulaires) et aboutir dans un monde ot on
peut parler de congruence modulo p, ce qui représente un tres long trajet. Cet
arsenal est d’ailleurs fondamental dans la démonstration du résultat de Mazur
et Wiles et dans la démonstration de Wiles du théoreme de Fermat. Pour
illustrer, de maniere plus élémentaire, 'intérét de 'utilisation des formes mo-
dulaires dans I’étude de la fonction zéta, nous avons inclus une démonstration
(inédite 7) de I’équation fonctionnelle utilisant les séries d’Eisenstein.

Ce texte est divisé en gros en deux parties, la premiere traitant de la théorie
complexe et la seconde de la théorie p-adique.

La premiere partie comporte trois chapitres. Dans le premier, on explore
en détail les propriétés de la fonction ¢ et les propriétés de rationalité de ses
valeurs aux entiers; tout ce qui est démontrable est démontré. Le lecteur
intéressé par les polylogarithmes est invité a consulter I'exposé « Polyloga-
rithmes » d’Oesterlé au séminaire Bourbaki. Ce chapitre comporte aussi
un § sur la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres sans aucune
démonstration (pour en savoir plus, on pourra consulter le livre Théorie
des nombres de Borevitch et Chafarevitch). Dans le second, on donne une
démonstration complete du théoréme de Rivoal (pour des compléments sur
les nombres polyzétas, nous renvoyons au texte « Valeurs zéta multiples. Une
introduction » de Waldschmidt). Le troisiéme est consacré aux formes modu-
laires et leur lien avec les fonctions L de 'arithmétique (le lecteur consultera
avec profit les livres Cours d’arithmétique de Serre, Introduction to modular
forms de Lang, Introduction to elliptic curves and modular forms de Koblitz
ou encore Invitation aux mathmatiques de Fermat- Wiles de Hellegouarch et
Automorphic forms and representations de Bump, pour des compléments
intéressants).

La seconde partie comporte aussi trois chapitres. Comme les nombres p-
adiques ne font pas partie du bagage de tout mathématicien (ils ne sont pas
enseignés en classe préparatoire, ce qui est un peu dommage : je suis stur que les
taupins apprécieraient de travailler dans un monde ou une série converge si et
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seulement si son terme général tend vers 0), nous avons consacré un chapitre a
leur construction (la construction du corps C, est un peu plus longue que celle
de C, mais pas beaucoup) et un chapitre a I’analyse sur Z,,. Le dernier chapitre
est, quant a lui, consacré a la construction de la fonction zéta p-adique. Le
second chapitre contient beaucoup plus de choses que ce qui est nécessaire pour
cette construction (les mesures suffiraient, mais les distributions deviennent
indispensables pour construire des fonction L p-adiques plus générales, par
exemple celles attachées aux formes modulaires). Pour d’autres points de vue
sur les nombres p-adiques, le lecteur pourra consulter les livres p-adic numbers,
p-adic analysis, and zeta-functions et p-adic analysis : a short course on recent
work de Koblitz ou An introduction to G-functions de Dwork, Gerotto et
Sullivan. L’énoncé précis du théoreme de Mazur et Wiles n’est pas donné dans
le texte, pas plus que 'application au théoreme de Kummer et nous renvoyons
le lecteur intéressé aux livres Introduction to cyclotomic fields de Washington
ou Cyclotomic fields I and II de Lang (pour le théoreme de Kummer, on peut
aussi lire la démonstration dans I'ouvrage de Borevich et Chafarevitch déja
cité).

CHAPITRE 1
LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

I.1. Prolongement analytique et valeurs aux entiers négatifs
Soit C(Sl: St = [, - p~%)~! la fonction zéta de Riemann. Soit
o° dt
I'(s) = / e_tts? la fonction I' d’Euler. Cette fonction est holomorphe
t

=0
pour Re(s) > 0 et satisfait I’équation fonctionnelle I'(s + 1) = sI'(s), ce qui

permet de la prolonger en une fonction méromorphe sur C tout entier.

Lemme 1.1.1. Si Re(s) > 1, alors

1 [t~ 1 dt
C(S)Zm/o a1l 7

Démonstration. 11 suffit d’écrire

sous la forme :fg e "

7 t et d’utiliser
e —

“+o00
la formule / e_"ttsﬁ = P(S).
0

t ns
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Proposition 1.1.2. Si f est une fonction €°° sur Ry a décroissance rapide a
Vinfini, alors la fonction
1 [t dt
L = — )t —
Fo =1 | s
définie pour Re(s) > 0 admet un prolongement holomorphe a C tout entier et,
sin €N, alors L(f,—n) = (—=1)"f™(0).

Démonstration. Soit ¢ une fonction > sur Ry, valant 1 sur [0,1] et 0 sur
[2,400[. On peut écrire f sous la forme ¢f+ (1 — ¢)f et L(f,s) sous la

forme L(pf,s) + L((1 —¢)f,s) et comme (1 —)f est nulle dans un voisinage
“+oo

de 0 et a décroissance rapide a l'infini, I'intégrale f (t)ts% définit une
fonction holomorphe sur C tout entier. Comme de polus, 1/T'(s) s’annule aux
entiers négatifs, on a L((1 — ¢)f, —n) = 0 si n € N. On voit donc que, quitte
a remplacer f par (1 — ¢)f, on peut supposer f a support compact. Une
intégration par partie nous fournit alors la formule L(f,s) = —L(f’,s + 1) si
Re(s) > 1, ce qui permet de prolonger L(f, s) en une fonction holomorphe sur
C tout entier. D’autre part, on a

+oo
L(f,—n) = (=1)" L7, 1) = (—1)n+1/ FrI (bt = (=1)" £(0),
0
ce qui termine la démonstration.

t
On peut en particulier appliquer cette proposition a fo(t) = T Soit

e J—
Z:ﬁ% B,t"/n! le développement de Taylor de fy en 0. Les B,, sont des nombres

rationnels appelés nombres de Bernoulli et qu’on retrouve dans toutes les
branches des mathématiques. On a en particulier

1 1 -1 —691
Bp=1, Bi=—=, Bo==, By=—, ..., Bio=—-
L R T e TETN

et comme fo(t) — fo(—t) = —t, la fonction fjy est presque paire et Bogiq = 0

si k > 1. Un test presque infaillible pour savoir si une suite de nombres a un
rapport avec les nombres de Bernoulli est de regarder si 691 apparait dans les
premiers termes de cette suite.

Théoréme 1.1.3
(i) La fonction ¢ a un prolongement méromorphe a C tout entier, holo-
morphe en dehors d’un pole simple en s =1 de résidu 1.

(ii) Sin € Q, alors ((—n) = (—1)" ffi ; en particulier, ((—n) € Q.

Démonstration. On a ((s) = = L(fo,s—1) comme on le constate en utilisant
la formule I'(s) = (s — 1)['(s — 1) ; on en déduit le résultat.
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1.2. Valeurs aux entiers positifs pairs

Proposition 1.2.1.57 z € C — Z, alors

1 =X, 1
— = t .
z+nz::1<z+n+z—n) reotg Mz

Démonstration. Notons F(z) la fonction

+o0 oo
1 1 1 1 2z
F(z) = = ( ):— _z
(2) z+nz::1 z+n+z—n z+n2::122—n2

La convergence absolue de la série dans le second membre montre que F(z)
est une fonction méromorphe sur C, holomorphe sur C — Z avec des poles
simples de résidu 1 en les entiers, que F est impaire et périodique de période 1.
La fonction G(z) = F(z) — mcotg mz est donc holomorphe sur C, impaire et
périodique de période 1.

Si—1/2<x<1/2,onalz2—n?>y>+n?—1/4et |z <y+1/2. On
obtient donc

‘io 22 ‘ Z‘ ‘ =X ooyt
n:lZ2_n2 Zz_nz y 2T p2

+oo
</ 2y—|—1 da:—ﬂ. 2y+1.
0

y?— g +a? 2 2 _

y? -

Comme la fonction wcotg 7z est bornée sur [Im(z)| > 1, il existe ¢ > 0 tel
que |G(2)| K csiz=ax+iyet —1/2 <z <1/2, y > 1. De plus, G étant
holomorphe, il existe ¢ > 0 tel que |G(z)] < ¢ si z =z +iy et —1/2 <

1/2, 0 < y < 1 et G étant impaire et périodique de période 1, on a alors
|G(z)| < sup(c, ') quel que soit z € C. La fonction G est donc bornée sur C
tout entier, donc constante et nulle car impaire. Ceci permet de conclure.

Maintenant, on a d’une part

1 = oo 1 +00
_ _ 2k—1
;*Zzz_nz—‘—ZQZZ 2k+2_;_22<(2k)z )

n=1 n=1 k=1

et d’autre part,
2imz . 40
efmE 4l 2im 1 (227Tz)
e B ey S ZOB !
n

On en déduit le résultat suivant.
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Théoreme 1.2.2. Si k est un entier > 1, alors

(2i7)%k

C(2k) = ——sz k)]

En particulier, 7—2*C(2k) est un nombre rationnel.

1.3. Polylogarithmes et valeurs aux entiers positifs
de la fonction zéta
1. Polylogarithmes

Si k est un entier > 1, on note Lix(z) la fonction définie, pour |z| < 1, par
la formule

+oo o
Lip(z) = -
n=1

Ces fonctions Liy, appelées polylogarithmes (Ligy est le dilogarithme, Lis le
trilogarithme. ..), ont été introduites par Leibnitz, mais n’ont commencé a
jouer un role important que depuis une vingtaine d’années; on s’est apercu
récemment qu’elles apparaissaient naturellement dans de multiples questions
(volumes de variétés hyperboliques, valeurs aux entiers des fonctions zétas,
cohomologie de GL,(C)...).

On a Lij(z) = —log(1l — 2), et di,lzLik(z) = 27 'Li;_1(2), ce qui permet
de prolonger analytiquement Lig(z), par récurrence sur k, en une fonction
holomorphe multivaluée sur C — {0,1}. (On est obligé de supprimer 0 bien
que la série E:ﬁ 2" /n¥ n’ait pas de singularité en 0 car, aprés un tour autour
de 1, la fonction Li;(z ) = —log(1 — z) augmente de 2im et donc vaut 2im en 0,
ce qui fait que Lig(z f 271Li;(2) a une singularité logarithmique en 0.)
Pour prolonger analythuement log z et les Lig(z), &k > 1, il faut choisir un
chemin -, dans C — {0, 1} reliant un point fixe (nous prendrons 1/2 comme
point de base de tous nos chemins) & z et poser

dt
logz:—log2—|—/ 7
dt
Lil(z) 210g2+ ﬁ

Yz

X2 dt
t Li = —_— Lig_1(¢)—.
: W) =3 S+ [ L0
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Si on change le chemin +,, il existe b,aq,az,... € Q (avec ay € =) ) -Z) tels
que log z, Liy(z), Liz(2) et Ligx(z) deviennent respectivement log z + b-2i,

Liy (2) + aq-2im,
Lig(z) + a1~21'7r log z + as - (2im)?

k=i,
et Lix(2) + a; 2171
Z i imy

2. La version analytique réelle des fonctions polylogarithmes

La fonction polylogarithme Li; a un petit frere analytique réel Py qui a
le bon gout d’étre monovalué ; cette fonction joue, pour Lig, le role que joue
z +— log zZ pour la fonction logarithme.

Si k € N — {0}, soit Cy, € Q[X] 'unique polynéme vérifiant

Xk—l 1

Le polynéme Cj est un multiple du k-ieme polynéme de Bernoulli; on a
cx = Ci(0) = Bg/k!, ou By est le k-itme nombre de Bernoulli, et Ci(X) =
Efzo ¢iXF~/(k — i)! (ceci peut se démontrer en remarquant que Cj, = Cg_1).

Cr(X+1) - Cp(X) =

Proposition 1.3.1.5i k est un entier > 1, la fonction

k—1
= (log )"+ (Lino(2) + (-1 T (7))
{=0

est une fonction monovaluée sur C—{0, 1}, analytique réelle, a valeurs dans R
(resp. iR) si k est impair (resp. si k est pair).

Démonstration. La seule chose non évidente est le fait que Pi(z) ne dépend
pas du choix de v,. Notons L la fonction log z. D’apres la discussion ci-dessus,
si on change 7., la nouvelle valeur de Py(z) differe de ’ancienne par

k-1 Lk~ _ Tht
L+L aj-(2i <7,+—1 __7.> ;

2 el (Z i (G 0 )

ou ai,...,ax sont des rationnels sans relation entre eux. Fixant j, et posant

m = k — j, on est ramené a démontrer la relation

Em: L+T) - @™ 4 ()™ T =o0.
Z:O
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Pour cela, divisons le tout par L™ et posons X = T 'L. On obtient

m Xm—f + (_1)m—1
gq(x—l—l)é =10

= (X+1)" (CM%) + (=)™ Cpy (XLH» =0

car C,,(1 =Y) = (=1)™C,(Y) (cela découle immédiatement de la définition
de C,;,). Ceci permet de conclure.

Remarque 1.3.2. Comme on peut faire des combinaisons linéaires des
Pi_¢(2)(log 2Z)" pour obtenir d’autres fonctions monovaluées & partir des
Lik(z), le choix des constantes ¢, peut sembler un peu arbitraire. Leur
justification demanderait d’introduire la notion de variation de structures de
Hodge rationnelles, ce qui nous entrainerait un peu loin.

Proposition 1.3.3.P;, se prolonge en une fonction continue sur C (resp. C—{1})
sik >2 (resp. sik=1), avec Px(0) =0 et Py(1) = (1 + (=1 H((k).

Démonstration. Comme on a le choix de la détermination des Lix(z), on peut,
pour étudier le comportement de Py en z = 0, utiliser la détermination donnée
par la série E:ﬁ 2" /n¥, auquel cas, le zéro de cette série en z = 0 contreba-
lance largement la croissance de (log|z|?)’. En ce qui concerne le comporte-

ment en z = 1, remarquons que la singularité de Lig en ce point est de la forme

k—1
—log(1 — 2) T €t donc que la fonction Liy admet un prolongement par

z
(k—=1)!
continuité en z = 1 si k > 2; on en déduit le résultat car (log|z|?)*~! tend
vers 0 assez vite quand z — 1 pour tuer la singularité de Lij.

3. Equations fonctionnelles des polylogarithmes

Si r est un entier > 1, la somme des puissances n-iemes des racines 7-
iemes de 1'unité vaut r (resp. 0) si n est un multiple de r (resp. si n n’est pas
un multiple de r). On en déduit la relation de distribution suivante pour la
fonction Py, :

Z Pi(ez) = r1 7Py (2").

er=1
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Les fonctions P1(z) = —log |1 — z|?, Py et P3 vérifient les équations fonction-
nelles suivantes

Pi(z1 + 22 — 2122) — P1(21) = Pi(22) =0
Pg(( 2 ) o py (2 )—Pg(lzl ) +Pa(z1) + Pa(z2) = 0

1—Z1)(1—22) 1—Z1 — 29

P?’(H) + Py(2120) + P;;(j—i) 2P3<2 El - Zl;) _ 2P3(M>

—2%(%) - 2P3<1 _Z) — 9P3(21) — 2P5(22) + 2P3(1) = 0

La premiere de ces équations fonctionnelles suit de ’équation fonction-
nelle pour le logarithme ; les deux autres, découvertes au 19-ieme siecle, se
démontrent en dérivant. Comme c’est assez fastidieux, nous nous contenterons
de vérifier ’équation fonctionnelle de Py. Notons h(z1, 2z2) la fonction dont on
cherche & démontrer la nullité, et remarquons que h(0,0) = 0; il suffit donc de
prouver que les dérivées partielles de h sont nulles, et comme h est symétrique
par rapport a z; et 29, il suffit de considérer les dérivées partielles par rapport
a z1 et Z;. D’autre part, un calcul immédiat nous fournit les formules

0 _ loglz|  log|l—z| ot 0 0

8zP 2(2) = 1—2 z &PQ( ?) = _§P2( 2);

0 0
ce qui fait que —~h = 0 entralne —~h = 0.
021 Z1

Si f est une fonction de 2z, 29, soient ¢(f) = aileogf et ¥(f) = log|f|.
On a

et $P2(f) = oL = f)e(f) =N = f).

Posons uy = 21, us = 29, uz =1—2z1, ug =1 — 29 et us =1 — 21 — 29, et donc

2122 us <2 Us <1 Us
1— = R - == 1- ==,
(1 — Zl)(l — 22) U3U4 1-— Z1 us 1-— z9 Uyg
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Finalement, soient v; = p(u;) et w; = ¥ (u;), si 1 < i < 5. On obtient

0
8—Elh = [(2)5 — V3 — 7)4)(1[)1 + wo — w3 — w4)

— (v1 + vg — v3 — vg) (w5 — w3 — wy)]
— [(v5 — v3) (w2 — w3) — (v2 — v3) (w5 — w3)]
— [(v5 — va) (w1 — wa) — (V1 — va) (w5 — wy)]
+ [vswy — viws] + [vgwa — vawy]

Un calcul sans mystere permet de montrer que cette derniére quantité est
nulle, ce qui permet de conclure.

Il est possible que tous les Py vérifient des équations fonctionnelles du type
ci-dessus, mais on ne sait pas comment en exhiber de maniere systématique.
L’exemple de P5 montre qu’on a intérét a minimiser le nombre de « facteurs
premiers » de ’ensemble des f et 1 — f qui interviennent. La proposition 1.3.4
ci-dessous « décrit » les équations fonctionnelles satisfaites par Py.

Soit £ > 1. Soit e = (eq,...,€e.), ou les e; € C(z1,...,27)* sont libres sur Z
(i.e. €' ---€ir =1, avec iy, ...,i, € Z, implique i; = --- =4, = 0). Soit X(e)
le sous-groupe de C(z1, ..., z7)* engendré par ey, . . ., e, et les racines de I'unité.

Tout élément f de X(e) peut alors s’écrire de maniére unique sous la forme
E(f)efl(f) . --ezf’“(f), ou (f) est une racine de 'unité et vi(f),...,v.(f) € Z.
Finalement, soit A(e) 'ensemble des f € X(e) tels que 1 — f € X(e).

Proposition 1.3.4. Soit k > 2. Soient f1,..., fn € A(e) etaq,...,a, € Z. Pour
que la fonction Y ;| a;Pr(fi) soit constante sur C! privé des péles des f;, il
faut et il suffit que, quels que soient j1,...,jk € {1,...,r}, on ait

D i v (fi) - vjy () - (Wi, (F)vg, (1= i) = w5, (1= fi)vs (£2)) = 0.
i=1

Démonstration. Cette proposition se démontre par récurrence sur k, en
dérivant (ce n’est pas totalement évident).

Exemple 1.3.5.5i on prend £ =1, e; = z et e = 1 — 2z, alors A(e) contient z,
1 —zet 27!, et on obtient les équations fonctionnelles

Pr(z™h) + (=1D)FPr(2) =0 et Pp(z) + Pr(l — 2) = Px(1).

Remarque 1.3.6On connait des équations fonctionnelles pour P; en deux va-
riables (i.e. £ = 2) pour k < 6 et en une variable (autres que celles ci-dessus)
pour k < 7. Pour aller plus loin, le probleme est que le nombre de conditions
a satisfaire est de l'ordre de k", ou r est le cardinal de e, et que pour étre
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raisonnablement sir d’avoir une solution pour ai,...,a,, il faut que le cardi-
nal de A(e) soit plus grand que le nombre de conditions, ce qui n’est pas tres
facile a réaliser.

4. Valeurs aux entiers positifs de la fonction zéta

La formule Py(1) = (1 + (—1)*71)¢(k) fournit un lien (trivial) entre les
fonctions polylogarithmes et les valeurs aux entiers de la fonction zéta; le
théoreme ci-dessous en fournit un autre, beaucoup plus profond.

Siz € Q* et p est un nombre premier, on note vy(x) la valuation de = en p
[si « est un entier, vy(z) est le plus grand entier n tel que p™ divise x ; dans le
cas général, v,(b~1a) = v,(a) — v,(b)].

Théoreme 1.3.7. Soit k > 2 un entier impair. Si xy,...,x, € Q —{0,1} et si
AL, -5 Ay € Q sont tels que, quels que soient les nombres premiers pi, ..., Pk
(pas forcément distincts), on ait

Z Ai - vpy (@) -+ vy (@) - vp, (L — i) = 0,
=1

alors Ele Pr(z;) est un multiple rationnel de ((k).

Démonstration. La démonstration actuelle de ce théoreme est un véritable
trou noir. La définition des objets qu’elle met en jeu (K-théorie, cohomologie
motivique, motifs mixtes, régulateur de Borel...) est trés loin de tenir dans la
marge de ces pages, et mettre le doigt dedans expose l'individu qui s’y risque
a disparaitre corps et ame pour une tres longue période. D’autre part, il ne
semble pas que cette démonstration permette de borner le dénominateur du
rationnel obtenu (et donc de le déterminer numériquement). Un des points de
départ de la démonstration est le calcul du volume de SL,,(R)/SL,(Z).

5. Volume de SL,(R)/SL,(Z)

On note g, = (Zij)i<ij<n un élément général de SL,(R) et on munit
SL,,(R) de la mesure de Haar (a droite et a gauche)

dgn = H dl‘i,j.

(i.3)#(n,n)
On munit l’espace homogene #,, = SL,(R)/SL,(Z) de la mesure quotient et
on a le résultat suivant :

Théoreme 1.3.8.Le volume de %,, est fini et est donné par la formule

Vol(%,) = [ [ ¢(k).
k=2
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Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n, le cas n = 1
étant évident (un produit vide vaut 1 par convention). Pour passer de n — 1
a n, on dévisse SL,,(R) en introduisant le sous-groupe H,(R) C SL,(R) des

matrices de la forme
1 'Un—1>
hy, = ,
" <O gn—1

n—1 = (%ij)2<ij<n € SLn—1(R),

Up—1 = (1‘172, ... 7~T1,n) c Rn_17

et Papplication 7, : SL,(R) — R™ — {0} envoyant g, sur le vecteur w,, =
(x1,1,...,%pn,1) formé par les coefficients de la premiere colonne de g,. Cette
application induit une bijection de l’espace homogene SL,(R)/H,(R) sur
R™ — {0}. Si on munit R""! de la forme volume dv,—1 = dz12---dz1p,
H,(R) de la forme volume dh,, = dv,_1dg,—1, R™ de la forme volume dw,, =
dxyy---dxy, alors la forme dh,, est invariante par translation (a gauche ou
a droite) par un élément de H,(R) et dg, = dwy,dh,,.

Notons ¢, —1 le volume de %Z,,_1. Comme H,,(R) (resp. H,,(Z)) est le produit
semi-direct de SL,,_1(R) (resp. SL,,_1(Z)) et de R"~! (resp. Z" 1), on a aussi

Vol(H,,(R)/H,,(Z)) = Vol(SL,,_; (R)/SL,,_1(Z)) - Vol(R"}/Z" ') = ¢,_;.

Pour calculer le volume de %, considérons une fonction ¢ positive sur R".
On a, d’une part

/ cp(wn)dwn:/ o(wy ) dwy,
R"—{0} n

car {0} est de mesure nulle et, d’autre part, le théoréme de Fubini nous donne

Vol(H, (R)/H,(2)) [ pluwn)du, = | ()
R"»—{0} SL.(R)/Hn(Z)
= / (X elmlo)ds.
Y " yeSL(Z)/Hn(2)

L’application qui, & g, € SL,(R) associe le sous-Z-module A4, de R",
engendré par les colonnes de g,, induit une bijection de ’espace homogene
H#n = SL,(R)/SL,(Z) sur 'ensemble des réseaux de volume 1 de R™. Si
~v € SL,(Z), alors 7,(g,7) est une combinaison linéaire, & coefficients entiers
premiers entre eux des colonnes de g, ; c’est donc un élément primitif du
réseau Ay, (un élément X\ d'un réseau A est dit primitif si on ne peut pas
Pécrire sous la forme a - X, avec a € N — {0,1} et X € A). L’application
v = 7u(gny) induit une bijection de SL,(R)/H,(Z) sur I'ensemble Ay =~ des
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éléments primitifs de Ay,. On obtient donc

cn_l/ (wy,)dw,, —/ ))dgn.
Rn n

AEAL

Pour passer de A’g a Ay, , on utilise la formule
n

/ o(awy, )dw, :a_”/ o(wy )dwy,

ce qui nous donne, en sommant sur a € N — {0},

¢(n)en—1 /R o(wy)dwy, = ¢n_1 Z / (awy, )dw,
—Z/n #(aX) ) dga =/ (2 w)do.

AEN,, P " ey, —{0}
(Modulo la formule Vol(%,) = ((n)c,—1 que l'on cherche a obtenir, cette
égalité peut s’exprimer, apres division par Vol(%,), sous la forme « 'intégrale
sur R™ d’une fonction ¢ est la moyenne sur ’ensemble des réseaux de volume 1
de R™ de la somme des valeurs de ¢ en les points du réseau ».)

D’apres le lemme de Minkowski (un des résultats les plus utiles en théorie
des nombres), un convexe de R", de volume > 2", symétrique par rap-
port a lorigine, contient un élément non nul de tout réseau de R™ de vo-
lume 1. Si on prend pour ¢ la fonction caractéristique d’un tel convexe, alors
Doxer,, —foy $(A) = 1 quel que soit g, € SLy(Z); on en déduit linégalité
Cn = I@n dgn < 2"¢(n)cp—1; en particulier, ¢, est fini.

Maintenant, si ¢ est une fonction de Schwartz sur R™ (i.e. ¢ est € et a
décroissance rapide ainsi que toute ses dérivées), et si ¢ désigne la transformée
de Fourier

o) = [ e,
t —1)

de ¢, on dispose de la formule de Poisson (ou I'on pose g}, = ‘g,

Yo=Y B

XA, A,

Ceci nous donne

Cnen12(0) + @) = [ (30 o) da,

Zn " \ehy,
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Cette formule étant valable quel que soit ¢, la formule d’inversion de Fourier
©(0) = ¢(0) nous permet de d’obtenir 1’égalité
Cn = C(n)cn—l

qui permet de conclure.

Remarque 1.3.9En voyant la formule du théoreme, on se dit qu’il doit exister
une « décomposition » de SL,, en morceaux reflétant la factorisation naturelle
du volume de SL,(R)/SL,(Z). C’est cette vague intuition qui mene a la
K-théorie et aux régulateurs de Borel (c¢f. démonstration du théoreme 1.3.7).

1.4. Equation fonctionnelle de la fonction zéta

Soit £(s) = m5/?T(s/2)¢(s).

Théoréme 1.4.1.La fonction £(s) admet un prolongement méromorphe a C tout
entier, holomorphe en dehors de poles simples de résidus respectifs —1 et 1 en
s=0 et s =1, et vérifie I’équation fonctionnelle

&(s) = &(1—s).

Démonstration. 1l y a un nombre assez conséquent de méthodes pour arri-
ver au résultat. Nous en donnerons deux dans ce n°et une autre au § I11.4
(cf. th. I111.4.5).

1. Premieéere méthode : la fonction théta
Sit>0,o0na
oo 2 ; —-1,2 oo p—1,\2 —-1,2
/ 6—7rt:c 6_27'7myd33 — e—7rt y / 6—7rt(z+zt Y) dr = t—1/2€—7rt Y
— 0 — 0

(C’est classique; faire le changement de variables u = +/t(x + it~ ly), uti-
liser le théoréeme des résidus pour revenir sur la droite réelle et la formule
f+00 —mu? du =
o€ u = 1 pour conclure.)

Sit>0,soit O(t) = cz e~™"* La formule de Poisson

> =Y | " p(a)e e gy,

neZ neZ” —®

J’_

I . 1os . .
mz% nous fournit 1’équation fonctionnelle

o(t) =t~ /20(t ).

utilisée pour p(z) =e
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On a alors

_ LT 0w — ezt
€0 =5 [ 00—

1 +o0
=5 [ et~ e L [ e - e

et on peut changer ¢t en t~! dans la premiere intégrale pour obtenir

1 1 1

+oo dt
- __ z _ s/2 4 3(1=s)/2y 20
&(s) = s+s—1+2/1 O(t) — 1)t +t )t.

On en déduit le résultat car 0(t) — 1 est a décroissance rapide a U'infini, ce qui
implique que I'intégrale est une fonction holomorphe de s sur C tout entier,
et le membre de droite est évidemment invariant par s — 1 — s.

2. Deuxieme méthode : intégrale sur un contour

Si ¢ > 0, soit C. le contour obtenu en suivant la droite réelle de +0c0 a cm,
puis en parcourant le carré de sommets cm(£144) dans le sens trigonométrique,
et en retournant en +oo le long de I'axe réel. Soit

O e e

er —1 z
C

ou (—z)® = exp(slog(—=z)) et la branche du logarithme choisie est celle dont
la partie imaginaire est comprise entre — et 7 ; en particulier, on a (—z)° =
de +o00 a cm et (—2)
carré). Comme —1- est & décroissance rapide a linfini, la fonction F(s) est
holomorphe sur C pour tout ¢ qui n’est pas un entier pair (pour éviter les poles
de ez—1—1) D’autre part, le théoréme des résidus montre que F.(s) ne dépend
pas de ¢ si ¢ reste dans un intervalle du type |2N,2N + 2[, avec N € N. En
particulier, on a Fi(s) = F.(s) quel que soit ¢ € ]0,2[. Si Re(s) > 1, quand ¢
tend vers 0, l'intégrale sur le carré de sommets cr(+1 4 4) tend vers 0, et on
obtient, en passant a la limite

e 58 $ = ¢e"™2% de e a 400 (apres avoir parcouru le

o0
Fi(s) = e ™ /0 - ! zsﬁ—i-eim /+ ! zs% = 2i-sinws-T'(s)-((s).
o€ =1 =z o €*—-1 =z

Maintenant, quand N tend vers +o0, la fonction Faon41(s) tend vers 0 quand
Re(s) < 0 car ﬁ est majorée, indépendamment de N, sur Cony;. La
différence entre Fyi(s) et Faoni1(s) peut se calculer grace au théoreme des
ezl_l(—z:)“”_1 a des poles en z = +£2iw, 4im, ..., £2Niw
dans le contour délimité par la différence entre Conyq et C1. Sik € {1,...,N},

le résidu de 1= (—2)"! est (2km)s~ e~ (s=1)/2 en ik et (2km)s~Leim(s—1)/2

résidus. La fonction
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en —2ikm, ce qui nous donne

N

(Fax1(s) ~ Fi(s)) = 2cos ™+ > 2k

1
24
En passant a la limite, on obtient donc Fy(s) = dim-cos(m£52)-(2m)*~1-((1—s),
si Re(s) < 0. On en déduit I’équation fonctionnelle

L(2m)* - C(1 - ).

Pour passer de cette équation fonctionnelle a celle de &, il faut utiliser les
formules classiques

sinws-T'(s) - ((s) = cos 12

s+1
2

T(s)P(1 —s) = ——, T(2)1(

sinws’ 2

) =2 T(H)T(s), o T(3)=va

1.5. Fonctions L de Dirichlet

1. Caracteéres de Dirichlet et sommes de Gauss

Si d est un entier, on appelle caractére de Dirichlet modulo d un morphisme
de groupes de (Z/dZ)* dans C*. L’image d’un caractere de Dirichlet est bien
évidemment incluse dans le groupe des racines de I'unité.

Si d' est un diviseur de d et x est un caractére de Dirichlet modulo d’, on
peut aussi voir y comme un caractere de Dirichlet modulo d en composant x
avec la projection (Z/dZ)* — (Z/d'Z)*. On dit que x est de conducteur d si
on ne peut pas trouver de diviseur d’ de d distinct de d, tel que x provienne
d’un caractére modulo d’. De maniére équivalente, x est de conducteur d si
quel que soit d’ diviseur de d distinct de d, la restriction de x au noyau de la
projection (Z/dZ)* — (Z/d'Z)* n’est pas triviale.

Si x est un caractere de Dirichlet modulo d, on note x ! le caractere de
Dirichlet modulo d défini par x~*(n) = (x(n))~! sin € (Z/dZ)*.

Si x est un caractere de Dirichlet modulo d, on considere aussi souvent
comme une fonction périodique sur Z de période d en composant x avec la
projection naturelle de Z sur Z/dZ et en étendant x par 0 sur les entiers non
premiers & d. On a donc x~'(n) = (x(n))~! si (n,d) =1, mais x ' (n) = 0 si
(n,d) # 1.

Si d est un entier, y un caractere de Dirichlet de conducteur d et si n € Z,
on définit la somme de Gauss tordue G(x,n) par la formule

Ghon) = 3 xlapemmeld

a mod d

et on pose G(x) = G(x, 1).
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Lemme [.5.1
(i) Sin €N, alors G(x,n) = x 1(n)G(x)
(i) G)G(x™!) = x(=1)d.

Démonstration. Si (n,d) = 1, alors n est inversible dans (Z/dZ)*, ce qui
permet d’écrire

GOen) = Y x(@e™ =37 n) > x(an)e?™ 4 = x (n)G(x).
a mod d an mod d

Si (n,d) = e > 1, on peut écrire d = ed et n = en’. Soit U le noyau
de la projection de (Z/dZ)* sur (Z/d'Z)*. Si on choisit un systeme S de
représentants de (Z/d'Z)* dans (Z/dZ)*, on a

Clon) =30 3 xlawymen/d,
a€eS uelU

Siu e Ueta € Z, alors nau—na = n'ea(u—1) = 0 mod d et donc e?™au/d —
e?m™a/d - On obtient donc

G(X,TL) — Z X(a)e2i7rna/d<z X(U)) -0
a€s uelU

car .y x(u) = 0 puisque x est un caractere non trivial de U (sinon x serait
de conducteur d’). Ceci démontre le (i).
Utilisant ce qui précede, on obtient

G(X)G(X_l): Z e2i7rb/dx—l(b)G(X): Z e21'7rb/d( Z X(a)e2z‘7mb/d)

b mod d b mod d a mod d
_ 2im(a+1)b/d
Y w3 e
a mod d b mod d
. d sia=-1 .
et comme Y. eXmlethb/d — ] , on en tire la formule
b mod d 0 sinon

G()G(x™1) = x(-1)d.

2. Les fonctions L de Dirichlet

Soient d un entier et y un caractere de Dirichlet de conducteur d. Soit

+oo
L(x,s) =Y ng) = J] a-xp "
n=1

p premier

la fonction L de Dirichlet attachée a x. Si on utilise I'identité

=g 3 BT,
0, &,
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on obtient
1 ) oo p2imnb/d
L(x,s) = =—— X (b
e, 2 S
too dt T ,
Utilisant la formule / e‘”ttST = @, on obtient, ayant posé g4 = e27/4,
0 n
1 1 +oo 19
L(x.s) = (0) / cnbe—n
< N, 2 0 Z !
_ 1 /+Oo Z dt
GO I(s) bmoddsd et_l t

En particulier, la proposition 1.1.2 implique que L(x,s) admet un prolonge-
ment holomorphe a C tout entier et que, si n € N, alors L(x, —n) est (—1)"x
x~'(b)

GOX™Y) b od d 55 et —
supprimer le (—1)", on peut changer t en —t, utiliser I'identité
1 1

- - -
—b__—¢ bt _
g € —1 €€ 1

la dérivée n-ieme de la fonction prise en t = 0. Pour

et le fait que > x!(b) = 0 et on obtient L(x, —n) = (%)”gx(t)m, ou 'on
b mod d
a posé

_ -1 X' (b)
G(x™) b mod d gget -1

Remarque 1.5.2.0n peut démontrer, par exemple a partir de la formule ci-
dessus pour L(x, s), que L(x, s) vérifie 'équation fonctionnelle A(x~1,1—5) =
(—)*X)d=12G(x 1) A(x, s), ot on a posé
P(S-Hl(x)) .
2 ) gs/2.
AGs) = a4 LG s),

avec a(x) =0si x(—=1) =1et a(x) =1si x(—1) = —1.

I1.6. La fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres

Un corps de nombres est une extension finie de Q. Par exemple, les corps
quadratiques (de la forme Q(\/ﬁ), avec D € Q*) ou les corps cyclotomiques
(de la forme Q(e*™/™), m entier > 3) sont des corps de nombres.

D’apres le théoreme de 1’élément primitif, si F' est un corps de nombres de
degré n sur Q, alors il existe a € F engendrant F en tant que Q-algebre.
Si P € Q[X] est le polynéme minimal de «, alors P est de degré n et lap-
plication A — A(«) induit un isomorphisme de Q[X]/P sur F. On note r;
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le nombre de racines réelles de P et 2ry le nombre de racines non réelles
de P. On a donc r1 4+ 2ro = n et on dit que F est totalement réel si ro = 0.

Si Qg ..., QpyQpy4lseey Qg Oy 415 - - - O 175 soDt les racines de P, on
note o; (resp. 7;), si 1 <@ < r; + 79 (resp. r1 +1 < i < r; + ry) le plon-
gement de F dans C envoyant « sur «; (resp. az).

On dit que x € F est entier si son polynéme minimal est a coefficients
dans Z. L’ensemble des entiers de F forme un anneau O appelé anneau des
entiers de F. Par exemple, si D € Z n’est divisible par le carré d’aucun nombre
premier, alors I'anneau des entiers de Q(v/D) est Z[v/D] (resp. Z[%]) si
D = 2 ou 3 modulo 4 (resp. si D = 1 modulo 4). L’anneau des entiers de
Q(e?™/™) est Z[e*™/™)].

L’anneau O est un Z-module libre de rang n (c’est un réseau du Q-espace
vectoriel F qui est de dimension n). Siey,...,e, forment une base de O sur Z,
on note Ap le discriminant de F ; c’est la valeur absolue du déterminant de la
matrice nxn dont les coefficients sont les (Trp,q(€i€;))1<i,j<n- Le discriminant
de Q(v/D) est 4|D| (resp. |D|) D = 2 ou 3 modulo 4 (resp. si D = 1 modulo 4).
L’application A — (A(aq),...,A(® +r,)) induit un isomorphisme de R[X]/P
sur R x C"; l'image de Op C F = Q[X]/P par cet isomorphisme est un
réseau du R-espace vectoriel R™ x C™ et le volume de OF pour la forme
volume naturelle (dx sur R et |dz A dz| = 2dx dy sur C) est égal & \/Ap.

On note Uy le groupe des unités de O ; c’est aussi 'ensemble des éléments u
de Op vérifiant Np/q(u) = £1. D’apres un théoreme de Dirichlet, ce groupe
est de la forme pp x Z"+271 ol up est le groupe des racines de I'unité
contenues dans F; c’est un groupe fini dont on note wg le cardinal. On note
¢: F* — R™ 172 I'application

z — (log(lo1(z)],. .., log |ov, (z)], 210g [or, 11(2)], .. ., 210g o0, 11y (2))).

L’image de U par ¢ est un réseau de ’hyperplan d’équation
A+ A, =0,

On définit le régulateur Rrp de F comme le volume de ce réseau : si
€1,...,Er+ro—1 €st une base du Z" 21 contenu dans Up, alors Ry est la
valeur absolue du déterminant de la matrice (r1 + 79 — 1) X (r; +r2 — 1) de
coeflicients (a;log |oi(g5)|)1<i j<ri4ro—1, avec a; = 1 (resp. a; = 2) si i < rq
(resp. sii > +1).

L’anneau Of n’est pas forcément principal, mais c¢’est un anneau de Dede-
kind ce qui signifie que tout idéal non nul a de O peut se factoriser de maniére
unique sous la forme []7_; pfi, ol les p; sont des idéaux maximaux distincts
de OF et les k; des éléments de N. On dit que deux idéaux non nuls a et b
de Op sont équivalents (a ~ b) s’il existe v, € Op — {0} tels que (y)a = ()b
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(i.e. $’ils different d’un idéal principal). Comme aa’ ~ bb’ sia~ b et a’ ~ b,
la multiplication des idéaux induit une multiplication sur I’ensemble Pic(OF)
des classes d’équivalences, et Pic(OF) est un groupe fini, appelé groupe des
classes d’idéauzr de F, dont on note hy le cardinal (c’est le nombre de classes
de F). Le groupe Pic(0F) mesure la « non principalité » de Op.

La finitude de Pic(0F) et la structure de Up sont des théorémes profonds
que le 19-ieme siecle nous a légués et les quantités hy et Ry sont des invariants
subtils du corps F qui sont tres délicats a calculer. Un des seuls outils dont on
dispose pour les étudier est la formule analytique du nombre de classes (cf. (ii)
du théoreme 1.6.1 ci-dessous).

Si a est un idéal non nul de Op, anneau Op/a est un anneau fini dont on
note N(a) le cardinal (siF = Q et a € Z, on a N((a)) = |a|). Ceci nous permet
de définir la fonction zéta de Dedekind (g de F par la formule

Gr(s)= Y N@=*= [[ @ -Np™)",

aCﬁF pCﬁF

ou la somme porte sur les idéaux non nuls de Of et le produit sur les idéaux
maximaux de Op. Si F = Q, on retombe sur la fonction ¢ de Riemann et
la plupart des propriétés de ¢ sont partagées par (r; les démonstrations sont
toutefois nettement plus difficiles.

Théoréme 1.6.1

(i) La série Y, g, N(a)™° converge absolument pour Re(s) > 1 et (¢ admet
un prolongement méromorphe a C tout entier, holomorphe en dehors d’un pdle
stmple en s = 1.

(ii) Le résidu en s =1 de (g est donné par la formule analytique du nombre
de classes

. _ 2" . (2m)™ - hp - Rp

(iii) La fonction Cp vérifie I’équation fonctionnelle &x(s) = Ep(1 — s), avec

= (SR ()™t

En ce qui concerne les propriétés de rationalité des valeurs aux entiers, on a

les résultats suivants :

Théoréme 1.6.2

(i) Si k<0, on alr(k) € Q.

(ii) Si F est totalement réel, alors 7= 2FF:Ql¢p(2k) € VAFQ, si k est un
entier > 1.
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Commentaire. Si F n’est pas totalement réel ou si k& < 0 est pair (k < —2 si
F = Q), '"équation fonctionnelle implique que 'on a (r(k) = 0.

Le (ii) du théoréme ci-dessus est une généralisation du théoréeme d’Euler.
Dans le cas général, on dispose d’une conjecture de Zagier disant que, si k > 2,
alors (p(k) doit pouvoir s’exprimer comme un déterminant de k-logarithmes
évalués en les conjugués d’éléments de F (remarquons que la formule analytique
du nombre de classes fournit une telle expression pour £ = 1). Si F est un
corps cyclotomique, cette conjecture est un théoreme et, dans le cas général,
on a le théoreme 1.6.3 ci-dessous, diu a Deligne et Beilinson, et qui se démontre
de la méme maniere que le théoreme 1.3.7.

Notons Ay (F) 'ensemble des combinaisons formelles du type

m
> aj - {zjtn,
=1

oua; € Z et z; € F—{0,1}, telles que, quels que soient les morphismes de
groupes v1, ..., v de F* dans Z, on ait

D aj-vi(ag) v (@) - vp(1—a5) = 0,
j=1

Si o est un plongement de F dans C et x = 37" | a; - {z;}x € Zx(F), on note
Py(o(x)) la quantité > 77" a;-Py(o(z;)). Remarquons que l'on a Pg(0i(z)) = 0
si k est pair et 1 < ¢ < rq puisque Py est identiquement nul sur R si k est
pair.

Théoreme 1.6.3. Si k > 2 est un entier pair (resp. impair) et si 29 pour
r1+1<j<ri+re (resp. 1 < j < ri+re) sont des éléments de By (F), alors
le déterminant de la matrice ro X ro (resp. (r1+1r2) X (r1+712)) de coefficients
Pk(ai(az(j))), pour 1 < 4,5 <11 +re (resp. 1 <i,j <rp+re) est un multiple
rationnel de 7= ("2 /ARG (p (k) (resp. w2k /Aptr(k)).

Pour démontrer la conjecture de Zagier, il suffirait donc de prouver que ’'on
peut trouver des éléments z() de PBr(F) tels que le déterminant correspondant
soit non nul.
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CHAPITRE II

PROPRIETES DIOPHANTIENNES DES VALEURS
DE LA FONCTION ZETA AUX ENTIERS POSITIFS

I1.1. Le théoréme de Rivoal

Ce § est consacré a la démonstration du résultat de Rivoal mentionné dans
Iintroduction. Plus précisément, nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 11.1.1

(i) La dimension du sous-Q-espace vectoriel de R engendré par les ((2n+1),
n € N — {0} est infinie.

(ii) La dimension du sous-Q-espace vectoriel de R engendré par les ((2n),
n € N — {0} est infinie.

Remarque 11.1.2. Comme 772"¢(2n) est rationnel, le (ii) est équivalent &
la transcendance de m, ce qui nous fournit une nouvelle démonstration du
théoreme de Lindemann (et donc de I'impossibilité de la quadrature du cercle)
et montre que les ((2n), n € N — {0}, sont en fait linéairement indépendants

sur Q.

Pour démontrer que des nombres réels sont linéairement indépendants
sur Q, il «suffit » de produire des combinaisons linéaires a coefficients entiers
entre ces nombres qui sont non nulles et « petites » Par exemple, pour
démontrer que deux nombres vy, v sont linéairement indépendants sur Q, il
suffit de produire deux suites d’entiers (ay, ;)nen, pour i = 1,2, telles que 'on
ait a,,1v1 + ap2v2 # 0, pour n assez grand, et lim,, o @y 101 + ap 202 = 0.
Dans le cas général, on dispose du critere suivant, di a Nesterenko, et dont la
démonstration (assez technique) est donnée au n° 6.

Théoreme 11.1.3(Crit ere de Nesterenka) Soient vy, ...,v, des nombres réels.
On suppose qu’il existe B> 1, A > 0 et b suites d’entiers (an j)neN,
je{l,...,b} telles que l'on ait :

(1) sup;<j<p lan;l < Brtoln) ;

(ii) |an71111 + -+ an7bvb| = Anto(n)

Alors la dimension du sous-Q-espace vectoriel de R engendré par vi,...,vp
log A
est > 1— TogB -

Dans le cas qui nous intéresse, on dispose d’une machine (cf. prop. 11.1.4
ci-dessous) a fabriquer des relations linéaires a coefficients rationnels entre
les {(n), n > 2, en partant de fonctions rationnelles n’ayant des poles qu’aux
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entiers < 0; le probleme est alors de bien choisir ces fonctions rationnelles
pour que les combinaisons linéaires ainsi obtenues soient petites.

1. Génération de combinaisons linéaires entre les ((n)

Soit @ € N, et soit F € Q(X), de degré < —2, n’ayant des podles qu’aux
entiers < 0, ces poles étant d’ordre < a. Soient ajy, pour j > 0, 1 <k < a
et oy pour 1 < k < a, les rationnels définis via la décomposition en éléments
simples de F(X) par

+oo a “+o00
5k

E E P et ak:E Qi k-
(X + )k .

7=0 k=1 7=0

Remarquons que I'on a «;; = 0 sauf pour un nombre fini de couples (j, k) et
donc que les séries ci-dessus sont en fait des sommes finies et, d’autre part,
que a1 = 0 car on a supposé F de degré < —2.

Proposition I1.1.4. La série 3., F(m) converge absolument, et on a

1o a a +0o
> Fim) =Y (k) —ZZ%(Z )
m—1 k=2 k=1 j=0

Démonstration. La convergence absolue découle de ’hypothese degF < —2.
SiN € N est tel que ajp, =0sij>N+1,0na

o N N+M 4 N 1 NAM
ZZmi’]—(Z%l)(Za)—Z%(Z > )
j=0 u=1 j=0 u=1 u=M-+j+1
et comme Z;\Lo a1 = 0, on obtient
+o0o N o N 7 1
Ty rea(Xn)
D’autre part, on a
400 N a ik a N +oco ik a N J 1
DX = X = e - )
m=1 j=0 k=2 m+‘7 k=2 j=0u=j+1 k=2 j=0 u:lu
a
=2 (k) ZZ%(Z 0
k=2 k=2 j=0

et il n’y a plus qu’a faire la somme des deux expressions ci-dessus pour
conclure.
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2. Un choix judicieux de fonction rationnelle

Soient a et r deux entiers vérifiant 2r < a et » > 1. (On cherche des
combinaisons linéaires & coefficients entiers entre 1 et les ((k), k < a, et r est
un parametre que ’on ajustera de maniére a ce que ces combinaisons linéaires
soient les plus petites possibles.) Soit

oy X=rm)(X—rn+1)--- (X4 (r+1)n)
(X(X+1)- (X4 n))et!
X=rn)--- X=1)X+n+1)--- (X4 (r+1)n)
(XX+1):-(X+mn))e ’

F(X) = (n!)

— (n!)a—Qr

(n)

Soient aussi o p, pour 0<js<n1<k<aet oz,(gn) pour 1 < k < a, les
rationnels définis via la décomposition en éléments simples de F,,(X) par

ZZ X—l—] et a}g”):Za%
=0

7=0 k=1

Cette fraction rationnelle a un certain nombre de propriétés intéressantes.
— Fpestdedegré 2r+1)n+1—(n+1)(a+1)=2r—an—a< —a< -2

et a des poles d’ordre a en 0,—1,...,—n; la série S, = Z;C;Ol F,(m) converge
donc absolument et on a

a J
”)4—2@,&”){(1@) avec ™) ZZO‘M’(Z%)
k=2

k=1 j=0 u=1
— F,(1) = --- = F,,(rn) = 0, ce qui montre que la somme définissant S,
ne commence qu'a m =rn+1 [i.e. S, = Y.t Fy(rn+m+ 1)] et assure que

S, est petit.
— F,,(m) > 0sim > 1, ce qui assure que S,, est non nul.

— F,, vérifie 'équation fonctionnelle F,(—n — X) = (=1)"*DeF(X), ce
qui nous fournit les relations a( )]k = (—1)k+("+1)“a§.’2, sil<k<aet

(n)

0 < j < n; ces relations impliquent que ;" = 0 si k 4 (n + 1)a est impair,
ce qui est le point crucial pour arriver a séparer les valeurs aux entiers pairs
des valeurs aux entiers impairs. (Pour ne garder que les valeurs aux entiers
pairs, il suffit de prendre a pair, et pour ne garder que les valeurs aux entiers
impairs, il suffit de prendre a impair et n pair.)

Pour pouvoir appliquer le critere de Nesterenko (cf. n°5), il s’agit alors
d’évaluer précisément S,, (cf. n°4), majorer les coefficients oz](gn) et le p.p.c.m.
de leurs dénominateurs (cf. n®3) car on a besoin de combinaisons linéaires a
coefficients entiers.
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3. Propriétés archimédiennes et arithmétiques des a,gn)

Notons d,, le p.p.cm. de 1,2,...,n

Proposition 11.L1.5. Si 1 < k< a et 0<j<n, alors
diFal € Z et af")| < (20)%(a — 1)1270(r + 1)20FDn,

(n)

Vu la relation entre (), les ay et les a

(n)

k> onen déduit le résultat suivant :

Corollaire 11.1.6
(nﬁﬂmezenﬁ*()ezmneNemf{2 al}.
i) |87 < (29(r + 1)2r 2yt ef |alM] < (20 r-%],2r+2 o) ik €
(ii) | 2

{2,...,a}.
Pour démontrer la proposition I1.1.5, écrivons F,,(X) sous la forme

n!P;(X)
UXE+D - X+wy

ou P;(X) est le polynéme défini par

(X_l_qgi_l)") sil<i<r,
Py(X) = (T n) i 11 < < 2,
1 si2r+1<i<a,

et ( ) est le polynome de degré n défini par ( ) =1, et ( ) X(X_l)';fx_"ﬂ)

si n > 1. Nous aurons besoin d’un certain nombre de résultats préparatoires.

Lemme 11.1.7. Soit Q € Q[X], de degré < n prenant des valeurs entiéres aux
entiers et soient (B;(Q))ogj<n les rationnels définis par la décomposition en
éléments simples de la fraction rationnelle

_ n! Q(X) —B(Q)
me_MX+D~mX+m_§£X+j

et B(Q) = supgg;<n 13(Q)]. Alors B; € Z quel que soit j € {0,...,n} et
B(Q) < 2" suppgj<n [Q(=)I-

Démonstration. On a

3(Q) = Jim (X +JF(X) = <—1>ﬂ‘(.
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Lemme I1.1.8. Soient Q; pour 1 < i < a des polynomes de degrés < n prenant
des wvaleurs entiéres aux entiers. Sozent ajr pour 0 < j <netl<k<a,
définis grace a la décomposition en élément simples de

. n'Qz Qjk
lXX+1 ZZ X-IJ-]

7=0 k=1

Alors d%*ajy € Z et |ajx] < (2n)L(a — DT, B(Qi), quels que soient
0<j<netl<k<a.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur a, le cas a = 1
étant contenu dans le lemme I1.1.7. Si a > 2, ’hypothese de récurrence permet

d’écrire
1

a

Yk
(X +4)F7

n! Q;(X) -
X(X+1)- (X+n)_z

i=1 7=0

avec dy' Ry € Zoet |yl < (20)7%(a = 2)MTZ B(Qi).
Maintenant, si j; # jo, on a

™

1 1
X+ )X Fj2)f  Go—i)X+41)

=
Il S
—

—_

(j2 — J1)H =R (X + jo)F

On en déduit la formule

Bir(Pa)vje )
BiPavia—1 =33 - eﬁk sik>2,

L2k j #J

Z Z ﬁ] ’Y]/Z B ( )'Yj,é Gik—1

TAYA
021 35'#5 =7

a]7k

La somme dans le membre de droite comporte au plus 2n(a — 1) termes et
chacun de ces termes est de valeur absolue < B(P,)(2n)% 2(a—2)! Hf:_f B(P;);
on en tire la majoration voulue pour |a; k|-

Finalement, on a
da k /8.7 ( )Vje da—l—é d€+1 i

(j j)f-i-lk n VJ,K'W BJ( )EZ

et
Ay =di Dy € 2,

et tous les termes intervenant dans le calcul de a; , sont entiers; il en est donc
de méme de a1, ce qui termine la démonstration.
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Lemme 11.1.9. Si 1 < i < a, alors P; est de degré < n et prend des valeurs
entieres aux entiers. De plus, on a
o ((0+1)n)!
(in)'n!
B(P;) < { gn((i =7+ 1)n)!
((1 = r)n)!n!
2m st 2r+1<1i<a.

st1 <<,

r+1<e<2r,

Démonstration. On a (2) € Z de maniere évidente, et (fill) — (nil) = (if),
ce qui montre par une récurrence double que les polynomes (fﬁf) prennent des
valeurs entieres aux entiers; il en est donc de méme des P;. La majoration de
B(P;), quant a elle, s’obtient en en majorant le coefficient binomial (’;) par 2"
et en constatant que le maximum de |P;(—j)| pour 0 < j < n est atteint en

j=0(resp. j=mn)sil <i<r (resp. r+1<i<2r).

La proposition II.1.5 est une conséquence des lemmes I1.1.9 et I1.1.8 et de
la majoration

ﬁB(Pz’) < 2na(%)2 < Qna(T + 1)2(r+1)n’
i=1 :

la premiere inégalité s’obtenant en multipliant les majorations obtenues dans le
lemme I1.1.9 et la seconde s’obtenant en utilisant la majoration des coefficients

multinomiaux <cAsimy 4 +me=m.

mal---me!

4. Evaluation de Sh

Une expression de S,, sous forme d’une intégrale (prop. 11.1.12) va nous
permettre d’étudier le comportement asymptotique de S,, et, en particulier,
de démontrer le résultat suivant.

Proposition 11.1.10
(i) Il existe Ag > 0 tel que limy,,— 1o Si/n = Ay.
(ii) On a Ag < (2r + 1)%r+lp2r—a,

a! b!

1
Lemme I.1.11.57 a,b € N, alors /0 2*(1 — )’ de = (a+b+ 1)

1
Démonstration. C’est un cas particulier de la formule / M1 —x) ! de =
0

T(s)I'(2)
I(s+1)

b ! +1 b—-1
z® 1—2z dx.

1
d’Euler. (On peut aussi utiliser la formule / 2%(1 — z)Pde =
0
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Proposition 11.1.12. On a
g _ (@r+Dn+1) / T102] 2 (1 — )™ daxg
[0 1}a+1 (

(n!)2r+1 1— - xa+1)(2r+1)n+2'
Démonstration. Sik > let |z] < 1, ona (1 —z)% = ;T:oo (m;jfl_l)ffm

Comme toutes les fonctions que ’on considére sont positives, on peut inter-
vertir somme et intégrale pour obtenir

/ i (2 (L — )" day)
[0 1]a+1

(1—21- 2qq1)"

_ Z <m k- 1> (/0 2L ) )

“+oo

_ (m+1)---(m+k—1) (rn +m)n! a+1
> (k—1)! (((r+1)n+m+1)!) :

m=0

Pour k= (2r+1)n+2, on a

(Cr+1)n+ D! (m+1)---(m+k—1) (rn 4+ m)!n! a+l
(n!)2r+l (k—1)! (((r +1)n+m+ 1)!)
=F,(rmm+m+1).

On en tire le résultat car F,(m) =0si 1 <m < rn.

Lemme 11.1.13. On «a
. (2r +1n+ 1)\1/n 91
lim ( (T ) = (2r 4+ 1)*+h

Démonstration. C’est une conséquence du comportement asymptotique de n!
donné par la formule de Stirling : n! = n"e "v2mn(1 + O(1)).

n——4oo

Lemme 11.1.14. Soient K un compact, f une fonction continue positive sur K
et i une mesure sur K telle que la mesure de tout ouvert soit finie et > 0.

Alors limy, o0 | [i [" du|/m = supgek f().

Démonstration. Exercice.

Passons a la démonstration de la proposition I1.1.10. Le lemme 11.1.13 et
le lemme I1.1.14 utilisé pour K = [0, 1]4+1,

T1557 25 (1 — ) C TI8 day
w1 S K=
(1= 2a41) (1—21 - 2a41)

nous permettent de démontrer que l'on a

lim Sl/" Ay, avec Ag = (2r +1)* ! sup flxr, ..., xq41).

nteo (@1,.Tar1)€[0,1]0H1

f(mla"'axa-i-l): PR
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D’autre part, on a 1 — x1-- 2441 = 1 — xp pour tout £ € {1,...,a + 1}.
On a donc aussi 1 — 1 -+ 2411 = H;}Iﬁ(l — x)Y(@+) | ce qui nous fournit la
majoration

a+1

f@, s swarn) < T (w501 = ap)e20/en),
/=1

Le maximum de z — 2" (1 — )(@=27)/(@+1) gur [0,1] est atteint en
B (1+ a—2r )—1.
P= rla+1)/ 7’

le maximum de f sur [0,1]*"! est donc < p"@tD (1 — p)*=2" < (1 — p)*~ 2", et
on termine la démonstration de la proposition I1.1.10 en utilisant la majoration

—2r
1 TC(La—i-l) a—2r 1
1—p=1—1+ a3 7 a2 gr(a%—l)g;’
r(a+1) r(a+1)

5. Utilisation du critére de Nesterenko

5.1. Le plus petit commun multiple des n premiers entiers. Pour appliquer
le critere de Nesterenko, nous aurons besoin d’estimer la taille de d,, ; c’est
I'objet de la proposition suivante qui est une conséquence du théoréeme des
nombres premiers.

Proposition 11.1.15. Si d,, désigne le p.p.c.m de 1,2,...,n, alors d, = "o,

1 N
ey Ol [7]

désigne la partie entiere de z, si x € R. On obtient donc, en notant m(n) le
nombre de nombres premiers < n,

n —logd, = Z (logn — [%] logp) +n —7m(n)logn.

Démonstration. Si p est un nombre premier < n, on a vy(dy,) = [

p<n
D’apres le théoreme des nombres premiers, on a n — m(n)logn = o(n), et il

s’agit de prouver que, si on note s, la somme ) _ u,, avec u, = logn —

p<n
[11232] log p, alors s, = o(n). Pour cela, choisissons ¢ € |0, %[ Sip < nle,
on peut utiliser la majoration triviale |u,| < logn, et, si n'=¢* < p<n,ona
Hfé;] =1 et |up| < elogn. On en déduit la majoration

Sn < logn(w(nl_a) + (w(n) — ﬂ(nl_e))s) <en+o(n).
Ceci étant vrai quel que soit € € |0, %[, on en déduit le résultat.

Remarque 11.1.16.Pour démontrer le théoreme de Rivoal, on a juste besoin
de savoir qu'il existe 4 > 0 tel que d, = O(y"+t°(), et on peut montrer

(exercice) que 'on peut prendre 7 = 4 en utilisant le fait que le produit des
2m

m) < 22™ ce qui permet

nombres premiers compris entre m+ 1 et 2m divise (
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de se passer du théoreme des nombres premiers. Le prix a payer est que les
constantes sont un peu moins bonnes (remarque 11.1.18).

5.2. Minoration de la dimension du Q-espace vectoriel engendré
par les (25 + 1)
Nos efforts sont récompensés par la proposition suivante qui fournit une
minoration non triviale de la dimension du Q-espace vectoriel engendré par
les valeurs de la fonction zéta aux entiers pairs ou impairs.

Proposition I1.1.17. Soit a > 3 un entier impair. Soit épair(a) (resp. dimpair(a))
la dimension du sous-Q-espace vectoriel de R engendré par 1 et les ((k), k
pair (resp. k impair), 2 < k < a. Alors, quel que soit r < a/2, les dimensions
Opair(a) €t dimpair(a) sont minorées par

(a—2r)logr —a— (2r +1)log(2r +1)

1
+ a+alog2+ (2r +2)log(r+1)
Remarque 11.1.18. En prenant r = @ + O(1), on voit que pair(a) et
loga

Jimpair(a) sont minorées par 1 + + o(1) ; en particulier, dpair(a) et

1+ log?2
5impair(a) tendent vers +o00, ce qui termine la démonstration du théoreme I1.1.1

(modulo la démonstration de la proposition). Sion veut se passer du théoréeme
des nombres premiers et utiliser une majoration du type d,, < O('y”+°(”)), les
arguments ci-dessous menent a une minoration de Opair(@) €t Simpair(a) par
loga

1+ log(27) + o(1).
Démonstration. La démonstration pour dpair(a) est la méme (en un peu plus
simple) que la démonstration pour 5impair(a) ; nous nous contenterons donc de
traiter le cas de dimpair(a).

Soit b= (a+1)/2. Soit v1 =1, et v; =((2j — 1) si 2 < j < b. Soit a,,; =

31 8% et ay ;= %nﬂagqil) si 2 < j < b. D’apres la proposition I1.1.6,

les ay ; sont des entiers, et la conjonction de la proposition II.1.15 et du (ii)
du corollaire II.1.6 montre que 'on a

2
sup ‘an,j‘ < Bn-i-o(n)’ avec B = (eaza(r + 1)2r+2) '
ISV
D’autre part, comme a est impair, on a al(f”H) — 0 si k est pair, et donc

Ap,101 + -+ appvpy = d3,1S2n41. La conjonction des propositions 11.1.10
et I1.1.15 montrent qu’il existe A > 0 tel que

2
. — Anto(n) a 2r+1,.2r—a
n n - X .
lan1v1 + - 4+ appup] = A avec A < (e 2r+1)""r )

Le critére de Nesterenko (th. II.1.3) permet de conclure.
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6. Démonstration du critére de Nesterenko

La démonstration du critere de Nesterenko qui suit est adaptée de notes de
F. Amoroso; elle va demander un peu de préparation.

6.1. Hauteur HM) d’une matrice M a coefficients entiers. Soit s < r deux
entiers et soit M € M;,-(Z) une matrice a s lignes et r colonnes et a coefficients
entiers (a; j)1<i<s, 1<j<r- SiJ est une partie a s éléments de {1,...,7}, on note
Mj la matrice s x s de coordonnées (a; ;)1<igs, jeJ, €t on pose

H(M) = sup|det Mj|, ou J décrit les parties a s éléments de {1,...,r}.
J

Soit w = (wy,...,w,) € R". On note Mw le vecteur colonne dont la i-ieme
coordonnée est Z§:1 a; jw;. SiJ est une partie a s —1 éléments de {1,...,7},
on note My ,, la matrice s x s obtenue en rajoutant a la matrice s x (s — 1)
de coefficients (a; j)1<i<s, jes, le vecteur Mw, et on pose

A(M) = sup|det My ,,|, ott J' décrit les parties & s — 1 éléments de {1,...,7}.
J/

Lemme 11.1.19
(i) Sis=1etM=(a1,...,a,) € Mix,(Z), alors

T
HM) = sup |a;| et AM) =) awl.
1<ir =1

(il) Si M € M,.«,(Z), alors
HM) =|detM| et AM) = |det M|( sup |w;]).
1<ir
(iii) Si s <7 et M € Mgy, (Z), et si A(M) # 0, alors H(M) # 0.
(iv) St s <1 et si (My)nen est une suite d’éléments de Mgy, (Z) vérifiant
A(M,,) #0 et lim,— 400 A(M,) = 0, alors lim, o HM,,) = +00.
(v) Sis<r—1,si M &€ Mgy, (Z), si L € Miyx,(Z), et si M@ L désigne
Uélément de My, 1)xr(Z) obtenu en accolant verticalement M et L, alors
HMeL) < (s+ 1)HL)HM),
HOM)A(L) — sH(L)A(M) < AM & L) < HOMDA(L) + sHLIAM).

Démonstration. Le (i) et le (ii) sont des évidences. Pour démontrer les (iii) et
(iv), remarquons que, si J' est une partie & s — 1 éléments de {1,...,r}, alors

det My ,, = Z gjwj det My gy, ol g5 € {£1} est un signe dépendant de j.
J¢d

En particulier, si tous les det My sont nuls, alors il en est de méme des det My ,,

ce qui démontre le (iii), et si H(M,,) est borné, alors A(M,,) ne peut prendre

qu’un nombre fini de valeurs (car les det My sont des entiers), et donc ne peut
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pas tendre vers 0, ce qui démontre le (iv). Finalement, le (v) se démontre en
développant par rapport a la derniére ligne les déterminants (s + 1) x (s + 1)
qui apparaissent.

6.2. Reformulation du critere de Nesterenko. Reprenons les notations

du théoreme II.1.3. Choisissons une base w = (wi,...,w,) du sous-
Z-module de R engendré par vi,...,vp, notons C le maximum des va-
leurs absolues des coordonnées de wq,...,v, dans cette base, notons

L, € Mjx,(Z) la forme linéaire définie par L,(w) = 2221 an jvj, et po-
sons Q, = sup(Qu—1,B",Csup; ;g lan;l) et A = —%. Par construction,
Qy, est une suite croissante, tendant vers +oo, et H(L,) < Q,,. Les hypotheses
du théoréme II.1.3 se traduisent par

Qn—i—l — Q711+0(1) ot \Ln(w)\ — Qg)\—i-o(l)'

On est donc ramené & démontrer le résultat suivant.

Théoréme 11.1.20. Soient w = (w1, ...,w,) € R". On suppose qu’il existe une
suite croissante (Qn)nen d’éléments de RY, tendant vers +oo et vérifiant
Qni1 = }fo(l), et une suite de formes linéaires a coefficients entiers,

(Lp)neN, ot Ly, € Miyx.(Z), telles que l'on ait
H(L,) < Qn et |[Ly(w)|= Qg)\—i_o(l)-
Alors N <r — 1.

Démonstration. La démonstration se fait par 'absurde. Supposons A > r — 1
et choisissons p € |r — 1, A[. Nous allons construire, par récurrence sur s €
{1,...,7}, une suite (Mgf))neN d’éléments de Mgy, (Z) vérifiant les conditions
suivantes :

(i) Ly 400 HMY)) = 400,

(ii) A(Mgf)) # 0 si n est assez grand,

(iii) A(l\/[,(f))SH(Mgf))“_SHL tend vers 0 quand n tend vers +oo.
Pour s = r, ceci implique que A(Mq(f)) tend vers 0, et donc, d’apres le (ii) du
lemme I1.1.19, que det(MSf)) tend vers 0, ce qui est absurde puisque det(Mﬁf))
est un entier non nul pour n assez grand.

Pour n = 1, les hypotheses du théoreme I1.1.20 font que 'on peut prendre
M%l) = L,. Soit s < r—1, et supposons la suite (M,(f))neN construite. Posons
hy, = H(MS)) et 6, = A(MS)). Soit 7, € ]s%, (s+ 1)%[, et soit 5 > 0 tel
que l'on ait

A 1 — 1 A 1
IR _pst g (s+1)<1— E5)+(;¢—s)<1+ ) < 0.
S+ ns s+ s ] s+ s S+ Ms
(Le lemme I1.1.21 ci-dessous garantit, par continuité, 1’existence d’un tel &;.)
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(8“1‘775

Soit p(n) le plus petit entier tel que h,ln/ ) < Qu(n)+1- On a alors

H(Lymy) < hqlm/(stS) et, si n est assez grand,

h(Ates)/(s+ns) < A(Lgo(n)) < h%—)\-i-as)/(s—i-ns).

n

Vérifions que la suite (MSH))%N définie par Mq(fﬂ) = Mq(f) @ Ly(n) répond
a nos besoins. Utilisant le (v) du lemme I1.1.19, on obtient I'encadrement

suivant pour A(MSH)) :

_ Ates _A—¢s

1 1 1
hon s+ns Sh;ﬁns 5n < A(M(8+1)) < hy, s+ns + Sh;+n5 5n

n

%—s-i-l (u—s-i—l)/s)

tend vers 0, on a o, = o(hy, , et comme

_ p—stl BN
St > 1o —— le second terme du membre de gauche de la premiere

inégalité est négligeable devant le premier; on en déduit la non nullité de

Par ailleurs, comme J; h
1 _ Ates 1

A(MSH)) pour n assez grand. Pour les mémes raisons, on a A(MSH)) =
l_A—ss

O(h, ), et comme

on obtient

A(M7(18+1))8+1H(M7(f+1))u_8 =0 <h7(18+1)(1_ 2?53 )+ (u—s)(1+ s+1ns )> )

Comme on a choisi €5 et 1, de telle sorte que 'exposant de h,, soit < 0, ,
et comme h,, tend vers +o0, on a limn_>+ooA(MSH))S“H(MSH))“—S = 0.
Pour terminer la vérification, constatons que, comme p — s > 0, on a aussi

limn—>+oo A(M%S-i_l)) = 0, et dOHC hmn_,_,_oo H(M,(ls-i_l)) = +00.

Lemme IL.1.21. Si s9=4 < n < (s +1)57%, alors

A 1 p—s+1

1- > —
s+n s+n s

of (s+1)<1—ﬁ)+(u—s)<l+ﬁ) <0.

Démonstration. Les équivalences suivantes sont immédiates, si A, ,d > 0 et
<A,

A 1 uw—s+1 uw+1  A+1
- > - <~ >
s+n s+n s S s+n
= (p+1Ds+n)>A+1)s
A —
—n>s K

+1
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A 1
(s+1)<1—m)+(u—s)(1+m) <0
s+ D)s+n=—AN+@p—-—s)(s+n+1)<0
— (s+D)(p—-N+np+1)<0

A—p
<= n<(s+1)——.
n < ( )MJrl

I1.2. Nombres Polyzétas

1. Définition

Le sous-Q-espace vectoriel de R engendré par 1 et les ((a), a entier > 2
n’est pas une sous-algebre de R (du moins il ne devrait pas 1'étre si les énoncés
d’indépendance linéaire sur Q auxquels on croit sont vrais). Pour remédier a
cette situation, on considére un ensemble de nombres un peu plus gros conte-
nant les (a), a savoir ’ensemble des nombres polyzétas. Ces nombres poly-
zétas ont été introduits par Euler, et viennent de faire un retour tonitruant
en mathématique apres plus de deux siecles d’oubli; ils apparaissent naturel-
lement dans un certain nombre de questions a la frontiere de la théorie des
nombres et de la physique théorique.

Lemme 11.2.1.5% aq,...,a; sont des entiers > 1, la série
> 1
n1>ng > >ng =1 ! Mg

converge si et seulement si a1 > 2.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur k£ en remarquant
400 1 1 .
que Zn:N ne — O(W) sia>1.

Soit A l’ensemble des suites d’entiers > 1 de longueur finie, et Ag C A
I’ensemble de ces suites dont le premier terme est > 2. Sia = (ay,...,a;) € A,
on définit la longueur de @ comme 'entier d(a) = k et son poids |a| par la
formule |a| = a1 + -+ + ax. Sia = (a1,...,a;) € Ap, on définit le nombre
polyzéta ((a) par la formule

1
()= >,
n1>ng>-->ng =1 1 k

En particulier, si @ = (a) n’a qu’'un élément, on retombe sur les valeurs de la
fonction zéta aux entiers > 2.
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Si a € Ay, on peut aussi écrire ((a) sous la forme

+oo —+o00 1

mi1=1 mg=1

D’autre part, notant A, l'ensemble des (t1,...,t,) € R" vérifiant 1 > t; >
--->1.>0,0na

1
(ml + +mk)al(m2 _|_ +mk)a2 mzk
k a1+--+a;
- [ I n
- ar+-+a; t, )
Blal i=1 (=ar++a;_1+1
Sommant alors sur ms1,...,mg = 1, et intervertissant somme et intégrale, ce

qui ne pose pas de probleme, tous les termes étant positifs, on obtient
art-ta;—1

A L )

la] =1 ar+-+a; l=ai1++a;_1+1 ¢

Cette écriture étant relativement pénible, on introduit les formes différentielles

dt dt
wi(t) = T—3 et wo(t) = — e qui nous donne
|a]
@)= [ TLwnto),
Ala| =1
ot a* = (af,... ,a|*a‘) est défini par af = 1sii € {a1,a1+az,...,a1+---+ag},

et af = 0 sinon. D’autre part, on note A* I'’ensemble des suites de longueur
finie constituées de 0 et de 1, et se terminant par un 1, et A le sous-ensemble
de ces suites commencant par un 0. L’application a — a* induit une bijection
de A sur A* et de Ag sur Ag.

2. Relations quadratiques entre les nombres polyzétas

2.1. Relations de type I. Si r est un entier > 1, notons D, C (N — {0})"
lensemble des r-uplets (nq,...,n,) d’entiers vérifiant n; > --- > ngp > 1.
Si r et s sont deux entiers, on peut écrire D, x Dy comme une réunion dis-
jointe d’ensembles de la forme Dg4. De maniere précise, soit 3, s I'ensemble des
applications ¢ : {1,...,r+ s} — N — {0} dont I'image est un intervalle conte-
nant 1 (i.e. est de la forme {1,...,d,}) et telles que I'on ait (1) < --- < ¢(7)
et p(r+1) < --- < (r+s). Sipe€ X, on définit le sous-ensemble D,
de (N — {0})"** comme étant I'ensemble des suites (nq,...,n,1s) vérifiant

n; = nj, si (i) = ©(j), et n; > ny, si p(i) < p(j).



ARITHMETIQUE DE LA FONCTION ZETA 73

Lemme 11.2.2
(i) On a Dy x Dy =[] ey, , De-
(ii) L’application (ma,...,mgep)) = (N1, .., Npegs), 0U Ny = My ), est une

bijection de Dy, sur De.

Démonstration. Le (i) s’obtient en ordonnant les coordonnées d’un élément
(n1,...,ny45) de D, x Dg. Le (ii) est évident.

Maintenant, si a et b sont deux éléments de Ag, on note c I'élément de Ag
de longueur d(a) + d(b) obtenu en accolant b a a. Si a = (a1,...,aqq)) et
b= (b1,...,bgw)), onac=/(c1,...,Cqa)+dp)) avec ¢; = a; sii < d(a) et ¢; =
bi—qw) sii > d(a) + 1. Si v € Yya)am), on note p(a,b) = (cy1,---,Cpd(p))
I'élément de Ay défini par c,; = Z¢(j):i ¢;j. (Remarquons que les hypotheses
mises sur ¢ font que I’équation ¢(j) = ¢ a une ou deux solutions.) Le
lemme I1.2.2 nous fournit alors les relations quadratiques suivantes, dites de
type I, entre les nombres polyzétas.

Proposition 11.2.3. Si a et b sont deux éléments de Ay, alors

(@) = Y Clelab)).

$€X4(a),d(b)

Corollaire 11.2.4. Le sous-Q-espace vectoriel de R engendré par les nombres
polyzétas est une sous-Q-algébre de R.

2.2. Relations de type II. Sir est un entier > 1, et si o est une permutation
de {1,...,r}, soit A,(0) l'ensemble de r-uplets (¢1,...,t,) de réels vérifiant
1> t5(1) >+ > 1y > 0. Siret ssont deux entiers > 1, soit S, 5 'ensemble
des permutations o de {1,...,r + s} telles que o(1) < 0(2) < --- < o(r) et
or+1)<---<o(r+s).

Lemme 11.2.5.5i r et s sont des entiers > 1, alors A, X Ay est, a des sous-
ensembles de mesure nulle prés (en fait des faces de codimension 1), la réunion
disjointe des A,45(0), 0 € Sy 5.

Démonstration. 1l suffit d’ordonner les coordonnées (1, ...,t4s) de A, x Ag.

Soient alors a et b deux éléments de Ay, et soit ¢ I’élément de Ay obtenu,
comme ci-dessus, en accolant b & a; alors ¢* s’obtient en accolant b* & a*. Si
0 € Siq),|p; on note o(a, b) I'élément de A défini par

(0(a,b))" = () Colal+b]))-
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On obtient, utilisant le lemme ci-dessus, une seconde série de relations qua-
dratiques, dites de type II, en les nombres polyzétas :

|al+|b] lal+|b]
cays(b) = | [T wat= > | I we ()
Alal XApp| =1 €S a5  Plal+b1(?) p=1
|al+|b]
=Y [ M e = ¥ o
Ues\a\,\b\ la|+]b]  ¢=1 Ues\a\,\b\

3. Relations linéaires entre les nombres polyzétas

Soit @ = (aq,...,ar) € Ag. Sion écrit formellement les deux expressions
obtenues pour le produit divergent ((a){(1), et qu’on égale les deux expres-
sions que 'on obtient en supprimant les termes apparaissant des deux cotés,
on se retrouve avec ’égalité

k aj—l

Z Z C(ala"'vaj—hi_‘_l)aj _ivaj-i-la"'aak)

J=1 i=1
k

= E C(al,...,aj_l,aj+1,aj+1,...,ak).
J=1

Dans cette égalité, tous les termes ont un sens (avec les conventions évidentes
sij=1ouj=k), et cette égalité est, en fait, une vraie égalité, ce qui nous
fournit une nouvelle famille de relations, linéaires cette fois, dites de type III, en
les nombres polyzétas. Pour transformer ce qui précede en une démonstration,
on introduit les fonctions polypolylogarithmes (en une variable)

|a|

. Z z™M H
Lla(Z) = —a1 _anp — / wa’; (t[)
Ny ey 2>t >0 >t >0

ny>-->ng =1 1

On a bien évidemment Lig(1) = {(a) si @ € Ay, mais 'intérét est que Lig(2)
est défini, si |z| < 1, pour tout @ € A, et pas seulement pour a € Ay. La
méthode qui nous a permis de démontrer les relations de type I et II conduit
aux formules suivantes, quels que soient a,b € A :

Lig(2)Lip(2) = > Lis(ap)(

UES\a\,\b\

Z”w(l)

Lia(2)Lip(z) = > > TR

PE d(a) d(b) M1 >+ >Ny 21 1 d(e)
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On peut utiliser les formules précédentes pour a = (1) et b = (aq,...,ar) € Ag.
Tous les termes qui apparaissent convergent en z = 1 vers le polyzéta corres-
pondant, a ’exception des termes correspondant a ¢ = ¢ = id. La différence
de ces deux termes est alors égale a

2.

ni>ng>->npyq 21

SN i +ng2

Q41 °

nlngl [ nk+1

Comme a; > 1, et comme on peut majorer z™ — 2172 par
na(1 — 2)2™ < ng(1 — z)zMtFme)/(k+1)

cela permet de majorer cette différence par (1 — z)|log(1 — zV/F+D) k41 qui
tend vers 0 quand z tend vers 1. On en déduit les relations de type III.

4. L’algebre engendrée par les nombres polyzétas

On vient d’obtenir trois types de relations algébriques entre les nombres
polyzétas et on peut se demander si ce sont « les seules », ce qui se traduit de
la maniere suivante :

Question 11.2.6. Soit Z la Q-algébre de polynomes en les variables Zg, pour
a € Ay. Soit ¢ : Z — R le morphisme d’algébres défini par ((Zq) = ((a).
Est-il vrai que ker  est lidéal de 7 engendré par les éléments

Zalp — Z Za(a,b)a Zalp — Z Zgo(a,,b)7 a,b € Ay,

TES|al, ol PEXd(a),d(b)
k aj—l
et E E Z(a1,...,aj,1,i+1,aj—i,aj+1,...,ak) - E Z(al,...,aj,l,aj—i-l,ajJrl,...,ak)7
j=1 i=1 j=1

(al,...,ak)EAo ?

Remarque 11.2.7.Les relations de type I, IT et III ne font intervenir que des
nombres polyzétas de méme poids. Par ailleurs, ((a) est de poidsasia > 2; en
particulier, 1 et les ((a), a > 2 sont tous de poids différents et une réponse po-
sitive a la question ci-dessus impliquerait qu’ils doivent tous étre linéairement
indépendants sur Q. Le seul résultat que ’'on ait a ce sujet est le théoreme de
Rivoal qui est un petit pas. D’un autre coté, le fait d’avoir exhibé des relations
multiplicatives entre les nombres polyzétas peut se révéler une aide précieuse
pour attaquer cette question : apres tout, on peut déduire du théoreme de Ri-
voal I'indépendance linéaire sur Q de tous les ((2a), et ceci grace aux relations
multiplicatives vérifiées par ces nombres.
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CHAPITRE III
FORMES MODULAIRES

ITI.1. SL2(R) et le demi-plan de Poincaré
Si A est un anneau commutatif, on note SLa(A) le groupe des matrices
<a 2), avec a, b, c,d € A de déterminant ad — bc = 1.
c

Siy= <CCL 2) € SLy(R) et z € C — {—d/c}, on pose

az+b  (az+0b)(cz+d) acz|? +bd+ (a+ )z +iy(ad — be)
cz+d lez + d|? B lez + d|?

vz =

En particulier, on a

W Im(yz) = 222

- lcz 4+ d|?’
et le demi-plan de Poincaré J# = {z = x + iy, y > 0} est stable par z — ~z.

Lemme lll.1.1. Si 1,72 € SLa(R) et z € I, alors y172 - 2 = 71 - Y22.

b b
Démonstration. Si vy = PO o Yo = 42 22 , alors
C1 d1 (6] d2

a1z +by @ ?iiidbi +01 (a1a2 + bica)z + (a1bs + bida)

aver+di ¢ ijigg +d;  (cra2 +dico)z + (c1ba + dids)

_ <a1 b1> <a2 b2> _ <a1a2 +bica a1by + b1d2>
R c1 dy) \c2 do cias + dicy ciby + didy)

ce qui permet de conclure.

Y1(722) =

et

Théoreme I11.1.2

(i) Si v € SLy(R), Uapplication z — ~z appartient au groupe (pour la
composition) Aut(J) des bijections holomorphes de F# dans F .

(ii) L’application qui a v € SLa(R) associe l’élément z — vz de Aut(F)
est un morphisme de groupes.

(iii) L’action de SLa(R) sur € ainsi définie est transitive et le stabilisateur
de i est le sous-groupe des rotations SO(R) de SLa(R).

(iv) Si ¢ : A — FH est holomorphe bijectif, alors il existe v € SLa(R)
tel que p(z) = vz ; autrement dit, le morphisme SLa(R) — Aut(s#) défini
ci-dessus est surjectif.
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Démonstration. L’holomorphie de z — vz est une évidence et les points (i) et
(ii) sont des conséquences immédiates du lemme précédent.

Pour démontrer la transitivité de Paction de SLy(R) sur 7, il suffit de
prouver que 'on peut envoyer ¢ sur n’importe quel point de 7, ce qui suit de
la formule

y1/2 y—1/2x o yl/2i+y_1/2x _ '
0 y_1/2 'Z—T—l"i‘ly.

b
Maintenant, si vy = <a d> vérifie i = i, alors ai+b = i(ci+d) et donc ¢ = —b
c

et a = d. Comme de plus, ad —bc = 1, on a a® + b*> = 1, et v est la matrice
d’une rotation. Ceci termine la démonstration du (iii). Pour démontrer le
(iv), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme II.1.3. Soit D = {z € C, |z] < 1}. Siv¢ : D — D est une bijection
holomorphe vérifiant 1 (0) = 0, alors il existe X € C, |A\| = 1 tel que ¥(z) = Az
quel que soit z € D.

Démonstration. On a ¢/(0) = 5= f|z|:r 272(2)dz quel que soit 0 < r < 1,
et donc [/ (0)] < r~2 Sup|;|— [¥(2)| < =2 quel que soit 0 < r < 1. Faisant
tendre r vers 1, on obtient |¢/(0)] < 1.

Le méme raisonnement appliqué a la bijection holomorphe de D dans D,
réciproque de v, montre que [¢'(0)] > 1, et donc |¢'(0)| = 1.

Considérons alors la fonction g : D — D définie par g(z) = 2z '4(z) si 2 # 0
et g(0) = ¢’(0). C’est une fonction holomorphe sur D et le maximum de |g|
sur le disque de centre 0 et de rayon r est atteint sur le cercle de centre 0 et
de rayon r; il est donc < r~ ! sup|—, [ (2)| < r~1. Faisant tendre r vers 1,
on obtient sup,cp|g(z)] < 1. Comme par ailleurs |g(0)] = 1, la fonction
holomorphe ¢ atteint son maximum en un point intérieur a D ; elle est donc
constante, ce qui permet de conclure.

Revenons a la démonstration du (iv). Soit ¢ : # — # holomorphe bi-
jective. D’apres le (iii), il existe v € SLa(R) tel que vi = (7). Quitte a
remplacer ¢ par v~ ! o ¢, on peut donc supposer que ¢(i) = i.

Soit h la fonction définie par h(z) = zjr—z Un petit calcul montre que h est
une bijection holomorphe de % dans D dont la réciproque h~! est donnée par
la formule h=1(z) = zﬁ—z
c’est une bijection holomorphe de D dans D vérifiant ¢(0) = 0. D’apres le
lemme précédent, il existe A € C de module 1 tel que 1(z) = Az. On a alors

Considérons alors la composée 1) = ho @ o h™!;

1—2

i—z 1—-A
) 14z Zl+)\§jr—z

o(z) = h~ Yo oh(z) = h? ozp(

1 — 2z
1+ 2z
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et, écrivant \ sous la forme A = ¢, un petit calcul nous donne

p(z) =

ce qui permet de conclure.

cosf -z +sinf

—sin@ -z +cos@’

Corollaire lIl.1.4. L’application vy — ~i induit une bijection de SLa(R)/SO2(R)
sur FC.

Démonstration. C’est une réécriture du (iii) du théoréme.
Corollaire I11.1.5. Tout élément v de SLa(R) peut s’écrire de maniére unique

sous la forme v = UAR, ou U = <1 Y

0 1> est une matrice unipotente, A =

<g a(_)1> est une matrice diagonale avec a > 0, et R € SO3(R) est une

matrice de rotation.

Démonstration. Si~yi = x + iy, on doit poser a = /g, u =z et R = (UA)™!
appartient au stabilisateur de 1.

Remarque Ill.1.6. La décomposition précédente est connue sous le nom de
décomposition d’lwasawa.

" ) dxd . _ .
Proposition lll.1.7. La mesure hyperbolique W ost invariante sous Uaction

Y2
de SLQ(R).
Démonstration. Si
_ . of _1.9f 0f
dz = dzx + i dy, 3, 2<8$ 28y)’
o of _1/0f | Of
dz =dzr —idy, 82_2<8x+28y)’
alors . 9 5
dondy = Ldzndgz et df = Laz+ Pz,
2 0z 0z
si f est une fonction sur un ouvert de C.
Siy= <Z 2) € SLy(R) et w =z, on a
_dz . dz ~Im(z)
Sty T Grae o W=
et donc
du A du (cz+d)2 NEEE  dzndz
2 Im(z) \2 2
IIH( ) ( |cz—£d?2 ) Im(z)

ce qui permet de conclure.
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IT1.2. Formes automorphes et formes modulaires

1. Facteur d’automorphie

SikeZ,sivy= <Z 2) € SLy(R), et si f : 5 — C est une fonction ¢,

on définit la fonction f|, v par la formule
f7(2) = (ez +d) * f(72).

Sivy = <a1 bl) et 1o = <a2 b2> sont deux éléments de SLo(R), on a
C1 d1 C2 d2

_ k(. Q22+ b2 —k
(fism1) ), 12(2) = (c2z + o) (Clm + dl) f(me?)

= ((craz + diea)z + (e1ba + dida)) " f(11722) = frene(2),

et donc (fj,71) 72 = f:nre.

2. Sous-groupes d’indice fini de SLy(Z)

Nous allons définir la notion de forme automorphe ou de forme modulaire de
poids k, caractére x pour un sous-groupe I' d’indice fini de SLo(Z), ou k € Z
et x : I' = C* est un caractere d’ordre fini (i.e. on a x(y172) = x(71)x(72) si
71,72 €T et il existe d € N tel que x(7)? =1sivyel).

En liaison avec l'arithmétique, les sous-groupes d’indice fini de SLo(Z) que
l’on rencontre le plus fréquemment sont I'o(N), T'1(N) et I'(N), ou N > 1 est
un entier, et

To(N) = { (Z Z) € SLy(Z), ¢ = 0 mod. N};

T (N) = { (‘C‘ Z) € SLy(Z), ¢=0mod. N,a =d = 1 mod. N};

T(N) = { (i Z) € SLy(Z), b=c=0mod. N, a =d = 1 mod. N}.

Une maniere naturelle de fabriquer un caractere d’ordre fini de I'g(N)
est de partir d’'un caractére de Dirichlet modulo N (i.e. une application
X : (Z/NZ)* — C* vérifiant x(ab) = x(a) = X(b) que 'on peut aussi voir
comme une application multiplicative de Z dans C*, périodique de période
N, telle que x(n) = 0 si n n’est pas premier a N), et de poser x(v) = x(d) si

v = (Z Z) € Lo(N).
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Lemmellll.2.1. SiT est un sous-groupe d’indice fini de SLo(Z) et six : I' — C*
est un caractére d’ordre fini, alors il existe N € N—{0} tel que y = <(1) T) el

et x(v) = 1.

1n
01
Considérons l'action de U sur X = SL9(Z)/I" par translation & gauche. Si
v € U agit trivialement, il respecte en particulier la classe a gauche de T’

Démonstration. Soit U = { < ) , nE Z} ; ¢’est un sous-groupe de SLo(Z).

et donc appartient & I'. L’ensemble X étant fini, il existe un sous-groupe U’
d’indice fini dans U qui agit trivialement et U; = I'NU est d’indice fini dans U.
En particulier, U; est un groupe infini et, ’ensemble des valeurs prises par x
étant fini, le noyau Uy de la restriction de y & Uy est un groupe infini, ce qui
permet de conclure.

3. Définition des formes modulaires

Définition 111.2.2. Si I est un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z) et si k € Z,
une fonction f : # — C est dite automorphe de poids k pour I, si elle est
&>, et silon a:

(i) fi,7 = f quel que soit v € I';

(ii) f est a croissance lente a 'infini (voir ci-dessous).
Plus généralement, si xy : I' — C* est un caractere d’ordre fini, une fonction
f 7 — C est dite automorphe de poids k et caractére x pour I', si elle est
©>°, a croissance lente a l'infini, et si I'on a :

(i) fi,v = x(v)f quel que soit v € T".
Une forme automorphe holomorphe est dite modulaire et on note My (I)
(resp. Mg(T',x)) le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k
(resp. de poids k et caractere x) pour I'.

. . -10 .
Remarque 111.2.3. Si I' contient —I = < 0 1>, et si x(—I) # (—=1)%, alors
une forme automorphe de poids k, caractere y pour I' est identiquement nulle.
La condition « f est a croissance lente a l'infini » s’exprime de la maniere

suivante : quel que soit v € SL9(Z), quels que soient a < b € R, il existe
C € R tel que l'on ait, au voisinage de y = +o00,

sup | fi,7(2)| = O@").
z€[a+iy,b+iy]

La relation d’automorphie f}, v = x(v)f permet de réduire beaucoup le nombre
de vérifications a faire : on peut se contenter de prendre v dans un systeme de
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représentants de SLy(Z)/I" qui, par hypothése, est un ensemble fini. La fonc-
tion f, v est automorphe pour le groupe ATy~ qui est contenu dans SLy(Z)
de méme indice que T', et le lemme II1.2.1 montre qu’il existe N € N — {0}
(dépendant de 7) tel que f soit périodique de période N, ce qui permet de ne
considérer que le cas a = 0 et b = N au lieu de a et b quelconques. En résumé,
il n’y a qu’un nombre fini de vérifications a faire.

4. Développement de Fourier des formes automorphes et modulaires

Soit f une forme automorphe de poids k, caractere y pour I', ou I' est
d’indice fini dans SLo(Z) et x : I' — C* est d’ordre fini. D’apres la discussion
précédente, il existe N € N — {0} tel que l'on ait f(z 4+ N) = f(z) si z € A,
et comme f est ¥°°, elle est somme de sa série de Fourier

N
flz) = Z an(f, )2 N avee  an(f,y) = %/ F(z + iy)e2me/N gy
0

neZ

Comme on a supposé que f est a croissance lente a I'infini, la formule donnant
an(f,y) montre qu’il existe C € R tel que a,(f,y) = O(y°) au voisinage de
Yy = +00.

Maintenant, si f est modulaire, laNfonction f(qN) = f(Nlozg%) est bien
définie (la périodicité de f montre que f(gn) ne dépend pas de la détermination
de log gn) et est une fonction holomorphe sur D* = {0 < |gn| < 1}. On peut

donc écrire f sous la forme

Z an(f)qR, avec qn = e¥m/N,
nez

Si on identifie les coefficients de Fourier, on obtient la relation a,(f,y) =
an(f)e=2™/N et la croissance lente des coefficients de Fourier montre que
l'on a a,(f) = 0 si n < 0. La fonction fse prolonge donc en une fonction
holomorphe sur D = {|gn| < 1} en posant f(0) = ag(f). On dit que f est
holomorphe en ico et on pose f(ico) = ag(f).

On dit que f est parabolique ou cuspidale si f|, v est nulle en ico quel que
soit 7 € SLa(Z), et on note Si(I') € Mg(T") (resp. Sk(I',x) € Mg(T',x)) le
sous-C-espace vectoriel des formes paraboliques).

Les espaces vectoriels Si(I",x) et Mg (I, x) sont de dimension finie et on

dispose de formules générales donnant la dimension de ces espaces vectoriels.

(W Une forme parabolique est une « Spitzenform » en allemand, ce qui explique le S et « Spitz »
veut dire « pointe » et se traduit par « cusp » en anglais. ..
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I11.3. SLy(Z)

1. Les éléments S et T

Soient S et T les éléments de SLo(Z) définis par

11 0-1
r= (1) ws=(07).
OnaS?= -1 Size%,onaSz:—%etT”z:z—l—nsinEZ.

Théoreme II1.3.1. Le groupe SLo(Z) est engendré par S et T.

Démonstration. On a
ab —c —d
S<cd>_<a b>
nfab\ (a+ncb+nd .
T <6d>_< . d > sine€Z.

. b
Nous allons montrer, par récurrence sur |c|, que v = (Z d> € SLy(Z) appar-

tient au sous-groupe engendré par Set T. Si|c|=0,onaa =d = 41 et ~y est
de la forme T ou =T~ = S?T~*. Si |¢| > |a|, on peut appliquer I’hypothese
de récurrence & Sv, et si || < |al, on choisit n € Z tel que |a + nc| < ic|, et
on applique I’hypothése de récurrence a ST™.

Corollaire 11.3.2. Une fonction f : 7 — C, de classe €°°, a croissance lente
a Uinfini, est automorphe de poids k pour SLo(Z), si et seulement si

flz+1)=f(z) et f(—=)=2"f(2).

Exercice 111.3.3. Soit G le sous-groupe de SLy(Q) engendré par I'g(4) et So =

1
0-3\
20
(i) Montrer que I'g(4) est d’indice 2 dans G.
(ii) Montrer que G est engendré par Sy et T.

2. Domaine fondamental pour ’action de SLy(Z)

Rappelons que, si G est un groupe agissant sur un ensemble X, un domaine
fondamental A pour laction de G sur X est un systeme de représentants
de G\X; autrement dit A est un sous-ensemble de X vérifiant la condition
suivante :

quel que soit z € X, il existe un unique élément y de A tel qu’il existe g € G
vérifiant z = gy.
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Théoreme 111.3.4. L’ensemble A constitué de la réunion de l'ouvert
1 1
{ze, |z| >1et —§<Re(z)<§},
de la demi-droite
1
{z € A, Re(z) = 3 et Im(z) > 1}
et de l'arc de cercle

{ze A, |z| =1et 0 < Re(z) < =},

N

est un domaine fondamental pour l'action de SLo(Z) sur .

Démonstration. Soit zg € €. Siy = <CCL 2), on a Im(yzp) = % et,
comme |czg + d| tend vers 400 quand ¢ ou d tend vers l'infini, la fonction
v +— Im(yzp) ne prend qu'un nombre fini de valeurs > Im(zg); elle atteint
donc son maximum pour un certain vy. Maintenant, il existe n € Z (unique)

tel que —% < Re(y020) +n < % ; posons 1 = T"yy. On a alors

Im (71 20)

Im(y120) = Im(020) = Im(Sy120) = izl

et donc |y129| > 1. Finalement, soit v = ~; (resp. v = Sv1) si [y120| > 1 ou si
|7120] = 1 et Re(y120) = 0 (resp. si [y120] = 1 et Re(y120) < 0), de telle sorte
que vzg € A, ce qui prouve que A contient un domaine fondamental.

Pour terminer la démonstration, il reste a vérifier que si z1 et zo sont deux

o b
éléments de A tels qu’il existe v = <a d> € SL2(Z) tel que z; = vz, alors
c
21 = 2. Par symétrie, on peut supposer que Im(z3) > Im(z) = %, ce
qui implique que |czg +d| < 1. Comme Im(z) > @ si z € A, I'inégalité étant

3

stricte sauf si z = p = % + Z'T?’, on en déduit I'inégalité

¢l < 1. Au signe
pres, il suffit de traiter les cas ¢ = 0 et ¢ = 1. Dans le cas ¢ = 0, v agit par
translation par un entier et comme A ne contient pas deux éléments dont la
différence des parties réelles est un entier non nul, on doit avoir v = =£I et
z9=2z. Danslecasc=1et d =0, 0n a zo = —% et, z1, zo étant de module

> 1, cela implique |z1]| = |22| = 1 et 21 = 29 = i car on a supposé z1, 22 € A.

Finalement, si |d| > 1, on a |d+Re(z2)| > 3 avec inégalité stricte si Re(22) # %
ou si d # —1; on doit donc avoir d = —1, z0 = p, et 21 :a—pTl1 =a+p;
comme z; € A, cela implique a = 0 et donc z; = p = 2o.



84 P. COLMEZ

3. Le produit scalaire de Petersson

Si f et g sont deux formes automorphes de poids k pour SLy(Z), la forme
% FoyF~2dz Ndz

est invariante sous 'action de SLy(Z) comme le montre un petit calcul utilisant
la proposition I11.1.7 et la formule (1). L’intégrale
(f9) = / % Fgy**2dz ndz
SLa(Z)\#
ne dépend donc, si elle converge, pas du domaine fondamental de 57 sous
l’action de SLg(Z) que 'on choisit pour effectuer le calcul. En particulier, on
peut choisir le domaine A construit ci-dessus.

On note simplement My (resp. Sk), si k est un entier, I'espace vectoriel
des formes modulaires (resp. paraboliques) de poids k pour SLg(Z). Comme
—I € SLy(Z), on a My = 0 si k est impair.

Si f € Sg, ona f=0(e2™) au voisinage de y = +00 comme le montre
Iexistence du développement de Fourier. Ceci permet de montrer que, si f
et g sont deux formes paraboliques de poids k, alors (f,g) est bien défini et
la forme (f,g) — (f,g) est une forme hermitienne sur S;. Comme (f, f) =
i) Alf |24%=2 dx dy, cette forme hermitienne est définie positive et définit donc
un produit scalaire sur S appelé produit scalaire de Petersson.

4. Séries d’Eisenstein holomorphes

On utilise la notation Z/(mn) pour indiquer que 'on somme sur tous les
couples d’entiers relatifs (m,n) # (0,0).

Proposition 111.3.5. Si k > 3 est un entier pair, et si z € J, la série

1 ! 1
Bi) =5 2. G gt

m,n)

converge normalement et la fonction Ej appartient a M.

Démonstration. La partie imaginaire de mz 4+ n est my et donc |mz + n| >
Imly et, d’autre part, le trindme X?|z|? 4+ 2nzX + n? admet n?y?/|z|? comme
minimum; on a donc |mz + n| > inf(y,y/|z|) sup(jm|,|n|). SIN > 1,ily a
(2N + 1)2 — (2N — 1)2 = 8N couples (m,n) vérifiant sup(|m/, |n|) = N, et on
peut majorer (en module) la série par

1 k<2 8N

. Y 1 _ 1 Y —
ilnf(y’m) (;)W_anf(% |z|) N:lNk’
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ce qui permet de prouver que la série définissant Eg(z) converge normalement
sur tout compact de 7 et donc définit une fonction holomorphe sur 7.

“ b) € SLy(Z), on a

Finalement, si v = <c d

(B () = (2 + ) 4B (B10) = ez ) kz

cz+d az+b

(m,n) me+d + Tl)

:—Z 1

(o ((am +cn)z + (bm + dn))k’

et, application
(m,n) — (am + cn,bm + dn)

étant une bijection de Z? — {(0,0)}, on obtient la formule (E;)|,v(z) = Ex(2)
qui permet de conclure.

Exercice IlIl.3.6. Soit k£ un entier pair > 3. Soit ', le sous-groupe

{ <[1) ?) . neZ} de STy(2).

(i) Montrer que, si m € N et v € SLy(Z), la quantité e27m7* (dfyz/dz)k/2
ne dépend que de I'image de v dans ' \SLo(Z).
(ii) Montrer que la série de Poincaré

1 ; dyz\k/2
P —— 2immyz (_)
k,m(z) 2 Z € dZ

+ET 5\SL2(Z)
converge absolument si z € 7 et que Py, € M.
(iii) Montrer que lapplication (CCL Z) — (¢,d) induit une bijection de
I'\SL2(Z) sur 'ensemble des couples (c,d), avec ¢ et d premiers entre eux;
établir 'identité

1
Pro= —5Ex
T C(2k)

(iv) Montrer que Py, € Spsim > 1et, si f = :(Xi n(f)q™ € Sk, calculer
le produit scalaire de Petersson (Pj . f).
(v) Montrer que les (Pj )m>1 forment une famille génératrice de Sy.

Nous allons maintenant déterminer le développement de Fourier des séries
d’Eisenstein. On note ¢ = ¢; = €% le « parametre local en ico », I' la fonction
Gamma d’Euler, ¢ la fonction zéta de Riemann et, si N est un entier et s € C,
0s(N) la somme des puissances s-ieme des diviseurs > 1 de N.
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Proposition 11.3.7. Si k > 3 est un entier pair, le développement de Fourier
de Ey est donné par la formule

T'(k)

mEk(z) =

+o0
%C(k‘) + > o a(N)gY.
N=1

Démonstration. On remarque que les couples (m,n) et (—m, —n) contribuent
de la méme maniere, ce qui permet de ne garder que les couples (0,n) avec
n > 1et (m,n) avec m > 1. On obtient alors

Ei(2) = C(k) + ) Ax(mz),
m>1
ou l'on a posé
1

On peut calculer la transformée de Fourier de la fonction z +— 1/(x + iy)*
grace a la formule des résidus; on obtient

+oo  ,—2imtw 0 sit <0,
———dr = (=2im)*
/_oo (z +iy)* %tk_le_%“f sit>0;

et la formule de Poisson (valable par exemple si ¢ € L!(R) est deux fois
dérivable et ¢” € LY(R)),

Zgo(a:—i—n):Z(/

ncZ neZ o

SO(m)e—2z7rn:z:da:> 62z7rn:c’

nous donne

F(k) Ak(Z) — Z nk—lqn.

(—2im)k =
On obtient donc
L'(k) I'(k) k-1
Y g — - \" E E mn

et le résultat s’en déduit en posant N = mn et en faisant le changement de

2.2.=2 > -

m>=1 n>1 N21 n|Nn>1
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II1.4. Prolongement analytique de séries d’Eisenstein

Dans le développement de Fourier des séries d’Eisenstein holomorphes, tous
les coefficients sont trivialement rationnels & part le terme constant ; on peut
utiliser cette remarque pour fabriquer une démonstration du théoreme d’Euler
selon lequel ((k)/7* € Q, si k est un entier pair > 2. Plus généralement,
on peut utiliser le fait que ((2k) apparait dans le terme constant du
développement de Fourier des séries d’Eisenstein holomorphes pour étudier
les propriétés arithmétiques de ((2k) (divisibilités, congruences...). Nous
allons en faire de méme avec la fonction ( elle-méme en la faisant apparaitre
dans le terme constant du développement de Fourier d’une série d’Eisenstein
non holomorphe.

1. Séries d’Eisenstein non holomorphes
Proposition 111.4.1. Si z = x + iy € S, la série

S

1L I(s) Y
E(s,2) = - -
(5:2) 2 7 (%) |mz + n|?

converge normalement si Re(s) > 2 et la fonction z — E(s, z) est une forme
automorphe de poids 0 pour SLa(Z)

Démonstration. La convergence de la série résulte de la majoration
Imz +n| = inf(y,y/|2|) sup(|m], |n|)

obtenue au cours de la démonstration de la proposition I11.3.5, qui permet aussi
de majorer |E(s, z)| par 4¢(2Re(s))y® au voisinage de y = +o0, ce qui prouve
que E(s, z) est a croissance lente a U'infini. Par ailleurs, la fonction z — E(s, 2)
est € car la série des dérivées (de n’importe quel ordre) converge mieux que

b
la série elle-méme. Finalement, si v = <CCL d> € SLy(Z), on a

s

y

2.7 Im(yz)® / [c+d|%
E(s,vz) = — 1=

000 = 2 e = 2 \m:z:smfs

N Z | am + cn)z (bm+aln)|25

et le résultat suit de ce que (m,n) — (am + cn,bm + dn) est une bijection
de Z2.
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2. La transformée de Fourier de x — 1/(z? + y?)*

La fonction E(s, z) est somme de sa série de Fourier

E(s,z) = Z an(s,y)e? ™,
nezZ
Le calcul des coefficients de Fourier de E(s, z) est parallele a celui des séries
d’Fisenstein holomorphes; la seule différence est que ’on rencontre la trans-
formée de Fourier de la fonction = +— 1/|z + iy|** qui ne peut plus s’évaluer
au moyen de la méthode des résidus comme dans le cas s = 0.

Siu>0etseC,soit

+oo +o00
Ks(u) = / e_u(t+t71)ts% — / e_u(t+t71)(ts n t_s)%'
0 1

Lemme I11.4.2

(i) Siu > 0 est fizé, la fonction s — Kg(u) est holomorphe sur C et vérifie
I’équation fonctionnelle Kg(u) = K_4(u) ;

(ii) St M C C est compact, il existe C(M) > 0 tel que l'on ait |[Ks(u)| <
C(M)e™ pour tout s € M et tout u > 0.

(iii) On a Ky(u) ~ /mu=2e=2" qu voisinage de +oc ; en particulier, si s
est fixé, la fonction u — Kg(u) n’est pas identiquement nulle.

Démonstration. Les deux premiers points sont des exercices; démontrons le
troisitme. Effectuant le changement de variable t = 1 + v/y/u, on peut écrire
Vue? K (u) sous la forme f0+oo fs(v)dv, avec

fs(v) 26—02/(1+v/ﬁ)(<1+ %)8—1 N (1_’_%)—8—1).

On conclut en utilisant le théoreme de convergence dominée.

Lemme II1.4.3. Si Re(s) > 1/2, la transformée de Fourier de la fonction x —
I'(s) 1
s (.TQ + y2)5

est donnée par la formule

| D(s—1/2) |,
F(S) +oo e—2z7rtz _ 7'('8_1/2 Y
‘t s—1/2

stt=0;

x€Tr =
™ ) o |z +iyl?s .
w lotiy Ko1pa(mltly) sit#0.

Démonstration. On a

/+oo dx _2/+oo dr
oo Ty Ty oyl
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et les changements de variables x = yy/u et u = v/(1 — v) nous donnent

e dx _ . 1-2s oo du _ ., 1-2s ! s—3/2, —1/2
T s Y A2, s Y (1-v) v )
oo Ty o ul/(u+1) 0

et cette derniere intégrale s’évalue grace a la formule d’Euler
1
T'(a)L'(b
/ ’Ua_l(l _ U)b_ld’u — (CL) ( )
0 F(a + b)

On en tire le résultat pour ¢ = 0 en utilisant la formule I'(1/2) = /7.
Si t # 0, on utilise la formule

“+o00
P(S) 1 N / e_wu(z2+y2)u8 du
0

T |+ iyl u

L’intégrale a calculer devient, en utilisant Fubini,
“+o00 “+oo d
oz —2i 2 AU
/ (/ e~ TUT" o QZﬂtIdx)e Y 8 2
0 —00 u
Comme, d’autre part,
—+o00
N P 1 _
/ e TuTE 2z7rt:cd$: et /u’
o Vu

on obtient le résultat en faisant le changement de variable u = |t/y|v.

3. Développement de Fourier des séries d’Eisenstein
Sis € Cetn e Z—{0}, soit o5(n) = >, 1 ‘n/02|8. La bijection
¢ — |n/c| montre que l'on a o4(n) = o_s(n) quels que soient s € C et
n € Z—{0}.
. . I'(s/2
Soit aussi £(s) = 75_852)4'(8).

Proposition 111.4.4. Si Re(s) > 2, les coefficients de Fourier de E(s,z) sont
donnés par

£(2s)y° +E(2s — 1)y'—* sin=0;
an(s,y) =

1/2

Y 05_1/2(n)K5_1/2(7r\n\y) sin # 0.

Démonstration. On remarque que les couples (¢, d) et (—¢, —d) contribuent de
la méme maniere, ce qui permet de ne garder que les couples (0, d) avec d > 1
et (¢,d) avec ¢ > 1. On obtient alors

+oo

E(8> Z) = 5(25)3/8 + Z ysAs(cz),

c=1
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ou l'on a posé

I'(s 1
AS(Z) = 75—8) Z |Z_|_n|2s

%a formule de Poisson et le calcul de la transformée de Fourier de
s
Q effectué ci-dessus nous donnent

$ w4 ay|?s
s—1 2 s s=1/2 TN
Ay(z) = (ﬂs 1/é PRy ( ) Koo1/a(mlnly)e® ™.
neZ—{0}
On obtient donc
“+oo
s I'(s—1/2) s
> vru(en) = OS2 s
c=1 c>1
n|\s—1/2 iTenx
(X T ()T ke,

c>1 nez—{0}

Le résultat s’en déduit en posant m = cn (et donc n = m/c) et en faisant le
changement de sommation

2.2 = > )

c21 neZ—{0} meZ—{0}c|m, c>1

4. Prolongement analytique des séries d’Eisenstein

Les fonctions Kg(u) et os(n) possédant un prolongement holomorphe & C
tout entier et une équation fonctionnelle reliant s et —s, on en déduit, pour
tout n # 0, l'existence d'un prolongement holomorphe de ay(s,y) vérifiant
I’équation fonctionnelle a,(s,y) = a,(1 — s,y). Nous allons voir que ces pro-
priétés s’étendent au terme constant.

Théoreme I11.4.5

(i) &(s) admet un prolongement méromorphe a C tout entier, holomorphe
en dehors de poles simples en s =0 et s = 1.

(ii) Si z € A, alors E(s, z) admet un prolongement méromorphe a C tout

entier, holomorphe en dehors de poles simples en s = 0 et s = 1. De plus, quels

ab

que soient z € J€ et s # 0,1, on a E(s, gjj:g) =E(s,z) si <c d> € SL»(Z).

(iii) Les fonctions £(s) et E(s, z) vérifient les équations fonctionnelles

E(s,z) =E(1 —s,2) et &(s) =&(1—s).
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Démonstration. Le lemme 111.4.2 permet de montrer que, si z € JZ est fixé,
la série R(s, 2) = 3_,, .o an(s, y)eX ™ converge absolument sur tout compact ;
elle définit donc une fonction holomorphe de s sur C tout entier. Par ailleurs,
si Re(s) > 2, on a E(s,2) = E(s,—1/z) et donc, la fonction
s yl—s
) +E(2s — 1)(y - W)
= a0(87 y) —aop (37 %)
T4 +y

= —R(s,2) + R(s, —%)

s

£(2s) (ys - (352—21—7112)3

admet un prolongement holomorphe a C tout entier, quel que soit x +1iy € .
Prenant deux valeurs de z, on obtient un systéme permettant d’exprimer £(2s)
et £(2s—1) comme quotient de fonctions holomorphes. On peut en particulier,
si a < 1, prendre z = 2z, ou 2,2, ou 2z, = Va~! — 1+ est tel que Im(z,) =1
et Im(—1/z,) = a. On obtient alors, en notant F,(s) la fonction holomorphe
—R(s,24) + R(s, —1/24),

(1 —a®2)F,(s) — (1 — a*=*)F,2(s)
(1—a%)(1—a?2%) —(1—a2?)(1 —al"9)
(14 al=*)Fa(s) — Fyz(s)

a® —a*+al=s—a
Les seules valeurs de s annulant, quel que soit 0 < a < 1, le dénominateur de

cette fraction sont s =0 et s =1/2 et le zéro en s =0 ou s = 1/2 est un zéro
simple. On en déduit le (i).

§(25) =

Comme ag(s,y) = £(2s)y® + £(2s — 1)y %, le (i) implique que ag(s,y) (et
donc aussi E(s, z) = ag(s,y) + R(s, z)) admet un prolongement méromorphe

a C tout entier, holomorphe en dehors de poles simples en s = 0,1/2,1.
D’autre part, on a E(s, gzzjrrg) = E(s,2) si <CCL 2) € SLy(Z), si z € J et si

Re(s) > 2. Par prolongement analytique, cette formule reste vraie pour tout
s € C pour lequel elle a un sens (i.e. au moins si s # 0,1/2,1).

Maintenant, soit F(s, z) = E(s, 2) —E(1—s, z). Du fait de I’égalité a,(s,y) =
an(1—s,y)sin #0,onakF(s,z) =ap(s,y)—ao(l—s,y). Comme, par ailleurs,

F(s, ©£b) = F(s, 2) si <Z Z) € SLy(Z), on en déduit, vu la forme de ag(s,y),

’ cz+d
que F(s, z) = 0 (autrement dit E(s, z) = E(1 — s, 2), et E(s, z) n’a pas de pole
en s = 1/2, car ce pole doit étre d’ordre pair au vu de la symétrie s — 1 — s)
et ap(s,y) — ag(l — s,y) = 0, quels que soient y > 0 et s € C pour lequel
tout est bien défini. L’identification des coefficients de y* et y' = dans ag(s,y)
et ap(l — s,y) nous fournit les équations fonctionnelles £(2s) = £(1 — 2s) et
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£(2s — 1) = £(2 — 2s) qui se résument a £(s) = &(1 — s). Ceci termine la
démonstration du théoreme.

5. Non annulation sur la droite Re(s) =1

Soit I'oo = { £ <0 1> , n € Z}. Clest un sous-groupe de SLy(Z) et on a
Im(yz) =Im(z) siz € H et v €'

Lemme lll.4.6. Si Re(s) > 2 et z € S, alors
E(s, z) = &(2s) Z Im(gz)°.

g€l \SL2(Z)

Démonstration. Commencons par constater que la somme dans le second
membre a bien un sens puisque Im(vgz) = Im(gz) si v € I'y,. Maintenant, si
(e,d) # (0,0), on peut écrire (c,d) de maniere unique sous la forme (ec, ed’),
oue>1let (d,d) =1 (eest donc le p.g.c.d. de ¢ et d). Ceci nous permet
d’écrire E(s, z) sous la forme

Bs.2) =5 (Y2 (2 m)

e>1 ( ’d’
—e2)(v+ Y ,yim)
(¢'d)=1 ¢'>1 'z + d]

Le lemme de Bézout permet de montrer que, si ¢ > 1 et d’ est premier & ¢/, il
existe @',V € Z uniques tels que a’d' —b/'d =1et —=1/2 < d'/c < 1/2. D’autre
part, tout élément de SLy(Z) n’appartenant pas a I's peut s’écrire de maniere
/ b/

C/ d/>> avec 7 € I‘007 Cl > 1et —1/2 < (II/C, < 1/2

unique sous la forme ~ (

On en déduit la formule

S

o Yy
Z Im(gz)s - ys + Z |C’z n d/|2s’

g€l 00 \SLo(Z) (¢ d)=1 ¢'>1

ce qui permet de conclure.

Proposition Il.4.7. Soit f : 2 — C une fonction faiblement modulaire telle
qu’il existe § > 0 et C > 0 tels que Uon ait |f(x +iy)] < Ce™ siy =1, et
soit f(x+1iy) = ez bn(y)e*™ le développement de Fourier de f. Alors,
quel que soit s #0,1/2, on a

+o0 .
/ G d“ly — £(2s) / 2o ()dy.
0
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Démonstration. Commencons par constater que la condition de décroissance
a l'infini que 'on a imposée a f implique que l'intégrale

/ B, 2) dy

converge (du moins si E(s, z) est défini, ¢ est—a—dire si s #0,1/2) et que la

fonction
/ d:v dy
S —— f

est une fonction holomorphe sur C — {0,1/2}. Comme par ailleurs, on a

fo x +iy)dz, la fonction by(y) est a décroissance rapide en I'infini
et en 0 grace a l'équation fonctionnelle f(—1/z) = f(z). Ceci implique que

+oo
8%/ y* " ?bo(y)dy
0

est une fonction holomorphe sur C tout entier. Pour vérifier I’'égalité ci-dessus,
il suffit donc de la vérifier pour Re(s) > 2, le cas général s’en déduisant par
prolongement analytique. Or on a

“+oo . -
/O y* o (g)dy = /B Ty dedy,

ou B = ]0,1] x ]0,+oo[C .#°. Maintenant, B est un domaine fondamental
de 7 modulo 'action de ', et, si on utilise I'invariance de f et de la mesure

dx d
Zzy sous l'action de SLo(Z) et le lemme II1.4.6, on obtient
—— s dx dy

/ F2)y* dady = / 2)Im(yz)" =

Poo\ WEFOO\SLQ(Z SL2(Z y
— Jdxdy

—[ Y FEme

SL2(2\7 5er,\SLa(2) Y

B E(s, z) dx dy
_/SLQ(Z)\%f(Z) £(2s) y*

ce qui permet de conclure.

Théoreme I11.4.8. La fonction ¢ ne s’annule pas sur la droite Re(s) =1

Démonstration. Si so vérifie ((sp) = 0 et Re(sp) =1, on a aussi ((so—1) =0
A cause de Péquation fonctionnelle ¢(s) = ¢(1 — s) et de ce que ¢(3) = ((s)
(on a sp —1 = 1—s5g). On en déduit le fait que ag(so/2,y) est nul quel
que soit y et donc que E(sp/2,2) = O(e~(178)27) au voisinage de 400, quel
que soit € > 0. On peut donc calculer le produit scalaire de Petersson de
E(so/2, z) avec E(s, z) pour tout s € C—{0, 1} et la proposition ITI.4.7 montre
que ce produit scalaire est nul. On en déduit, en utilisant ce résultat pour
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s = $0/2, que E(sg/2,z) est identiquement nulle, ce qui est absurde car la
fonction K, /o n’est pas identiquement nulle d’apres le lemme I11.4.2 et le
coefficient de Fourier aj(sg/2,y) n’est donc pas identiquement nul.

Remarque I11.4.9. Ce théoréme est une des étapes importantes de la
démonstration d’Hadamard du théoréme des nombres premiers.

II1.5. Opérateurs de Hecke
1. Généralités

Soient I' C G deux groupes. Si x € G, on note zI' (resp. I'z) le sous-
ensemble de G des éléments de la forme xy (resp. yz), avec v € T

Si X est un sous-ensemble de G, on note encore X la fonction caractéristique
de X; on a donc X(z) =1 (resp. X(x) =0) si z € X (resp. si z ¢ X).

Si K est un corps, soit K[I'\G/T'] 'espace vectoriel des fonctions ¢ : G — K
bitnvariantes (i.e. p(yr) = p(z) et p(zy) = ¢(z) quels que soient z € G
et y€T), et a support fini (i.e.il existe un ensemble fini I tel que
© = ictAi-Tz;). Remarquons que, si les x; ont des images distinctes
dans I'\G, les \; sont uniquement déterminés.

Proposition 111.5.1

(1) Sio =21 Xi-Ta; et ' =3 icyp;-Ty; sont deux éléments de [['\G/T],
alors

ox g = Z ity - Tiy;
(i,4)€IxJ

est un élément de K[I'\G/I'| qui ne dépend pas du choiz des z;, i € I et des y;,
jed.

(ii) K[I\G/T'], muni de la structure de K-espace vectoriel et de la multipli-
cation x ainsi définie, est une algébre associative admettant I' comme unité.

Démonstration. On peut supposer que les x; ont des images distinctes dans
I"\G (si z; et xy ont méme image dans I'\G, on a I'z; = T'zy en tant qu’en-
semble et donc aussi en tant que fonction et on peut regrouper ces deux
termes). D’autre part, si v € T, on a T'x;(xy~!) = Ta;v(z); ceci permet,
en utilisant I’identité

D A Taiy(e) =Y i -Tai(ay ™) = p(ay™) = p(z) = > N - Tai(),

i€l il il
de montrer qu’il existe une permutation o : I — I telle que, si ¢ € I, alors
Ai = Ag(s) et il existe v; € T tel que z;7 = %iZy(;)-

Passons a la démonstration du (i). Le choix des z; n’influe, de maniere
évidente, pas sur le résultat, et on peut changer y; en ~;y;, avec v; € I



ARITHMETIQUE DE LA FONCTION ZETA 95

D’apres la discussion précédente, si j € J, il existe une permutation o; : I — 1
telle que, si ¢ € I, alors A; = A, (;) et il existe ;; € I tel que z;v; = 7;,i%4, (i)
Notons (7', j') € I x J le couple (0(i), j); Papplication (4,7) — (¢, ') est une
bijection de I x J. On a alors

S iy Teoyyi= > Nipy-Tagauyy = Y Aepyr- Twiyye,
(4,7)€IxJ (4,7)€IxJ (4,5)€IxJ

ce qui permet de montrer que le choix des y; n’influe pas sur le résultat.

Comme ¢ x ¢'(yz) = ¢ * ¢'(z) de maniere évidente, il ne reste plus qu’a
démontrer que 'on a aussi ¢ x ¢'(x7) = ¢ * ¢'(z). Comme précédemment, il
existe une permutation 7 : J — J telle que, si j € J, alors u; = pur(;) et il
existe v; € I' tel que yj'y_l = YYr(j)- On a alors

ox ¢ (xy) = Z Aiptj - Ty () = Z Aigig - Ty ) (@),
(i,)€lx] (i,)€lx]

et comme fi; = pr(j), on peut faire le changement j' = 7(j), pour réécrire
cette derniere formule sous la forme

> iy - Teygy;,
(4,7)€IxJ

et utiliser I'invariance par rapport au choix des y; pour conclure.
Le (ii) est plus ou moins évident; par exemple, l'associativité découle
immédiatement de ’associativité de la multiplication dans G.

2. Opérateurs de Hecke

Nous allons appliquer les résultats précédents & G = GL2(Q)™, sous groupe
de GL2(Q) des matrices de déterminant > 0, et a I' = SLa(Z).

Lemme lI1.5.2. Si g € G est a coefficients entiers, il existe v € T tel que
vg = <g Z) , avec a = 1. De plus, a et d sont completement déterminés par g,
ainsi que la classe de b modulo d.

Y

dd
tels que ua’ +vd = 0. On peut alors, grace au théoréme de Bézout, trouver

Démonstration. Si g = ( ), on peut trouver u,v € Z premiers entre eux,

x,y € Z tels que zv — uy = 1 et prendre pour v = + <2 Z), le signe étant

choisi de telle sorte que a soit positif.
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Maintenant, si y1g = <%1 Zi) et yog9 = <ao2 22), alors

-1 azbi—a1b
1 1 _ (a1 b (a2 b _ [a1/ax g
N7 = (mg)(reg) = (0 d1> (0 d2> B ( 0 di/dy

est a coefficients entiers. Ceci implique que ao divise aq, do divise dy, et,
comme a1d; = asdy = det g et aq, ao, di, dy sont > 1, on obtient les égalités
a1 = as et di = do. Finalement, by — by est divisible par do, ce qui termine la
démonstration.

Lemme 111.5.3. Si n > 1, soient T,, [’ensemble des éléments de Ma(Z) de

déterminant n et R, =T (g 2) Alors Ty, et R, appartiennent a Q[I'\G/I'].

, . . . 1 0
Démonstration. Le résultat est immédiat pour R, car <g n) commute

a tout. La biinvariance de T, est une conséquence de la multiplicativité
du déterminant et la formule suivante, conséquence immeédiate du lemme
précédent, montre que T, est a support fini, ce qui permet de conclure

To= Y. F(SS).
a1

ad=n
bmodd

On note Tq la sous-Q-algebre de Q[I'\G/T'] engendrée par les T, et les Ry,
pour n > 1.

Théoreme I11.5.4
(i) On a
a) R,Ry = Rum quels que soient ny,m > 1;
b) R,T,, = TRy, quels que soient n,m > 1;
¢) T, Ty, = Tom quels que soient n,m > 1 premiers entre eur;
d) TprTp = Tprt1 + PRy Tpr-1 sip est un nombre premier et r = 1.
(ii) Tq est une algébre commutative

Démonstration. Commengons par montrer comment déduire le (ii) du (i).
Le d) permet de montrer, par récurrence sur r, que T)r est un polynome a
coefficients entiers en T), et R,; comme R, et T, commutent d’apres le b),
cela permet de montrer que T),r et T)s commutent si 7,s € N. Les autres
commutations sont immédiates en vertu des a), b) et c).
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Passons & la vérification du (i). Les points a) et b) découlent simplement

n0 X ny
de ce que < 0 > commute a tout élément de G. Passons au c¢). On a
n

Z Z <aa ab/ +,bd’> '
a>1 a’>1 dd
b‘ﬁlﬁb d b‘?’;}{;“;/

Si m et n sont premiers entre eux, il en est, a fortiori, de méme de a et d’, et
on est ramené & prouver que, si a et d’ sont premiers entre eux, si b (resp. V)
parcourt un systéme de représentants modulo d (resp. d'), alors ab’ + bd' par-
court un systeme de représentants modulo dd’. Comme il y a le bon nombre
d’éléments, il suffit de vérifier que 1'application (b,d’) — ab’ + bd’ modulo dd’
est injective. En regardant modulo d’, et en utilisant le fait que a est inversible
modulo d’, on voit que, si ab] 4+ bid’ = ably + bed' mod. dd', alors b} — bl est
divisible par d’ et donc b} = bl, puis que by — by est divisible par d et donc que
b1 = by, ce qui permet de conclure.

r—i b
Reste le point d). Ona Tyr =370 > 0dpi [ <p0 pi> et, en particulier,
p0 1lc
T,=T r ;
= (0n) 2 o)
cmod p

on obtient donc

nr,=y YoMy ) oy ().

t=0 bmod p* =0 b mod p? cmod p

Si on regroupe dans cette somme le premier terme et le morceau du second
terme correspondant a ¢ = r, on retrouve 'opérateur T)r+1 car pb + ¢ décrit
un systéme de représentants modulo p" ™! si b (resp. ¢) parcourt un systéme
de représentants modulo p" (resp. p).

On peut alors mettre R, en facteur dans ce qui reste, ce qui permet de le
mettre sous la forme

Y (X (7))

cmodp =0 bmod p?

Comme b + p" ¢ parcourt un systéme de représentants modulo p’ quand b

parcourt un systeme de représentants modulo p’, on voit que la somme entre
parentheses est égale a T),r—1 pour tout ¢, et donc que la quantité ci-dessus est
aussi égale a pR,T)r—1. Ceci permet de conclure.
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3. Action des opérateurs de Hecke sur les formes modulaires

ab

On définit Paction en poids k de v = (cd

f ¢ — C par la formule

) € G sur une fonction

e k—1
(dety) —f(v2).

fr(z) = (et dF

(La puissance de dety que l'on introduit est destinée a supprimer les
dénominateurs dans 'action des opérateurs de Hecke; un autre choix natu-
rel consisterait a prendre la puissance k/2-ieme pour rendre laction de G
unitaire.)

Sip=7> icgi-Tgi € QII\G/T] et f: 2 — C vérifie f|, v = f pour tout
v € I', on peut définir la fonction f|, ¢ par la formule

hoe(2) =D N+ fi9i(2),

1€l

ce qui ne dépend pas du choix des g;.

Proposition 111.5.5

(i) Si f € My (vesp. f € Si) et ¢ € QII'\G/I'], alors f|,» € My, (resp.
fi.% €Sk) ;

(i) Si f € My, et 1,02 € QII'\G/TI, alors

fi (o1 +@2) = floo1 + fl,o2 et fi (1% p2) = (f,01)),2-

Démonstration. L’invariance de f|, ¢ par I' et le (ii) se démontrent comme la
proposition II1.5.1. L’holomorphie de f), ¢ étant une évidence, il ne reste plus
Iy . . . b
qu’a considérer le comportement au voisinage de ic0. Si vy = <Z d> € G, et
si a/c = a1/cy avec ay, ¢y € Z premiers entre eux ((ai,c1) = (1,0) si ¢ = 0),
al b1

soient by,d; € Z tels que v = (
C1 d1

forme <%2 22) et on a

fi(2) = f0m (@) = as~g

) € I'. La matrice v, Ly est alors de la

asz + bg)
da '

On en déduit le fait que, si f est a croissance lente a l'infini (resp. est nulle &
I'infini), alors f|, v est & croissance lente a I'infini (resp. est nulle a l'infini), ce
qui termine la démonstration.
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Lemme lll.5.6. Si f € My et n > 1, alors

_ az+b
a=l, ad=n
bmodd

Démonstration. La premiere identité est évidente et la seconde suit du
lemme II1.5.2.

Proposition 111.5.7. 57 f € Mk, sin>=1etsiméeN, alors

Cm f|k Z a! Cnm/a? f)
a1
al(nm)
. d sidm,
Démonstration. On a Y, . 4 de2”rmb/d = { 1 d| . On en déduit la
0 sinon.
formule N
b (e.e]
>t <t S

b mod d
Sia > 1 divise n, la contribution de >, 4 4 kf(‘““’) a cm(f),Tn) est donc

nk_ldl_kcdm/a(f) = ak_lcnm/az (f) sia divise m,
0 si a ne divise pas m.

On en tire le résultat.

La proposition précédente admet plusieurs cas particuliers intéressants

Corollaire I11.5.8. Si f € M, sin > 1, alors
(i) co(f},Tn) = or—1(n)co(f);
(ii) e1(f),Tn) = cu(f);

(iii) Si f € Mg, sip est un nombre premier et si m € N, alors

(f, T,) = cpom (f) si p ne divise pas m,
g cpm(f) +pk_1cm/p(f) si p divise m.

Théoreme 111.5.9. Soit f € My — {0} vecteur propre pour tous les opérateurs
T,, n > 1 de valeur propre \,. Alors,
(i) er(f) #0;
(ii) si on a normalisé f de telle sorte que c1(f) =1, alors A, = ¢, (f) pour
tout n > 1; de plus les ¢, (f) vérifient les relations
(a) cn(f)cm(f) = Cum(f) sin et m sont premiers entre eux;
(b) cprt1(f)—cp(f)ep (f)+ " epr—1(f) = 0 sip est un nombre premier
etr > 1.
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Démonstration. D’apres le (i) du corollaire I11.5.8, on a ¢, (f) = Ayc1(f) si
n > 0. En particulier, si ¢;(f) = 0, alors f est constante, ce qui est en
contradiction avec 'appartenance de f a My — {0}.

Maintenant, si ¢;(f) = 1, on a ¢, (f) = A, et le reste du théoréme est une
traduction du théoreme II11.5.4.

Corollaire 111.5.10 (Théoreme de multiplicité 1). Si f et g sont deux formes
modulaires de poids k, vecteurs propres des T,, avec la méme valeur propre
pour tout n > 1, et si f et g sont normalisées (ci1(f) = c1(g) = 1), alors
f=g

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le (i) du théoreme précédent & f — g.

Proposition 111.5.11. La série d’Eisenstein Gox(z) = %Egk(z) est une

forme propre normalisée pour tous les T,,, et on a (GQk)kan = o9—1(n)Gay.

Démonstration. On a Gog(z) = (fgf:))Qk C(2k) + 32+ ao_1(m)g™. En par-
ticulier, ¢1(Gaog) = 1 et ¢ (Gag) = o9k—1(m) si m > 1. Pour démontrer la
proposition, il suffit donc de prouver que Gy est vecteur propre de T, pour
la valeur propre o9;_1(p), ce qui se ramene a vérifier que, si p est un nombre

premier, on a

S . o .
(1+p°) st _ Zd\pmd si p ne divise pas m,
dm Zd\pm d® +p° Zd\ﬂ d® sip divise m.
P

Ceci ne pose aucune difficulté.

Théoreme 111.5.12. 5i n > 1, Dopérateur Ty, agissant sur S muni du produit
scalaire de Petersson, est hermitien.

Démonstration. Cela résulte, par un calcul un peu pénible, de 'invariance de
la mesure hyperbolique sous 'action de SLg(Z). (Pour se simplifier la vie, on
peut se contenter de traiter le cas p premier.)

Théoreme 111.5.13.S;. et My admettent une base de formes propres pour tous
les T,,, n = 1; de plus, si on normalise ces formes propres, alors une telle
base est unique a permutation preés de ses éléments.

Démonstration. L’unicité d’une telle base (& permutation pres et modulo son
existence) est une conséquence du théoreme de multiplicité 1. De plus, comme
My = CE DSy, et Ei est une forme propre pour tous les T, il suffit de traiter
le cas de Sy. Les T,, étant hermitiens, ils sont diagonalisables (dans une base
orthonormée), et, comme ils commutent deux a deux, on peut trouver une base
dans laquelle ils agissent tous de facon diagonale, ce qui permet de conclure.
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II1.6. Fonctions L des formes modulaires

1. La transformée de Mellin

Proposition 111.6.1

(i) Si ¢ : R — C une fonction continue telle qu’il existe A > B tels que
©(t) = O(tY) au voisinage de t = 0 et o(t) = O(t®) au voisinage de +o0, la
transformée de Mellin Mel(p, s) de ¢, définie par

+oo dt
Mel(g.s) = [ e
est holomorphe sur la bande —A < Re(s) < —B et bornée sur toute bande de
la forme a < Re(s) < b, avec —A <a <b< —B.

(ii) Si ¢ est de classe €7 et si o) (t) = O(t ") au voisinage de t = 0 et
e (t) = O(tP") au voisinage de +o0, alors Mel(p, s) est O(|s|™") sur toute
bande de la forme a < Re(s) < b, avec —A < a <b < —B.

(iii) Si de plus, r = 2, on peut retrouver ¢ a partir de sa transformée de

Mellin par la formule d’inversion
1 c+i00
o) = 5= [ Mel(p, 92~
2im c—100
ot ¢ est un élément quelconque de | — A, —B].

Démonstration. Le (i) est immédiat et le (ii) est une conséquence de la formule

Mel(p, s) = T D) (_:l(lT+ o) Mel(o"), s +7)

qui s’obtient par intégration par partie. Finalement, si on note 1. : R — C la

fonction définie par ¥.(z) = p(e*)e*, alors
— too .
Mel(yp, ¢ + iu) = .(u) = Ye(x)e™ dx,

est la transformée de Fourier de .. On déduit alors le (iii) de la formule

d’inversion de Fourier
1 [T~ ,
Ye(z) = o | Ye(u)e " du,
I’hypothese r > 2 suffisant a garantir que I'on est dans les conditions d’appli-

cation de cette formule d’inversion : on obtient
1 c+ico +oo __

- Mel Sl — —clogr—iulogmd
2im | el(e, s)z%ds o | Ye(u)e u

= e~y (log z) = p(x).

Exercice 111.6.2. Calculer | etico I'(s)t™*ds par la méthode des résidus ; retrou-

c—100
ver la formule d’inversion de Mellin pour e™%.
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2. Transformée de Mellin des formes modulaires

Sif= Zjnozoo em(f)q™ € Moy, on définit la fonction L de f par la formule

I'(s)
(2m)®

+oo
L(f,s) = Y em(f)m™*, et onpose A(f,s) = ==-L(f,s).

m=1
Exemple 111.6.3. La fonction L de la série d’Eisenstein Go est donnée par la
formule

L(Gag,s) = C(s)¢(s — 2k + 1).

Démonstration. On a Gog(z) = (E;f:))Qk C(2k) + 3272 o9 _1(m)g™, et donc
+oo
L(Garrs) = > (D2 a7 (ad)™
m=1 d>1
ad=m
+00 400
=33 atd* T = ((s)C(s — 2k + 1).
a=1d=1

Théoreme I11.6.4
(i) La série définissant L(f,s) converge absolument pour Re(s) > 2k et
définit une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 2k.
(ii) La fonction A(f,s) vérifie les propriétés suivantes :
(a) elle admet un prolongement méromorphe a C tout entier;
(b) elle satisfait a I’équation fonctionnelle

A(f.s) = (1) 7 A(f, 2k — 5);
(c) elle est holomorphe en dehors de poles simples en s =0, de résidu

—co(f), et en s =2k, de résidu (—1)*co(f) ;
(d) elle tend vers 0 a linfini dans toute bande de la forme a <Re(s) <b.

Démonstration. Le (i) suit de la majoration c,,(f) = O(m?*~!) que nous
n’avons pas démontrée. . .

Pour démontrer le (ii), considérons la fonction ¢ : R¥ — C définie par
@(t) = f(it) — co(f). Cette fonction est €>° sur R¥, vérifie I'équation fonc-
tionnelle

(1) = (—1) (1) + (1) e (f) — co(f),
et est O(e~2™) au voisinage de +oo. Par ailleurs, on a

oo dt
/ e” 5 — =T(s)a"%,
0 t

si a > 0 et Re(s) > 0. Ceci permet d’écrire A(f,s) comme la transformée de
Mellin de ¢, (du moins si Re(s) > k, de maniére que 'on puisse intervertir



ARITHMETIQUE DE LA FONCTION ZETA 103

somme et intégrale). Coupant 'intégrale de 0 & +00 en une intégrale de 0 & 1
et une de 1 & 400, et faisant le changement de variable ¢ — ¢t~! sur le premier
morceau nous permet, en utilisant I’équation fonctionnelle ci-dessus, d’obtenir

+00 “+oo
Mps = [ e e T [ e

t
400 _1)\k +oo
0 [ e e an (S0 ) 4 [ e

On en déduit les points (a), (b) et (c). Le point (d) s’obtient en remarquant

que l'on a
oo d (1) 1 [* dt
Ot — = — S ()=
| e =22 -2 [ e g,

et que ffroo @' (t)t" 1L est borné dans toute bande de la forme a < Re(s) < b.

Le théoreme précédent admet une réciproque que voici :

Théoreme 11.6.5. Soit (¢;)meN une suite de nombres complezes. Si la série
de Dirichlet L(s) = ::3 cmm™° converge absolument dans un demi-plan de

la forme Re(s) > A, et si la fonction A(s) = %L(s) vérifie les propriétés
suivantes :

(a) elle admet un prolongement méromorphe a C tout entier;
(b) elle satisfait a I’équation fonctionnelle

A(s) = (=1)"*A(2k — s);

(c) elle est holomorphe en dehors de poles simples en s = 0 et en s = 2k,
le résidu en s = 0 étant —cg ;
(d) elle tend vers 0 a l'infini dans toute bande de la forme a < Re(s) <b;

alors Z;C;OO cmq™ € Moy,

Démonstration. Soit f(z) = ;LOZOO cmq™. L’existence d’un demi-plan de
convergence pour la série de Dirichlet montre que f est holomorphe sur le
demi-plan de Poincaré. Pour prouver que f € My, il suffit, car f est inva-
riante par z — z + 1, de prouver que la fonction g(z) = 272 (=) — f(z) est
identiquement nulle sur #. Par prolongement analytique, il suffit de prouver
que g est identiquement nulle sur i{R%. Pour cela, considérons la fonction
o(t) = f(it) —co = 3t ¢ne 2™, La fonction A(s) est alors la transformée

de Mellin de ¢ et la formule d’inversion de Mellin nous donne, si ¢ > A,

_1)k c+1i0o _1\k petioco
p(t) — ( t21k) p(t™h) = L( / A(s)t*ds — (t21k) / A(s)tsds>.

20m —ico —1400
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Par ailleurs, I’équation fonctionnelle A(s) = (—1)¥A(2k — s) nous donne

(_1)k c+100 c+io0 e
% / A(s)t’ds = / A2k — s)t° % ds

—100 —100

2k—c+ioco

= / A(s)t™ % ds.
2k—c—ioc0

Maintenant, la formule des résidus appliquée a Uintégrale de A(s)t™* sur le
rectangle de sommets c—iT, ¢+ iT, 2k —c+iT et 2k — c— 4T, et un passage a
la limite en faisant tendre T vers +oo [c’est 1a que 'on utilise 'hypothese (d)],
nous fournissent la formule
(-1

t2k €o,

—1)k
o(t) — ( t%) (™) = Ress—oA(s)t % + Resg—op A(s)t° = —co +

ce qui permet de conclure. (L’équation fonctionnelle A(s) = (—1)FA(2k — s)
montrant que le résidu en s = 2k de A(s) est (—1)¥cq si le résidu de A(s) en 0
est —cp.)

3. Opérateurs de Hecke et produits eulériens

Théoreme lll.6.6. Si f € My est un vecteur propre pour tous les T, n > 1, et
est normalisée, alors L(f, s) admet une factorisation en un produit de facteurs

d’FEuler .
Lifs)= ]I

p premier 1 —c,(f)p=s + p2k—1-2s"

Démonstration. Comme f est vecteur propre des T,,, on a ¢, (f) =1, Cpri (f)
sin =], p;" est la décomposition en facteurs premiers de m. On obtient donc

Lif,s)= J] Q+e(hp*+eelflp > +--).
p premier
D’autre part, les c,-(f) satisfont & une relation de récurrence linéaire de de-

gré 2, et, si et 5flsont}?s deux racines du polynéme X2 — ep(f )X+p2k_1 =0,
p" T op”
alors cpr (f) = % On obtient donc

+o00 p'r+l pr+1

+...:Zup—m

r=0 A~ ﬁp

_ 1 ( ap B Bp )
ap — B\l —app™® 1 —Bpp~*
1 B 1
(1 —app=)(1 = Bpp=%) 1 —cp(f)p~t 4 p—172s

ce qui permet de conclure.

Lt ep(f)p™" + (™
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Le théoreme I11.6.6 permet de démontrer une forme forte du « théoréeme de
multiplicité 1 ».

Corollaire llI1.6.7. Si f,g € My, vérifient les conditions :

(a) ai(f) = aai(g) = 1;

(b) quel que soit p premier, f (resp. g) est vecteur propre de T, pour la
valeur propre A, (resp. fip) ;

(c) Ap = pp sip est assez grand ;
alors f = g.

Démonstration. Soit I 'ensemble fini de nombres premiers tels que A, # .

La fonction
2k—1—2s

h(s):L(f’s) _Hl—u p—s+p

_ 2k—1—2s
pell App™ % +p

vérifie I’équation fonctionnelle h(2k — s) = h(s) d’apres le théoreme I11.6.4.
Par ailleurs chacun des termes w, du produit vérifie I’équation fonctionnelle
up(2k —1—5) = uy(s), et donc h(s) est périodique de période 1. Comme h est
une série de Dirichlet E:ﬁ apn~®, cela se traduit par na, = a,, pour tout n,
ce qui implique que h est constante. On en déduit le résultat.

Lemme 1I1.6.8. Soit Pp;, 1 < i < d, p premier, une famille de polynomes
vérifiant les conditions suivantes

(a) Ppi(0) =1 quel que soient i et p;

(b) si i # j, il existe, quel que soit B > 0, un nombre premier p > B, tel
que P, ; et P, ; sont premiers entre eux;

(c) il existe des mombres complexes N\;, 1 < i < d et des séries entiéres
R, =apo+ap1X+--- € C[[X]] avec apo =1 pour p assez grand, tels que l’on
ait

—S
Z Hp i HR
alors il existe A tel que l'on ait Pm(X) = Rp(X)_l quel que soit p > A et
1<i<d.

Démonstration. Soient
—+o0
ai,n”° et R,(p™%) = b,n"*
H P Z P
P, P n=1

La démonstration se fait par récurrence sur d. Si Z?Zl W =0,
o

on peut faire passer un des termes de 'autre coté et utiliser ’hypothese de
récurrence. Sinon, il existe n tel que b, # 0.
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Si on fixe p premier ne divisant pas n et tel que R,(0) =1, on a alors

d 1 d +o00
_ Ky — — _
Do Nitin s = DN D g () = b Ry ().
i=1 P i=1 k=0

En particulier, R, est une fraction rationnelle.

Choisissons alors ¢ assez grand pour que R;(0) = 1 et qu’il existe j' # j tels
que Py ; et Py ;s soient premiers entre eux. Soit Py ; = [, QZk la décomposition
de Py ; en facteurs premiers dans C[X]. Soit o; (resp. §) le coefficient de Q; ™
dans la décomposition en éléments simples de % (resp. Ry(X)). Comme

Py est premier a Py ;, on a ay = 0 et on obtient

i s
> TN [IR:(7),
i pFAL ~ D5t p I,

(2

ce qui permet d’utiliser I’hypothese de récurrence pour conclure.

Théoreme I11.6.9. Soit f € Mag. Si L(f,s) admet une factorisation du type

L(f,s) = Hp premier Ly(f,8), od Ly(f,8) =1+ cp1p™ %+ cpap 2+ est une
série de Dirichlet ne faisant intervenir que des puissances de p, alors f est
vecteur propre pour tous les T, n > 1, et est normalisée.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme précédent, en écrivant f
sous la forme ), A;f;, ol les f; sont des vecteurs propres normalisés de tous
les T,,.

4. Torsion par un caractere de Dirichlet

Définition 111.6.10. Si f est une forme modulaire de poids 2k pour SLa(Z) et x
est un caractere de Dirichlet de conducteur m, on appelle tordue de f par le
caractere x la fonction f, donnée par la formule f,(2) = 3% x(n)c,q™.

Lemme lll.6.11. G(x)fy-1(2) = > x(a)f(z+ ).

a mod m
Démonstration. Un calcul immédiat nous donne

“+oo
> x@f+—) = Glhon)d",
n=1

a mod m

ce qui, utilisant le lemme 1.5.1, permet de conclure.

Proposition 111.6.12.
G fy1 () = (m2)* x (=G () f(2)-
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Démonstration. Soit a premier a m. On part de la formule

Fo 4 2= 1) = o (1l (05 ) ))

m2z  m m2z m?

ma -1\ _ (a —%ﬂ m y
m? 0 m  —y 0m
et si on a choisit y € Z tel que ay + 1 = 0 mod m (ce qui est possible car

_aytl
(a,m) = 1), la matrice <7(711 m ) appartient & SLo(Z) et donc

D’autre part, on a

(e (28 N @ = (1 (1))@ = s+ 2,

On obtient donc, en remarquant que x(a) # 0 implique a premier a m et que
x(a) =x"'(—y) si ay +1=1mod. m,

GOf ()= 3 M@yt )
a mod m

= m2)* Y X+ )

y mod m
= (m2)*x(~=1)G(x ") fx(2),

ce qu’il fallait démontrer.
Exercice 111.6.13. Montrer que f, € Sar(m?, x?)

Si x est un caractére de Dirichlet de conducteur m, on pose

= X(n)Cn S F
L(f,x,8) =) === et A(f,x,s)=m L(f, X, 5)-
n=1

n (2m)®

Si f est une forme propre pour les opérateurs de Hecke et normalisée, alors

1
L(f,x:8) = 1;[ 1 —cp(x(p)p~*) + p** 1 x(p)p=*)*

Proposition 111.6.14. A(f, x,s) et donc L(f,x, s) a un prolongement analytique
a C tout entier et vérifie I’équation fonctionnelle
A(f,X,S) A(f7 X_172k_8)

N A2 Ve
T R N et
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Démonstration. On a A(f,x,s) = 0+°O fx(i%)ts% et le prolongement analy-
tique s’obtient en utilisant la décroissance rapide de f au voisinage de 0 et
de ico0. D’autre part,

feo ot dt [T Glx) 1 1 dt
| ntime = [ g S e ) T

et I’équation fonctionnelle s’obtient en changeant ¢ en 1/t dans 'intégrale.

IT1.7. Formes de niveau supérieur

Ce § est un résumé, sans démonstration de la théorie en niveau N > 1. Les
énoncés sont assez similaires a ceux que l'on rencontre en niveau 1. On ne
s’intéresse qu’au cas du caractere trivial, mais les énoncés pour Sg(I'o(N), x),
X : (Z/NZ)* — C* sont juste plus visuellement compliqués.

1. Opérateurs de Hecke et d’Atkin-Lehner
Si (n,N) =1, on définit 'opérateur T,, sur Si(T'o(N)) par la formule
_ . ,.,0z+Db
[ Ta(z)=nF"1 > d kf(T)'
a1, ad=n
b mod d

Si p est un nombre premier divisant N, on définit un opérateur U,
Sk(To(N)) — Sk(Fp(N)) par la formule

£ Un(2) =% S A

b mod p

az+b)
p

et une involution wy : Si(I'o(N)) — Si(T'o(N)) par
_ _ -1
fiaws(z) = N2~ ().

Lemme [11.7.1. Si dM|N et si f € Sk(I'o(M)), alors fq € Sk(T'o(N)), ot fq :
H — C est la fonction définie par fq(z) = f(dz).

Démonstration. Calcul immédiat.

On dit que f est nouvelle de niveau N si f € S(I'g(N)) est orthogonale, pour
le produit scalaire de Petersson, a toute forme du type g4, ot g € Si(T'o(M))
et dM|N, M # N. On note SV (I'g(N)) le sous-espace des formes nouvelles de
niveau N. On dit que f € Si(I'g(N)) est primitive si

— f est nouvelle de niveau N,

— f est vecteur propre de tous les T, (n,N) =1,

— f est normalisée (i.e. c1(f) =1).
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Théoreme I11.7.2

(i) La sous-algébre de End(Sk(To(N))) engendrée par les T,, (n,N) = 1,
les Uy, p premier divisant N, et wN est commutative.

(ii) Les Ty, (n,N) =1 agissent de maniére hermitienne sur Si(T'o(N)).

(ili) Sp™(I'o(N)) admet une base formée de formes primitives. De plus, si
f= :rno:ol em(f)q™ est un élément de cette base, alors f est aussi vecteur
propre des Uy, pour p|N, et de wn, et on a

(@) fi,Tn=cn(f)f et cm(flen(f) = cam(f) si (n,m) =1;

(b) cpra1(f) = ep(fepr (f) + p"Lepr—1(f) = 0 si p est un nombre pre-
mier ne divisant pas N et r > 1;

(©) f1,Up = cp(f)f et cpr(f) = (cp(f))" si p est un nombre premier
divisant N ;

(d) flrwn =¢erf, avec ef € {£1}.

(iv) Si f € S(I'o(N)) et g € Sp(I'g(M)) sont primitives et si cp(f) = cp(g)
en dehors d’un nombre fini de nombres premiers, alors N=M et f = g.

(v) SiM €N, soit fa, i € In une base de SV (I'g(M)) formée de formes
primitives. Alors on obtient une base de Si(To(N)) formée de vecteurs propres
pour tous les Ty, (n,N) = 1, en prenant les fonctions de la forme fui(dz),
ot M parcourt les diviseurs de N et d les entiers > 1 tels que dM|N.

2. Fonctions L

Théoreme lII.7.3. Soit f = Z;(fl em (f)q™ une forme primitive de niveau N et
ey € {£1} tel que fj,wn = ey f. Soient

00 s
L) = 3 enlPm™ et Alf9) = T(6) (D) Lr0),
m=1

(i) L(f,s) admet une factorisation en produit de facteurs d’Euler

1 1
L(f7 S) - H W H 1 — cp(f)p—s +pk—1—25'

(p,N)=1

(ii) La fonction A(f,s) admet un prolongement analytique a tout le plan
complexe, tend vers 0 a l'infini dans toute bande verticale a < Re(s) < b et
vérifie l’équation fonctionnelle

A(f,s) =i FepA(f, k= ).
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Plus généralement, si (D,N) = 1, et si x est un caractére de Dirichlet de
conducteur D, alors

“+oo

D fo=D_ x(m)em(f)g™ € Sp(To(ND?), x?);

m=1

() x(-N)CO - (gmps) = (DVR2e GO i (2),

B 1 1
(111) L(fX7 3) = H 1_ X(p)cp(f)p_s H 1 — X(p)cp(f)p_s + X(p)ka—l—Qs

pIN (p.N)=1
() M) =T (2D) L

vérifie I’équation fonctionnelle

A(fy,s) ik A(fy-1,8)
G TGk
Réciproquement, si (¢;,)m>1 est une suite de nombres complexes telle que
la série "% |c,,|m ™ converge absolument dans un demi-plan Re(s) > A, et
vérifie les propriétés ci-dessus, pour tout caractére de Dirichlet de niveau D
premier a N, alors Zjnozol amq™ est une forme primitive de niveau N.

x(—N)

I11.8. Fonctions zéta de Hasse-Weil

Soit A une algebre de type fini sur Z; il existe donc d € N et un idéal I de
Z[Xy,...,X4] tels que 'on ait A =2 Z[Xy,...,X4]/L

Proposition 111.8.1. Si m est un idéal mazimal de A, alors A/m est un corps

fini.
La proposition précédente permet de considérer les séries de Dirichlet

Ca(s) = [T = 1A/m[~*)~!

m

et

Cap(s) = H(l — |A/m|™*)7L, si p est un nombre premier.
mop

Ces séries sont des produits de séries de Dirichlet a coefficients positifs et la
fonction (a(s) se factorise en produit de facteurs d’Euler sous la forme

¢a(s) = [T ¢ans).
P
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1. Nombre de points des variétés sur les corps finis

L’anneau Z[Xy,..., X ] étant noethérien, 'idéal I possede un systéme fini
de générateurs. Si fi,...,f, est un tel systeme, on peut s’intéresser aux
solutions du systeme fi(x) = --- = fp(x) = 0 dans différents corps. Comme

nous le verrons plus loin, la fonction (A (s) est fabriquée a partir du nombre
de solutions de ce systeme dans les différents corps finis. Considérons en
particulier les variétés algébriques Vo, et V), pour p premier, définie par

Voo = {2 = (21,...,29) € CL, fi(z)=--- = fulz) =0},
V, = {z=(z1,...,20) €', fi) =--- = fulx) = 0}.
Sir > 1, soit
Npr = |Vp(Fpr)| = {(z1,...,24) € Vp, x; € Fir si 1 <0 < d}|.

On définit la fonction zéta de V), par la formule

“+oo

N
Zy,(T) = exp (Z %Tr).
r=1
Théoreme 111.8.2
(i) Zv,(T) € Q(T)
(ii) Si INZ =0, il existe M > 0, tel que, si p > M, alors on peut écrire
Zv,(T) sous la forme H2d P”’(T), ou, 51 0 <1 < 2d, Py et Qi) sont des

=0 Q; p(T)
polynoémes a coefficients entiers dont le terme constant est €gal a 1, et dont tous

les zéros sont de valeur absolue p~ 2. De plus, degP; , — deg Q;p, ne dépend
que de la géométrie de V ; en particulier, degP; , — deg Q;, ne dépend pas
de p > M.

Commentaire. Le théoreme ci-dessus est une version imprécise des conjectures
de Weil (1949) sur le nombre de points des variétés algébriques sur les corps
finis. Le (i) a été démontré par Dwork (1962) par une méthode tres astucieuse
et «élémentaire ». L’existence d'une décomposition naturelle de Zv,(T) sous la

forme H?io gz‘; ((?) telle que degP; ,, —deg Q; , ne dépende que de la géométrie
de Vo a été démontrée par Grothendieck (1964) comme aboutissement d’un
énorme programme qui a totalement révolutionné les mathématiques. Finale-
ment, le fait que les zéros de P;, et Q;, sont de valeur absolue p~%/2, « hy-

potheése de Riemann sur les corps finis », a été démontré par Deligne (1973).

2. La conjecture de Hasse-Weil

Pour faire le lien entre Zv, (T) et le facteur d’Euler (5, de {5 en p, nous
aurons besoin du résultat suivant qui est une des formes du « théoreme des
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zéros de Hilbert » Si m est un idéal maximal de A tel que la caractéristique
du corps A/m est p, soit

Vi ={z €V,, f(z) =0 quel que soit f € m}.

Proposition 111.8.3. Si p est un nombre premier, l’application m — Vo, induit
une bijection de ’ensemble des idéaux maximaux de A contenant p sur l’en-
semble des orbites de V,, sous laction de G, = Gal(F,/F,). De plus, si m est
un idéal mazimal de A contenant p, alors le cardinal de Vy, est égal au degré

du corps résiduel A/m sur F,.
Proposition 111.8.4. On a
Cap(s) =Zv,(p77).

Démonstration. Six = (x1,...,2q) € Vp, soit d(z) = [Fplz1,...,z4] : Fpl;
c’est le degré du corps de définition de .
Sir € N, soit N}, = [{zx € V},, d(z) = r}|. Comme les sous-corps de Fe

sont les Fy,-, avec rle, on a
. /
Np’e o Z Np7e'

rle
Maintenant, comme les idéaux maximaux de A contenant p sont en bijection
avec les idéaux maximaux de A,, et donc aussi avec les orbites de V,, sous
I'action de G, et comme l'orbite d'un point x € V,, contient d(z) éléments,
on a

o= I -

z€V,/Gp
_ H (1 N p—d(x)S)—l/d(r) _ ﬁ(l N p—TS)—N;’T/T‘
€V r=1
~+o00 Nlp,r +o00 p—drs +00 p—eg .
e (EE ) (B (£)

ce qui permet de conclure.

Comme le nombre de points de V,(Fr) est < p?" cela permet de démontrer
que le produit définissant (5 (s) converge absolument pour Re(s) > d + 1 et
donc définit une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s) > d + 1.

Conjecture 111.8.5

(i) Ca(s) admet un prolongement méromorphe a tout le plan complezxe, dont
les zéros et les poles se situent aux entiers < d+1 et sur les droites Re(s) = /2,
0<i<2d+1.
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(ii) Plus précisément, si on fize i, on peut compléter Hp>M % en
= i,p

une fonction Ly ;(s) en la multipliant par un produit de facteurs d’Euler pour
p < M et par un produit de facteurs Gamma [i.e. un produit de facteurs du
type 7T_(5+k)/2F(SJ2r—k)] ne dépendant que de la géométrie de Vo, de telle sorte
que

a) Lai(s) ait un prolongement méromorphe a tout le plan complexe et
une équation fonctionnelle du type La ;(s) = £N;°La (i + 1 —s), ot N; est
un entier dont tous les diviseurs premiers sont < M,

b) les zéros et les poles de Ly ;(s) sont tous sur la droite Re(s) = S5
(et en 5, 5+ 1 sii est pair).

Commentaire. Cette conjecture est presque un théoreme si INZ # {0}
d’apres le théoreme II1.8.2 et la proposition II1.8.4. Par contre, dans le
cas ou INZ = {0}, la conjecture (ii) a) n’a été démontrée que dans des cas
trés particuliers, le plus célebre étant celui correspondant a la conjecture de
Taniyama-Weil. Quant au (ii) b), « hypothese de Riemann généralisée », il n’a
été démontré dans aucun cas!

3. Exemples

Si A = Z, on retombe sur la fonction zéta de Riemann ((s). Plus
généralement, si F est un corps de nombres et A est ’anneau des entiers de F,
alors (a(s) est la fonction zéta de Dedekind de F.

SiA=7Z[Xy,....,.Xgl,onal=0etV, = F_pd, et donc V,(F,r) = Fgr et
Npr = p?". Ceci nous donne

too  dr
Zy, (T) = exp (3 ET7) = (1= p'T) 7,
r=1

et donc (a(s) = ((s —d).

Si A = Z[X]/(2X — 1) = Z[3], les idéaux maximaux de A sont ceux de Z
moins 'idéal (2) puisqu’on a rendu 2 inversible. On obtient donc (x(s) =
(1—279)C(s).
Si A = Z[X]/(2X), on a V, = {0} et Cap(s) = (1 —p %)~ sip # 2, et
Vo =Fs et (a2(s) = (1 —27%)71 ce qui nous donne (u(s) = 11__2%«8).
SiP(X) = X(X—N) et A = Z[X]/P, alors V,, = {0,N} C F,, a deux éléments
et (A p(s) = (1—p~*)~2 si p ne divise pas N, et un seul et (s »(s) = (1—p~*) 7L,

si p divise N, on obtient donc (x(s) = ((s)? [Tn(=p7%).

Plus généralement, si P € Z[X] est un polynéme non constant, si P =
P’fl -+~ Pkr est sa décomposition en facteurs irréductibles dans Q[X], si F; est
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le corps de nombres Q[X]/P; et si A = Z[X]/P, alors (a(s) ne differe de
[T;—; ¢r,(s) que par un nombre fini de facteurs d’Euler.

Si A est monogene sur Z (i.e. est un quotient de Z[X]), le théoreme 1.6.1
permet donc de démontrer une bonne partie de la conjecture I11.8.5. C’est tres
loin d’étre le cas dans le cas non monogene. Par exemple, si A = Z[X,Y]/P, la
fonction () (s) s’exprime en termes de fonctions zéta de Dedekind si deg P < 2,
mais ce n’est plus le cas (en général), si degP > 3. Si degP > 4, on ne
sait traiter que des cas particuliers tres spéciaux et le cas degP = 3 vient
en grande partie d’étre résolu par Wiles et ses successeurs (Breuil, Conrad,
Diamond et Taylor) qui ont démontré la conjecture de Taniyama-Weil : de
maniere (im)précise, on a le résultat suivant.

Théoreme 111.8.6. Si a, 3,7 € Z, si P(X,Y) = Y? = X3 — aX? — X — 1, et
si A = Z[X,Y]/P, alors il existe un entier Np («explicite ») et une forme
modulaire fp parabolique primitive de poids 2 pour T'o(Np) tels que (a(s) ne
differe de L(fp,s) 1¢(s — 1) que par un nombre fini de facteurs d’Euler.

Ce théoreme, couplé avec la « conjecture € » de Serre, démontrée par Ribet,
a des retombées assez spectaculaires. La «conjecture ¢ » décrit les congruences
que ’on peut avoir entre les coeflicients de Fourier de deux formes paraboliques
primitives pour des poids et des niveaux différents (les coefficients de Fourier
d’une forme parabolique primitive sont des entiers d’une extension finie de Q).
Si p > 5 est un nombre premier, si a,b, c sont des entiers non nuls tels que
al + P =P, si P(X,Y) = Y2 - X(X — a?)(X + W), et si fp = > ang”,
alors la « conjecture € » garantit I’existence d’une forme modulaire parabolique
g = Z:ﬁ bnq™, de poids 2 pour T'y(2) ou I'y(1), telle que, si F est le corps
de nombres obtenu en adjoignant les b, & Q, alors Ng/q(an — by) est divisible
par p quel que soit n > 1 (plus précisément, il existe un idéal premier p
de Op divisant p tel que a, soit congru a b, modulo p pour tout n > 1).
Comme a; = 1 et comme une forme parabolique de poids 2 pour I'y(2) ou
I'p(1) est identiquement nulle, cela conduit & une contradiction ; on en déduit
le théoreme de Fermat.
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CHAPITRE IV
LES NOMBRES p-ADIQUES

IV.1. Généralités sur les corps normés

1. Normes et valuations

Définition IV.1.1. Soit K un corps. Une norme sur K est une application z — |z
de K dans R vérifiant les 3 propriétés suivantes

(i) [z =0 x=0.

(i) Jzy] = o] -yl

(i) Jo + | < || + |y]

Si | | vérifie la condition (iil’) |z+y| < sup(|z|, |y|) plus forte que la condition
(iii), on dit que la norme est ultramétrique.

Définition 1V.1.2. Si K est un corps, une valuation v sur K est une application
v: K — Ry U{+oo} vérifiant les trois conditions suivantes :

(i) v(z) =40 2z =0.

(i) v(zy) = v(@) + oly).

(iii) v(z +y) = inf(v(z), v(y)).

Remarque IV.1.3

(i) Si K est un corps muni d’une norme ultramétrique | | et si A < 0, alors
v:K— Ry U{+o00} défini par v(z) = Alog |z| est une valuation sur K.

(ii) Réciproquement, si v est une valuation sur K et 0 < a < 1, alors
|z| = a*®) est une norme ultramétrique sur K.

Lemme IV.1.4. Si | | est ultramétrique et |x| # |y|, alors |z + y| = sup(|z|, |y]|)-

Démonstration. Quitte & permuter x et y, on peut supposer |z| > |y|. On a
alors

|z +y| <lz| =[x +y) —y| <sup(|z +yl,|y])

et comme |y| < |z|, on en déduit I'égalité sup(|z + yl,|y|) = |z + y|, ce qui
permet de conclure.

Proposition 1V.1.5. Si K est un corps et | | est une norme ultramétrique
sur K, alors 0x = {x € K | |z| = 1} est un anneau local d’idéal mazimal
m={zeK||z|] <1}

Démonstration. Le fait que Ok soit un anneau et m un idéal est une
conséquence immédiate de I'inégalité ultramétrique. D’autre part, si  est un
élément de Ok n’appartenant pas a m, alors |z| = 1 et 27! est un élément
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de K de norme 1 donc appartient a Ok, ce qui prouve que Og — m n’est autre
que le groupe des unités O de Ok et permet de conclure.

Définition IV.1.6. L’anneau Ok s’appelle I'anneau des entiers de K et le corps
Ok /m le corps résiduel de K.

2. Topologie associée & une norme

Si K est un corps muni d’une norme | |, et z,y sont deux éléments de K,
on pose d(z,y) = |x — y|. La propriété (iii) des normes assure que d est une
distance sur K et donc définit une topologie sur K

Remarque IV.1.7S5i | | est ultramétrique, alors

(i) Tout triangle est isocele.

(ii) Tout point d’'une boule en est «le » centre.

(iii) Deux boules sont soit disjointes soit l'une est contenue dans l'autre
(comme des billes de mercure).

(iv) Les boules sont a la fois ouvertes et fermées.

(v) La topologie est totalement discontinue.

Démonstration. Le (i) est une conséquence immédiate du lemme IV.1.4. Si
x1 € B(zo,r) et y € B(xy,r), alors d(zo,y) < sup(d(xo,z1),d(z1,y)) < 7 et
donc B(x1,7r) C B(xg,7). L’'inclusion dans Pautre sens s’obtient en échangeant
les roles de zg et x1, ce qui permet de démontrer le (ii). D’apres le (ii), si
deux boules ont une intersection non vide, tout élément de 'intersection est
le centre des deux boules ce qui démontre le (iii). Le (v) est une conséquence
immédiate du (iv) et si B est une boule ouverte de rayon r, le complémentaire
de B contient la boule de rayon § autour de chacun de ses points d’apres le
(iii), ce qui montre que ce complémentaire est ouvert et donc que B est fermée.
Si B est une boule fermée, alors B est un voisinage de chacun de ses points
puisque ceux-ci en sont « le » centre.

Définition 1V.1.8. Deux normes sur un corps K sont dites équivalentes si elle
définissent la méme topologie.

Proposition IV.1.9. Deuz normes | |1 et | |2 sont équivalentes si et seulement
si il existe s € RY tel que l'on ait |x|1 = |x|3 quel que soit v € K*.

Démonstration. Siz est une norme sur un corps K, alors |z| < 1 si et seulement
si la suite de terme général ™ tend vers 0 quand n tend vers +oo. On en déduit
le fait que si | |1 et | |2 sont équivalentes, alors

{reK||zi <1} ={z e K| |z|]s < 1}.
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Si ce dernier ensemble est réduit a {0}, on a |z|; = |z]s = 1 quel que soit
x € K*. Sinon, soit x € K* vérifiant |z|; < 1. Siy € K*, a € Z et b € N, alors

Iy < 1< |[yPe9y < 1.

On en déduit le fait que

freqir< By _fq), < o

log |z[1 log |22

et donc que les réels log|y|i/log |z|1 et log|y|2/log |x|2 définissent la méme
coupure de Dedekind et sont donc égaux, ce qui montre que la fonction
y — log |y|1/log |y|2 est constante sur K* et permet de conclure.

3. Complétion

Si K est un corps normé, on note K l'ensemble des suites de Cauchy a
valeurs dans K, c’est-a-dire I’ensemble des suites (a,,)nen telles que

Ve>0, INeN, Vn>NetkeN, |a,—anik] <e.

Soit I K I’ensemble des suites tendant vers 0.

Lemme IV.1.10
(i) Si (an)nen € K, alors la suite (|ay|)nen converge dans R.
(ii) Si on suppose de plus que | | est ultramétrique et que a ¢ 1, alors la

suite (|ap|)nenN est constante a partir d’un certain rang.
(iii) 8% a = (an)nen €t b = (bp)nen sont deuz éléments de K différant par
un élément de 1, alors lim |ay,| = lim |by|.
n—-+4o0o n—-+00

Démonstration

(i) L’inégalité triangulaire implique ||an k| — |an|| < |aptr — an| quels que
soient n et k et la suite de terme général |a,| est de Cauchy, ce qui permet de
conclure.

(i) Sia = (an)nen € K —1, il existe § > 0 tel que I'on ait |a,| > § pour
une infinité de n et la limite de la suite |a,| est donc supérieure ou égale a 9.
Il existe donc N € N tel que si n > N, alors |a,| > %5 et |antr — anl < 6/2
quel que soit k € N. Ceci implique |ap4+x — an| < |an| et donc, comme | | est
supposée ultramétrique, |an1k| = |an| quel que soit k& € N ; d’ou le résultat.

(iii) On a ||ap| — |bn|| < |an — by| et Phypothese implique que cette derniere
suite tend vers 0 d’ou le résultat.

Lemme IV.1.11K est un anneau et 1 est un idéal mazimal de K.
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Démonstration. Le fait que K est un anneau et I un idéal est immédiat.
L’élément unité de K est la suite constante 1 dont tous les termes sont égaux
al. Sia=(ap)neN € K — I, d’apres ce qui précede, il existe § > 0 et N € N
tels que l'on ait |a,| > d si n > N. La suite b = (b, )pen définie par b, = 0 si
n < N et b, =a,! sin >N est de Cauchy et ab — 1 est élément de I, ce qui
montre que a est inversible dans K /1 et permet de conclure au fait que I est
maximal.

Il résulte du lemme précédent que K = I~(/I est un corps et du
lemme IV.1.10, que | | s’étend a K.

Proposition IV.1.12| | est une norme sur K et K est complet pour cette norme
et contient K comme sous-corps dense.

Démonstration. La multiplicativité de la norme et ['inégalité triangu-
laire (resp. ultramétrique) passent & la limite. D’autre part, |a| = 0 &
limy o0 |an| = 0 < a € I et donc | | est une norme sur K qui est ul-
tramétrique si | | est ultramétrique sur K. Il est clair que, si a = (an)neNn € K,
alors a = lim,,_, 40 an, dans K et donc que K est dense dans K. Finalement, si
(an)nen est une suite de Cauchy dans K, comme K est dense dans K, on peut
trouver pour chaque n un élément b, de K tel que l'on ait |a, — by| < 27" et
la suite b,, est de Cauchy dans K donc converge dans K vers une limite qui
est aussi celle de la suite (a,)neN; ce qui prouve que K est complet.

Remarque IV.1.13

(i) Si K est ultramétrique, il résulte du (i) du lemme IV.1.10 que [K*| =
|K*| et donc que \IA{*| est un sous-groupe de R qui n’a aucune raison d’étre
complet.

(ii) L’inégalité ultramétrique montre qu’une suite (uy,)nen est de Cauchy si
et seulement si |u,4+1 — uy| tend vers 0. Ceci implique que, si K est un corps
ultramétrique complet, une suite (uy)nen converge dans K si et seulement si
Up+1 — Uy tend vers 0. De méme, une série converge si et seulement si son
terme général tend vers 0.

Définition IV.1.14. Le corps K (muni de la norme | |) s’appelle le complété de K
pour la norme | |.

4. Le lemme de Hensel

Soit K un corps complet pour une norme ultramétrique. La proposition
suivante (lemme de Hensel) est tres utile pour localiser les zéros des polynomes
a coefficients dans K.
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Proposition IV.1.15. Si f € Ok[X] et a € Ok vérifie |f(a)| < |f'(a)|?, alors
il existe a € Ok unique vérifiant les conditions |a@ — a| < [f(a)/f'(a)| et

f@=o.

Démonstration. Soit ¢ : K — K la fonction définie par p(x) =z — f(z)/f'(«)
et soit 6 = |f(a)/f'(a)|. Nous allons montrer que ¢ est une application
contractante de la boule fermée B(a,d) dans elle-méme, ce qui permet de
conclure car, cette boule étant compléte, 'unique point fixe de ¢ est le a que
l'on cherche. Commencgons par remarquer que, si g € Ok[X] et x,y € Ok,
alors

@ (p |
o) = > Ly — )| < fy — o

d’apreés la formule de Taylor pour les polynémes car le polynéme ¢g(¥) (z)/i! est
a coefficients dans Ok quel que soit i € N et sa valeur absolue est donc < 1
en un point de Ok. En particulier, on a

|f(z) = fl@)] <sup(|f(@)] - |z = al, |z — of*) < |f'(a)] - |z - a,
si |z —al <6 < |f'(a)]; ceci permet de montrer que ¢ laisse stable B(«, §).
De plus, on a

(@) (p(z)—e(y))
sup(|f(y) — f(x) = f'(@)(y — )| [(f' () = f(e)(y — 2)])

<
<sup(ly — 2 o — o - ly —a]) <6 |y — =],

=[f(y) = f@@) = f'@)(y —2) + (f'(2) = f'()(y — 2)|

si z,y € B(a,d) ; comme § < |f'(a)], cela permet de conclure.

Remarque IV.1.16La démonstration ci-dessus est la version ultramétrique de
I’algorithme de Newton.

Corollaire IV.1.17. Soit f € Ok[X] un polynéme unitaire et soit f la réduction
de f modulo m. Si @ est une racine simple de f dans k, alors il existe & € Ok
unique, dont la réduction modulo m est & et qui vérifie f(a) =0

Démonstration. Soit o € Ok dont la réduction modulo m est @. L’hypothese
selon laquelle @ est racine simple de f se traduit par |f(a)| < 1 et |f'(a)| = 1,
ce qui permet d’utiliser la proposition IV.1.15 pour conclure.

IV.2. Construction du corps C,

1. Normes sur Q

Si p est un nombre premier, on note v, : Q* — Z la valuation p-adique :
si a est un entier, vy(a) est le plus grand entier n tel que p™ divise a, et
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vp(b71a) = vp(a)—v,(b) sia et bsont des entiers. Il n’est pas difficile de vérifier
que vy, est bien définie et est une valuation sur Q (en posant v,(0) = +00).
On définit la norme p-adique | |, sur Q par la formule |z[, = p~*(®).

Théoreme 1V.2.1(Ostrowski). Une norme non triviale sur Q est équivalente a
la norme usuelle | | ou a la norme p-adique pour un nombre premier p.

Démonstration. Commengons par supposer qu'il existe k € N tel que || k|| > 1.

Comme ||1]] = 1, I'inégalité triangulaire implique ||k|| < k et il existe o € ]0, 1]
tel que l'on ait ||k|| = k“. Soit m € N. On peut écrire m en base k sous
la forme m = > a;k' avec a; € {0,1,...,k — 1} et a, # 0 de telle sorte
que Pon a m > k™. Comme [la;|| < a; < k —1 et ||| = ||k||?, on obtient la
majoration
- i _ k-1 n+1)a ka(k_l) na a
|m]| < (k:—l);k: = m(k:( v 1) < e R < Cme,

ou C = k%k —1)/(k* — 1) est indépendant de m. On peut appliquer cette
inégalité a m™, ce qui nous donne ||m||™ < Cm"® et, prenant la racine n-iéme
de cette égalité et passant a la limite, I'inégalité ||m|| < m®. On a donc

log [[m[| _ log |[K|
logm — logk

quel que soit m € N. Par symétrie, on en déduit le fait que si ||m|| > 1, alors
cette inégalité est une égalité.

Maintenant, si m € N — {0} est quelconque, il existe n € N tel que 1'on ait
|E"m]|| > 1. On a alors ||m]|| = [|k*||~|&"m]| = k=" (k"m)® = m®, ce qui
montre que l'on a égalité quel que soit m € N puis, utilisant la multiplicativité
de la norme et le fait que || — 1| = 1, que ||z|| = ||% quel que soit z € Q. On
en déduit que s’il existe k € N tel que ||k|| > 1, alors || || est équivalente a la
norme usuelle.

Dans le cas contraire, on a [|¢|| < 1 pour tout nombre premier /. Comme
on a supposé || || non triviale, il existe au moins un nombre premier p tel que
Ilp|l < 1. Siil en existe un autre g, alors quel que soit n € N, on peut, d’apres
le théoreme de Bézout, trouver u,,v, € Z tels que 'on ait u,p" + v,q¢" = 1.
On obtient donc

L= 11l = llunp™ + vag" || < llunll - [IpI" + llvall - llalI™ < lIpl"™ + llall™,

ce qui est impossible pour n assez grand. Il existe donc un et un seul nombre
premier p tel que |p|| < 1 et || || est équivalente & la norme p-adique. Ceci
termine la démonstration.
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Le résultat suivant est trivial (c’est une conséquence immédiate de I'unicité
de la décomposition d'un entier en produit de facteurs premiers), mais tres
important ; c’est ce qui justifie la normalisation utilisée pour | |,

Théoreme IV.2.2(Formule du produit) . Si x € Q*, alors

% oo - H |z|p = 1.

p premier

2. Le corps Q, et ’anneau Z,

On note Q, le complété de Q pour la norme p-adique et Z, 'anneau de
ses entiers. Son idéal maximal est pZ, car |Qy|, = |Q*|, = p% et donc, si
|z|, < 1, alors |z], < p~!. Il ressort de la discussion générale que Q, est un
corps ultramétrique complet et qu'une série converge dans Q, si et seulement
si son terme général tend vers 0.

Lemme IV.2.3.L application naturelle de Z/p"Z dans Z,/p"Z, est un isomor-
phisme.

Démonstration. Si x est un élément de Z N p"Zy, on a |z, < p~", ce qui
signifie que v,(z) > n et donc que x est divisible par p™ dans Z. On en déduit
I'injectivité. Prouvons sa surjectivité. Soit T € Z,/p"Z, et x € Z, ayant pour
image ¥ modulo p". Comme Q est dense dans Q,, il existe r € Q vérifiant
|z — 7|, < p™"; en particulier |r|, < 1. Ecrivons r sous la forme a/b avec
a,b € Z. Comme |r|, < 1, on a v,(b) < vy(a) et quitte a tout diviser par
p?®) | on peut supposer (b,p) = 1. Soit ¢ l'inverse de b dans Z/p"Z et c € Z
dont la réduction modulo p" est €. On a alors |r — acl, = |alp|1 — bc|, < p™
et donc |z — ac|, < p~", ce qui prouve que ac a pour image T dans Z,/p"Z,
et permet de conclure.

On déduit de ce lemme une autre description, plus algébrique, de 'an-
neau Z,. On aurait d’ailleurs pu partir de cette construction, et inverser p
pour obtenir Q, ; les deux approches ont leurs avantages.

Corollaire IV.2.4. L’application qui & x € Z, associe la suite (xp)neNn de ses
images modulo p™, n € N induit un isomorphisme d’anneaux topologiques
de Z,, sur la limite projective des Z/p"Z ('ensemble des suites (2, )nen, Ol
Zn € Z/p"Z et x,41 a pour image x, par I'application naturelle (de réduction
modulo p") de Z/p"*'Z dans Z/p"Z).

Théoreme IV.2.5
(i) Zy, est compact et Q, est localement compact.
(ii) Tout élément de Z, peut s’écrire de maniére unique sous la forme

S ptan ot a, €{0,1,...,p—1}.
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(ili) N est dense dans Zj, ; plus généralement, si b € Z est premier a p et
a €7, a+bN est dense dans Z,.

Démonstration. Le (i) suit du corollaire précédent : Z, est un fermé d’un
produit de compacts (et méme d’ensembles finis); il est donc compact et les
boules de Q, sont isomorphes a Z,, donc compactes.

Il n’est pas difficile de voir que, si x € Z,, et si x,, est I'unique élément de
{0,...,p" — 1} ayant méme image que = dans Z/p"Z, alors > ., a;p’ est le
développement de z,, en base p (écrit dans le sens opposé a celui dont on a
I’habitude. . .) ; on en déduit le (ii).

Le (iii) est une conséquence du (ii) (x est la limite de la suite de terme
général > p'a; dont tous les termes sont dans N) et du fait que z — bx +a
est une isométrie de Z, si (b,p) = 1.

3. Le corps C,

Proposition IV.2.6. Si F est une extension finie de degré d de Q,, alors il existe
une unique norme | | sur F dont la restriction a Q, est la norme p-adique et

on a x| = |NF/QP(:1:)‘1/d, sixzeF.

Démonstration. Commencons par prouver I'unicité d’une telle norme. Sup-
posons que l'on en ait deux | | et | |[o. Comme Q, est localement compact
et F est un Q,-espace vectoriel de dimension finie, les normes | |; et | |2 sont
équivalentes. D’apres la proposition IV.1.9, il existe s € R, tel que l'on ait
|z|2 = |x|] quel que soit x € F et, prenant x = p, on obtient s = 1 et donc
=112

Pour démontrer l'existence de | |, choisissons une base (ej,...,eq) de F
sur Qp. Si u € Endqg,F est un endomorphisme Q,p-linéaire du Q,-espace
vectoriel F, notons [|u|| le maximum des normes p-adiques des coefficients de
la matrice de u dans la base (e1,...,e4). On a ||u|| = 0 si et seulement si u = 0
et, la norme p-adique étant ultramétrique,

[+ ol < sup(flull, [lvll) et [luv]| < full - lo]] st u,v € Endg,F.

La suite de terme général ||[u™||'/™ converge vers sa limite inf. que I'on appelle

la norme spectrale |lulls, de u (c’est bien connu, et cela résulte facilement de
I'inégalité ay,m < an/ (Fm) i/ (ntm) i g, = ||| /™).
On peut considérer x € F comme un élément de Endq, (F) en associant a x
la multiplication par z. Nous allons vérifier que 'on peut poser |z| = ||z||sp.
— Siz € Qp, on a ||z|| = |z|, car la matrice de la multiplication par z est
la matrice diagonale avec des x sur la diagonale; ceci permet de montrer que

| | coincide avec | |, sur Q.
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— Comme z et y commutent, on a |[(xy)"| = ||l="y"| < ||="| - ||ly"|| ; on en
déduit 'inégalité |zy| < |z| - |y|.
— De méme (grace a l'ultramétricité de | |,), on a

n—zH .
)

[z +y)"|| < sup [l2*] - |y
<isn
on en déduit l'inégalité |z + y| < sup(|z|, |y])-

— L’ensemble S des = € F tel que ||z| = 1 est borné dans F (considérer
par exemple I'action de x sur 1) et donc est compact. L’application (x,y) —
lxy|| de S x S dans R est continue; elle atteint donc son minimum C qui
est strictement positif car ||u|| = 0 si et seulement si v = 0. Comme par
ailleurs, on a ||Az|| = |\l - ||z]| si A € Qp et z € F, on en déduit I'inégalité
lzyl| = C-||=| - |ly|]| quels que soient x,y € F. En particulier, quel que soit
n €N, ona |[(zy)"]| = C-|z™| - [|y"], ce qui, élevant le tout & la puissance
1/n, nous fournit l'inégalité |zy| > |z| - |y|.

— Finalement, 1'équivalence « x| = 0 < x = 0 » est une conséquence des
égalités |zy| = |z| - |y| et 1| = 1.

Il reste a vérifier que l'on a |z| = ‘NF /Q, (a:)|;/ “ Pour cela, commencons
par supposer que F est une extension galoisienne de Q,,. Soit o € Gal(F/Q,).
L’application « — |o(z)| est une norme sur F dont la restriction a Q,, est la
norme p-adique; elle coincide donc avec la norme | | par unicité d’une telle
norme. On obtient donc

INE/Q,(@)], = Nrjq, @)= T[  lo@)] = |«
ceGal(F/Qp)

d’otr le résultat dans le cas galoisien. Si F n’est pas galoisienne sur Q,, il suffit
alors de choisir une extension finie galoisienne K de Q, contenant F et de
remarquer que la norme sur F est la restriction de la norme sur K par unicité
et que l'on a Ny /q,(7) = Ng/q, (z)KFl sizeF.

Corollaire IV.2.7. Si Qp est une cloture algébrique de Qy, 1l existe une unique
mantére de prolonger | |, Qp. Si x # 0, alors |z, € pQ.

Exemple 1V.2.8. Le polynoéme P, (X) = % est irréductible sur Q,;
ses racines sont les € — 1, € parcourant les racines primitives p"-iemes de 'unité

etonauv,(e—1)=1/(p—1)p~ L

Démonstration. On a Pp,(X) = X®=DP""" modulo p et P,(0) est le quotient
des dérivées de (X+1)P" —1et (1+X)P" —1en X = 0. On a donc P,,(0) = p
et P,, vérifie le critére d’Eisenstein.
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Définition IV.2.9. On note C,, le complété de Qp pour la norme | |,. Siz € C,,
on note v,(x) Pélément de Q U {+oc} tel que l'on ait |z], = p~»().

Théoreme 1V.2.10.57 K est un corps ultramétrique algébriqguement clos de ca-
ractéristique 0, son complété K est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P(X) = X" 4+ a,_1X" ! +--- + ag un polynoéme unitaire
irréductible de K[X] Quitte & changer X en Y/«, ce qui multiplie a; par
™, on peut, en prenant o € K de norme assez petite, supposer que P est a
coefficients entiers. Comme K est de caractéristique 0, les polynomes P et P’
sont premiers entre eux et il existe des polyndémes U et V tels que l'on ait
UP + VP =1.

Si Q € K[X], notons |Q|g la norme de Gauss de Q, c’est-a-dire le maximum
des valeurs absolues de ses coefficients. Soit e < inf(1,1/|U|a,1/[V|3) et, si
0<i<n-—1, soit b; € K tels que l'on ait |b; — a;| < . Soit zy € K une
racine du polynéme Q(X) = X" + b, 1 X" 1 + ... +by. On a |rg] < 1 &
cause de I'inégalité ultramétrique car |b;| < 1 quel que soit i. D’autre part,
on a |U(zg)P(zg)| < ¢|U|g < 1 et donc |[P'(x0)||V(zg)| = 1, ce qui implique
|P(z0)| = 1/|V]g, et donc |P(z¢)] < € < |P/(x0)>. Le lemme de Hensel

~

permet de conclure au fait que I'’équation P(z) = 0 a une solution dans K.
Corollaire IV.2.11.C,, est algébriquement clos.

Le corps C,, est donc un corps complet algébriquement clos qui jouera le
role de C en p-adique. C et C, sont deux corps algébriquement clos de méme
degré de transcendance sur Q ; ils sont donc abstraitement isomorphes en tant
que corps (mais pas en tant que corps topologiques). Ce corps n’est pas encore
assez gros (il est pourtant de dimension non dénombrable sur Q,,) : Tate a
démontré qu’il ne contenait pas d’analogue naturel de 2iw. (Une indication de
cette non existence de 2im dans C,, est fournie par le corollaire IV.2.20.)

4. Représentants de Teichmiiller

Lemme IV.2.12.50ient K un corps ultramétrique complet et L une extension
finie de K, alors ki, est une extension algébrique de kx de degré < [L : K].

Démonstration. On a Ox Nmy, = mg et donc kg s’injecte dans k. Soient
a1,...,0q des éléments de ki, formant une famille libre sur ki. Choisissons
pour chaque i € {1,...,d} un élément a; de Oy, dont I'image dans ky, est @;.
Supposons que les «; forment une famille liée sur K et soit (A1,...,\g) une
famille d’éléments non tous nuls de K tels que 'on ait A\jaq + - - + Agag = 0.
Quitte a diviser tous les A; par celui qui a la plus grande norme, on peut
supposer qu’ils sont tous éléments de Ok et que 'un d’entre eux est égal a 1,
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ce qui conduit a une contradiction quand on réduit modulo my,. Ceci permet
de conclure.

Lemme IV.2.13.57 K est un corps ultramétrique algébriquement clos, alors ki
est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P(X) € kk[X] unitaire de degré n > 1 et soit P(X) €
Ok[X] unitaire de degré n relevant P. Soit a € K une racine de P. On a
la] < 1 a cause de I'inégalité ultramétrique et donc o € Ok et l'image de «

dans ki est une racine de P, ce qui permet de conclure.

Lemme IV.2.14.5i K est un corps ultramétrique et K dénote son complété, alors
kx = ks
K

Démonstration. Ox Nmg = {r € Ok | |z| < 1} = mg et donc I'application
naturelle de kx dans kg est injective. D’autre part, comme Ok est dense
dans O, cette application est surjective, ce qui permet de conclure.

Corollaire IV.2.15. Le corps résiduel de C, est F,, une cloture algébrique de F,,.

Démonstration. Les trois lemmes précédents montrent que ce corps résiduel
est le méme que celui de Qp et donc est algébriquement clos et algébrique
sur F,, ce qui permet de conclure.

Proposition 1V.2.16.5i = € F;, il existe dans Oc, une unique racine de
Punité [z] d’ordre premier a p dont l'image dans Fp est x.

Démonstration. 11 existe n tel que x appartienne a Fy». Les éléments
de F}. sont solutions de I'équation P(X) = XP"~1 —1 = 0. Or le polynéme
XP"~1 — 1 a un discriminant premier & p [son discriminant est au signe pres
[Lm-121P'(n) = £(p" — 1)P"~1], ce qui signifie que toutes les images de ses
racines sont distinctes modulo mc, ; on a donc une injection d’un ensemble
a p"” — 1 éléments dans un ensemble a p™ — 1 éléments et donc la réduction
modulo mc, est une bijection, ce qui permet de conclure.

Remarque I1V.2.17 L’unicité de [z] implique que [zy] = [z] - [y]. En posant
[0] = 0, on a fabriqué un systéme multiplicatif de représentants, appelés
représentants de Teichmiiller, de Fp dans Oc, .

Choisissons un morphisme de groupes de Q dans Cj envoyant 1 sur p. On
notera p” I'image de r par ce morphisme. Si x € O, *p, on note w(z) 'unique
racine de I'unité d’ordre premier a p telle que |z — w(z)|, < 1. Si T désigne
'image de = dans F,, on a w(z) = [z].
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Proposition 1V.2.18.Les applications
z— p® e O(2) =w(@p ) et x— (z) = zp @5 (z) !

sont des morphismes de groupes de C; dans p®Q, le groupe des racines de l'unité
d’ordre premier a p et B(1,17) respectivement, et on a x = p*»@o(z)(x).

Démonstration. Evident.

5. La fonction logarithme

On définit la fonction logarithme dans la boule B(1,17) par la formule
_1\n—1
log(x) = X235 Sh—(@ - 1)

Lemme IV.2.19.5i |z|, < 1 et |y|, <1, alors
log((1 4+ 2)(14+y)) =log(1 + z) + log(1 + y).
Démonstration. En tant que série formelle,
log((1+X)(1+7Y)) =log(l+X) + log(1+Y)

(il suffit de dériver). D’autre part, la série triple

3 (=1)+etis iy + iy + i3)!xi1+i3yi2+i3

i1 + 99 + i3)i1)i9li3!
Tl (i1 +d2 + i3)i1inlis

converge car le terme général tend vers 0 quand #1 + i + i3 tend vers +oo et
on peut réordonner les termes comme on veut, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1V.2.20. Si ¢ est une racine de l'unité d’ordre une puissance de p,
alors log(e) = 0. Réciproquement, si x € B(1,17) vérifie logxz = 0, alors x
est une racine de l'unité d’ordre une puissance de p.

Démonstration. Onaloger =0& z =1silz—1|, < p~ Y=Y car alors le seul

terme de valuation maximale est le premier. D’autre part, si z € B(1,17), la
“+oo

n n=0 (181
2P tend vers 1 quand n tend vers +oo, ce qui permet de conclure.

fonction s — a® = )(@ — 1)™ est continue. On en déduit le fait que

Proposition 1IV.2.21.La fonction log a un unique prolongement noté log, (et
appelé logarithme d’Iwasawa) a Cy vérifiant les trois conditions suivantes.
(i) log,(zy) = log,(x) + log,(y) ;
(ii) log, est donné par la série sur B(1,17);
(iii) log, p = 0.
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Démonstration. On a vu que si I'on se fixe un morphisme r — p” de Q dans
C;, I'on pouvait écrire tout élément de C; de maniere unique sous la forme
p’?@wu, oft w est une racine de 'unité d’ordre premier & p et u € B(1,17);
on doit donc avoir log x = log u, ce qui prouve 'unicité. L’existence résulte du
fait que x — u est un morphisme de groupes.

Remarque 1V.2.22La condition log,p = 0 est naturelle d’'un point de vue
arithmétique a cause de la formule du produit, mais on pourrait fixer arbitrai-
rement la valeur de log p. (on dit que l'on fixe une branche du logarithme).

6. La fonction exponentielle

Notons [z] la partie entiere de x si z € R (ne pas confondre avec un
représentant de Teichmiiller !).

Proposition 1V.2.23. Sin € N, alors

vp(nl) = f [%} = ip(n)’

=1 7 p=1

ot Sp(n) désigne la somme des chiffres de Uécriture de n en base p.

Démonstration. Soit ap (resp. bg) le cardinal de l'ensemble des entiers i
vérifiant 1 < i <n et vp(i) =k (resp. vp(i) 2 k). On a by =3, ag et

+o0o +oo +o0o n
vp(n!) = Zkak = Zbk = Z L?},
k=1 k=1 k=1

ce qui nous fournit la premiere égalité. La seconde est laissée en exercice.

Proposition 1V.2.24. La série expx = Z:ﬁ% " /n! converge si et seulement
si |x], < p~ Y=Y et induit un isomorphisme de groupes de la boule ouverte
B(0,p/®=1) munie de I’addition sur la boule ouverte B(1,p~Y P~ munie
de la multiplication, inverse de l’application log.

Démonstration. La détermination du rayon de convergence vient de ce qu’il y
a une infinité de n tels que Sy(n) =1 (a savoir, les puissances de p). Le reste
de la proposition est laissé en exercice.



128 P. COLMEZ

CHAPITRE V
FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE

V.1. Espaces de Banach p-adiques

Définition V.1.1. Un espace de Banach p-adique est un Q-espace vectoriel E
muni d’une norme ultramétrique || || pour laquelle il est complet.

Hypothése V.1.20n dit que E vérifie I'hypothese (N) si quel que soit = € E, il
existe A € Q, tel que ||z|| = |A],.

Lemme V.1.3. Si (E,|| ||) est un espace de Banach p-adique, alors on peut
trouver une norme || |1 sur E qui est équivalente a || || et qui vérifie I’hy-
pothese (N).

Démonstration. Si x € E, soit vy(z) I'élément de R U {+oc0} défini par
||| = p~ @), et soit ||lz]|; = p~ @) o, si v € R, [v] désigne la partie
entiere de v. Alors || ||1 est une norme ultramétrique sur E et on a de plus
sllzlly < llzll < il

Exemple V.1.4
(i) Cp, muni de la norme p-adique.

(ii) Sil est un ensemble et E est un espace de Banach p-adique, soit I (I, E)
I'ensemble des suites bornées (a;)ic1 d’éléments de E. On munit [ (I, E) de la
norme || ||oo définie par ||(a;)ictllco = sup;er [|ail|, ce qui en fait un espace de
Banach p-adique.

(iii) Soit 12 (I,E) le sous-espace de lo(I,E) des suites (a;)je; d’éléments
de E tendant vers 0 suivant le filtre complémentaire des parties finies. C’est
un espace de Banach p-adique comme sous-espace fermé d’un espace de Banach
p-adique. C’est aussi 'adhérence dans I (I, E) de 'espace des suites n’ayant
qu’un nombre fini de termes non nuls. On note J; la suite dont tous les termes
sont nuls sauf celui d’indice ¢ qui est égal a 1.

(iv) Si X est un espace topologique compact et E est un espace de Banach
p-adique, 'espace €(X, E) des applications continues de X dans E muni de la
norme du sup. est un espace de Banach p-adique.

La théorie des espaces de Banach p-adiques est tres loin d’étre aussi riche
que son homologue archimédienne ; elle se rapproche plutot de celle des espaces
de Hilbert réels. En particulier, la notion suivante remplace celle de base
hilbertienne dans un espace de Hilbert.
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Définition V.1.5. Soit E un espace de Banach p-adique. On dit qu'une famille
bornée (e;)ier est une base de Banach de E si I'application de 1 (I, Q,) dans E
qui a (a;)ier1 associe ), qaze; est une isométrie. On dit que c’est une pseudo-
base de Banach si cette application est seulement un isomorphisme d’espaces
de Banach p-adiques.

Autrement dit, une famille (e;);c1 est une base de Banach de E si et seule-
ment si
(i) tout élément x de E peut s’écrire de maniére unique sous la forme
d'une série convergente x = ), ;a;e;, ol les a; sont des éléments de Q,
tendant vers 0 suivant le filtre complémentaire des parties finies,
(i) [|z] = supjer |ail
C’est une pseudo-base de Banach si elle est bornée et vérifie la condition (i),
ce qui implique, d’apres le théoreme de I'image ouverte, la propriété suivante.
(ii’) il existe une constante C > 1 telle que l'on ait

' supla;| < o] < Csuplail.
icl icl
Exemple V.1.6Par définition, ou presque, les ¢;, pour ¢ € I, forment une base

de Banach de 1% (I, Q).

Proposition V.1.7
(i) Tout espace de Banach p-adique posséde des pseudo-bases de Banach.
(ii) Un espace de Banach p-adique posséde des bases de Banach si et seule-
ment si il vérifie Uhypotheése (N). De plus, sous cette hypothése, si on note
E° = {z € E| ||z|| <1}, alors (e;)ic1 est une base de Banach de E si et seule-
ment si (€;)ic1 est une base algébrique du Fp-espace vectoriel E = E°/pEC.

Démonstration. Le lemme V.1.3 implique que le (i) est une conséquence du
(ii). Supposons donc que E vérifie I'hypothese (N) et montrons que (e;);e1 est
une base de Banach de E si et seulement si (€;);er est une base algébrique du
F-espace vectoriel E.

Soit (e;)icr une famille d’éléments de E° telle que la famille (€;);c1 soit une
base du Fj-espace vectoriel E. Soient S un systéme de représentants de F,
dans Z, contenant 0 et s : F,, — S 'inverse de la réduction modulo p. Si

x € E°, on peut écrire T comme une somme finie > o1 Gi€;, ou les a; sont des

i€l
éléments de F, presque tous nuls. Soit s(z) = . se(ai)ei. Par construction,
on a z — s(x) € pE.

Si « € E°, définissons par récurrence une suite z, d’éléments de Egy par
xo =T et Tpy1 = %(azn — $(xy)). On a alors x = Zﬁzopns(mn) + pF ey
quel que soit k& € N. On peut écrire s(z,) = D1 Sn,i€, Ol les s, ; sont des

éléments de S presque tous nuls, ce qui montre que si on pose a; = Z:ﬁ% P"Sni
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alors la suite des a; tend vers 0 suivant le filtre complémentaire des parties
finies. Ceci montre que l'application de I, (I, Q,) dans E qui & (a;)ie1 associe
> ic1 aie; est surjective. Si (a;)ier est un élément non nul de 19 (1, Qy), alors
quitte & multiplier a par une puissance de p, on peut supposer |[al]|oc =1 et le
fait que les (€;);e1 forment une base de E implique que Y ic1 @i€; 7 0 modulo p
et donc que 1 > || 3, aseil| > p~?
ceci implique || Y, ; a;e;|| = 1 et on en tire le fait que I'application qui a (a;)cr
associe Y, aje; est une isométrie de 9 (I,Q,) sur E.
La réciproque est immédiate.

. Comme on a supposé que E vérifie (N),

V.2. Mesures sur Z,

1. Fonctions continues sur Z,

Soit E un espace de Banach p-adique et %O(Zp, E) Pensemble des fonctions
continues de Z, dans E. Comme Z, est compact, une fonction continue sur Z,
est bornée. Ceci permet de munir ¥°(Z,, E) de la norme || || définie par
[ flloo = supgez, |f(x)|p, ce qui en fait un espace de Banach p-adique.

Sin € N, soit (%) le polynome défini par

T 1 sin=0
<n>_ x(m—l)...faz—n—i—l) R
n!

Proposition V.2.1. |[(¥)|lcc = 1.

Démonstration. On a () =1 et donc ||(¥)[| = 1. D’autre part, (":k) est
le nombre de maniére de choisir n objets parmi n + k et est donc entier. On
en déduit le fait que |(":k
dense dans Z,, cela implique que |(Z) lp < 1 quel que soit € Z, et permet de
conclure.

)|p < 1 quel que soit k£ € N et comme n + N est

On définit la n-idme dérivée discrete £ d’une fonction f par récurrence
a partir des formules fl% = f et fI"tU(z) = fl(z 4+ 1) — f"(x), et on pose
an(f) = f"(0). On a aussi

f["](ar)ZZ(—l)i@)f(arJrn—i) et an(f)zzn:(—l)iG)f(n—i)-

i=0 =0
Théoreme V.2.2Mahler)
(i) Si f € €°(Z,,C,), alors
a) limy,—, 100 an(f) =0,
b) Yo an(f) (%) = f(z) quel que soit x € Zy.
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(ii) L application f — a(f) = (an(f))nen est une isométrie de €°(Z,, C,)
sur 19 (N, Cp).

Corollaire V.2.3. Les (Z) pour n € N forment une base de Banach de
C(Zy, Qp)-

Démonstration. Le corollaire est immédiat. Pour démontrer le théoreme V.2.2,
commencons par remarquer que 1’'on a ||a(f)|loc < supren [f(k)lp < || flloo, €t
que Papplication f +— a(f) est injective, car a(f) = 0 implique f(k) = 0 quel
que soit k£ € N, et N est dense dans Z,,.

Sia = (an)nen € 1% (N,Cp), la série Y12 a, (%) converge normalement

dans €°(Z,,C,) en vertu de la proposition V.2.1 et de 'ultramétricité de la
norme p-adique; on note f, la somme de cette série et on a ||falloco < [|a]0o-

D’autre part, comme (iﬁ) - (nil) = (%), une récurrence immédiate nous
fournit la formule f,gk](ac) =3 (%) et donc a(f,) = a. Il ressort de la

discussion précédente que a — f, est une isométrie de % (N, C,) sur le sous-
espace B de €V(Z,, C,) des fonctions continues f vérifiant lim,_ o an(f) = 0.
Pour démontrer le théoreme, il suffit donc de prouver le (i) a) ou, autrement
dit, B = %°(Z,, C,). Nous allons donner deux démonstrations de ce fait.

1.1. Premieére démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme V.2.4. 57 k est un entier > 1, alors (p;) est divisible par p s1 1 <1 <
k
p¥—1.

Démonstration. Dériver (1 4+ X)P".
Lemme V.2.5.8i f € €°(Z,, Cp), il existe k € N tel que ||f[pk}||OO <p £ loo-

Démonstration. Comme Z, est compact, f est uniformément continue et il
existe k € N tel que lon ait |f(z + p*) — f(2)|, < p7 Y| f]leo quel que soit
x € Z,. Maintenant, on a

pF—1 k
k (P . k
PP a) = St s) = )+ (3 0 (7 ) o)) 40+ (<17 ).
i=1
D’apres le lemme V.2.4, tous les termes de la somme Zfi;l ont une norme
<p Y flloo et (1 + (—1)pk)f(a:) est nul si p # 2 et de norme < p~ | f[loo si
p = 2. Comme on a choisi k de telle sorte que |f(z + p*) — f(@)], < p7 | flloo
quel que soit x € Zj,, on a ||f[1”k]||OO < p | f]loos ce qui permet de conclure.

Une utilisation répétée du lemme précédent permet de montrer que, sie > 0
et si f € €°Zp,Cp), alors il existe k € N tel que ||f[1”k]||OO < e. Comme
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lan(f)] < ||fP")]|oo sin > pF, cela montre que an(f) tend vers 0 quand n tend
vers +00.

1.2. Deuziéme démonstration. Si xz € C, vérifie |z — 1], < 1, la série f,(s) =
+
a0 (o
donc une fonction continue f,(s) de s € Z,. D’autre part, si K € N, on a

)(:1: —1)™ converge normalement d’apres la proposition V.2.1 et définit

fa(k) = zF comme on le constate facilement, ce qui nous permet de noter de
maniere plus parlante s — 2° la fonction s — f.(s). On a 257" = 252! quels
que soient s,t € Z,, car cette formule est vraie si s, € N et N2 est dense dans
Z;. Si on regarde ce que donne cette formule sur les coefficients binomiaux

t

(en écrivant 2%, x! et 251! comme des séries en x — 1), on obtient la formule

(s:t) =>",0) (nt_ ;), formule que I’on peut aussi démontrer directement.

Exemple V.2.6. On a (3729 (1T/L2)a:”)2 =1+uazsiz], <1letp#2 Par
exemple, si x = 7/9, la série ci-dessus converge dans R et dans Q7, mais
dans R la limite est la racine positive de 16/9 soit 4/3 alors que dans Q7, c’est

la racine de 16/9 congrue a 1 modulo 7, & savoir —4/3.

Un cas particulierement utile est celui ou x est une racine de I'unité d’ordre
une puissance p. Si 2P" = 1, on a z5P"F = 2% quel que soit k € N et
donc 2° = 2t sit € s+ p"Zp, ce qui fait que la fonction z° est localement

M six e pZ
b Pep et la fonction

9 Tr __
constante. D’autre part, on a ) _,m_; % = ]
0 sinon

caractéristique de a + p™Z, est donc

1 X1 T
i) DI Z(Z)_m > e e -1 <n>
&-pm:l n=0 Epm:]_

Lemme V.2.7. 57 f est localement constante, alors f € B.

Démonstration. Si f est localement constante, cela signifie que quel que soit
a € Zy, il existe n, € N tel que f soit constante sur a4+ p"+Z,. Comme Z, est
compact, on peut extraire du recouvrement de Z, par les a + p"*Z, un sous-
recouvrement fini et il existe donc m € N tel que f soit constante sur a+p™Z,
quel que soit a € Z,. On a donc f(z) = Ef;no_l J(i)1ypmz, et on peut se
ramener par linéarité au cas ol f est la fonction caractéristique de i 4 p™Z,,.
La formule ci-dessus nous donne a,(1;i1pmz,) = me Sm_je (e = 1) et
comme |e — 1|, < 1 si " =1, on en déduit le fait que ap(1;4pmz,) tend vers
0 quand n tend vers 400, ce qui permet de conclure.

Lemme V.2.8.Les fonctions localement constantes sont denses dans €°(Z,, Cp).
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Démonstration. Z, étant compact, une fonction continue sur Z, est uni-
formément continue. Soient f € ¥°(Z,,Cp) et n > 0. Il existe m € N
tel que si | —y|, < p~™ , alors |f(z) — ( )p < n. Soit fp, la fonction loca-
lement constante définie par f,,(z) = Y_b_; Tl fl)1 Zermzp Six € Zp, il existe

i€{0,...,p"—1} tel que z € i+p™Zy, et \f( )= fm(@)|p = [f(2) = f(D)]p <
par construction de m; on a donc || f — fin|lco < 7, ce qui permet de conclure.

L’application f ~— a(f) étant continue, B est fermé dans €°(Z,, C,).
Par ailleurs, B contient ’espace des fonctions localement constantes d’apres
le lemme V.2.7 et comme cet espace est dense dans %O(ZP,CP) d’apres le
lemme V.2.8, on en déduit 'égalité B = €°(Z,, C,) que l'on cherchait &
établir.

2. Mesures sur Z,

Définition V.2.9. Une mesure sur Z, a valeurs dans C,, est une forme linéaire
continue pu sur €°(Z,,Cp). On écrira u(f) sous la forme plus parlante
fzp f(x)pu(x) ou simplement sous la forme fzp fu. Si p est une mesure,
on note ||u]|c la norme de p en tant quopérateur, c’est-a-dire le sup. de

[ S, Tl avee [[flloe <1

A une mesure, on associe deux séries formelles

:ng/zp <Z>,u(x) ot Lu(t) = m n/z

appelées respectivement transformée d’Amice et transformée de Laplace de p.
On a %, (t) = o7, (e' — 1) et formellement

p

MM(T):/Z(l—FT)ru(x) et .fu(t):/ e ().

p Zp

Lemme V.2.10. 57 |z|, < 1, alors fzp(l + 2)%u(r) = 4, (2)

Démonstration. La suite de fonctions Zn 0 ( )z converge uniformément sur
Z, vers (1 + z)” (le reste est plus petit en norme || [l que |2[771); on peut
donc échanger intégration et somme, d’ou le résultat.

Théoreme V.2.11. L’application qui & une mesure j associe sa transformée
d’Amice est une isométrie de l’espace des mesures muni de la norme ci-dessus
sur l’espace des séries formelles a coefficients bornés muni de la norme du sup.
des normes des coefficients.
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Démonstmtz’on Si p est une mesure, alors 27, (T) est a coefficients bornés car
| fzp (Ol (Nloo < |lllos et la réciproque est une conséquence
immédiate du theoreme de Mahler : & une suite (b,)nen bornée, on associe
la mesure p définie par p(f) = 2129 byan(f) si f est une fonction continue

sur Zp.

Remarque V.2.12.Le théoreme précédent permet de construire une mesure a
partir d’une série entiere dont les coefficients sont bornés. On peut aussi uti-
liser le fait que les fonctions localement constantes sont denses dans les fonc-
tions continues, ce qui permet de définir une mesure en ne connaissant que les
intégrales fzp 1o4prz, () pour a € Z, et n € N. L’intégrale fzp Lotpnz, ()
sera notée p(a + p"Zy) et appelée la mesure de a + p"Z,. Comme a + p"Z,
est la réunion disjointe des a + jp™ + p"+1Zp pour 0 < 7 < p—1,0n a
pla+p"Zy) = Z?;é pla+ jp™ + p"*1Zy,). De plus, comme || 144pm7, |00 = 1,
les ,u(a + p”Z ) sont bornés. Si f est une fonction continue sur Z,, alors
fz ) est donné par la formule

f() = lim Zf pla+p"Zy),

n—-400
formule qui ressemble beaucoup & une somme de Riemann.

Remarque V.2.131l y a 2 topologies naturelles que I’'on peut mettre sur Z,[[T]] :
— la topologie donnée par le sup. des normes des coefficients,
— la topologie de la limite projective Zy[[T]] = lim Z,[T]/(p, T)™ qui en fait

un anneau compact, limite projective d’anneaux finis.

Proposition V.2.14. La premiére correspond a la topologie de la convergence
forte sur les mesures et la seconde a la topologie de la convergence faible.
(i.e. une suite (u,)nen de mesures converge si pour toute fonction continue f,

la suite fzp f(x)pn(x) converge).

Démonstration. Exercice.

3. Exemples de mesures et opérations sur les mesures

i) La mesure de Haar : On cherche une mesure invariante par translation
sur Zj,, ce qui implique p(a + p"Z,) = #N(Zp) quels que soient a € Z, et
n € N. Ceci n'est possible que si p(Z,) = 0 (et donc si p = 0) car les
p(a + p"Zy) doivent étre bornés en norme par ||il|«. Il n’y a donc pas de
mesure de Haar en p-adique et donc aucun moyen canonique d’associer une
mesure a une fonction.
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ii) Masses de Dirac : si a € Z,, soit J, la masse de Dirac en a, c’est-a-dire
la mesure qui & f associe f(a). Sa transformée d’Amice est (1 + T)® et sa
transformée de Laplace est e®.

iii) Multiplication d’une mesure par une fonction continue : si pu est
une mesure et g € %O(Zp,Qp), on définit la mesure gu par la formule
Jz, @) (@) =[5, fo(@)u(x).

— Multiplication par z. Onaz-(;) = (z—n)+n)(7) = (n+1)(,5,)+n(;).
On en déduit la formule

Ay (T) = (1 + T)%MM(T).
— Multiplication par z* si [z—1|, < 1. D’apres le lemme V.2.10, si |[y—1|, < 1,
et si A\ est une mesure, alors fzp y*Az) = (y — 1). Appliquant ceci a
A = 2%, on obtient @\(y — 1) = #,(yz — 1) quel que soit y € B(1,17). On
en déduit la formule

Aep(T) = o, (1 +T)z — 1).

iv) Restriction d’une mesure & un ouvert compact : Si X est un ouvert
compact de Z, (réunion finie d’ouvert du type a 4+ p"Z,), la fonction carac-
téristique 1x de X est continue sur Z,. Si p est une mesure sur Z,, la mesure
1xp est appelée la restriction de p a X et est notée Resx(u). On écrira
indifféremment fzp fResx(p) ou fzp Ix () f(z)p(x) ou en général [y f(z)p(z).
Comme la fonction caractéristique de a + p"Z,, est pin Yo €77, on déduit
de la formule ci-dessus, ’identité

1 —a
’Q{ReSaernzp(,u) (T) = F Z € "Q{N((l + T)E - 1)
P =1

v) Convolution des mesures :

Lemme V.2.15. 51 f est une fonction continue sur Z, et si ji est une mesure
sur Zyp, la fonction px f définie par fzp flx+y)u(x) est une fonction continue
de y € Z, et Uapplication f — px f est une application linéaire continue de
¢°(Zy, Q,) dans lui-méme.

Démonstration. La continuité de p * f est une conséquence de 'uniforme
continuité de f et d’autre part, ||u * flloo < ||l f]lcc d’out la continuité de
J—=uxf.

Ceci nous permet, si A et p sont deux mesures sur Z, de définir leur convolée
A p par la formule A * pu(f) = A(p * f) ou encore

[ senen = [ ([ esuue) o
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Un calcul immédiat nous donne 4, * dp = dg4p-
D’autre part, si |z|, < 1, alors

L ([ asommu@)am = o) [ 142730 = o))

P

On en déduit la formule
szf)\*u(T) = a/)\(T),(T)

ce qui prouve que les mesures munies de la convolution forment une algebre
commutative et associative et que . — 7, est un isomorphisme d’algebres de
I’espace des mesures sur celui des séries entieres bornées.

4. Autre point de vue sur les mesures

Soit I un groupe commutatif profini (c’est-a-dire que ’on peut trouver une
suite de sous-groupes ouverts I';; D I',,11 de T tels que I'/T", soit un groupe
fini et 'application naturelle de I' dans la limite projective des I'/I';, soit un
isomorphisme de groupes topologiques. Le groupe I est alors compact et lesT';,
forment une base de voisinages de 0). Exemples de base Z, = ;iﬂz /P"Z ou
Z, = liﬂl(Z/an)*.

Comme I'), 11 C I',,, on a une application naturelle de 1'algebre de groupe
Z,[T'/Ty41] sur Z,[I'/T,] et on peut donc considérer lalgebre de groupe
complétée Zy[[I']] limite projective des Z,[I'/T',]. Par construction, on dispose
d’une application 7, : Z,[[I']] — Z,[I"/T,].

Soit p € Zy[[T']]. Si f est une fonction localement constante sur I', comme I'
est compact, il existe n € N tel que f soit constante modulo I';,. On vérifie
facilement que si m, () = €T/ agdg et si f est constante modulo I',,, alors
deF/Fn aqf(g) ne dépend pas du choix de n, ce qui nous permet de voir p
comme une forme linéaire sur ’espace des fonctions localement constantes a
valeurs dans Q. Comme 7, (1) € Z,[I'/T], on a |u(f)]p < || flloo et donc p
peut se prolonger au complété de ’espace des fonctions localement constantes
sur I' pour la norme || ||, €t comme les fonctions localement constantes sont
continues et I' est compact, ce complété est I'espace des fonctions continues
sur I' & valeurs dans Q, et u peut donc étre vu comme une mesure sur I'.

Réciproquement, si 1 est une mesure sur I' de norme 1, on voit g comme
un élément de Zy[[I']] en posant mn (1) = 3 crr,, (fg+1“n 1)dg € Z,[T'/T,). La
convolution des mesures correspondant au produit dans l'algebre de groupe
complétée.

Par exemple, dans le cas I' = Z, et I'), = p"Z,, la transformée d’Amice
induit un isomorphisme de Z[[I']] sur Z,[[T]] et elle envoie §, sur (1 + T)* et
done Z,[T/Ty) = Z,[T]/ (8 — o) = Z[[T] /(1 + T)" — 1),
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V.3. Distributions sur Z,

1. Fonctions localement analytiques sur Z,

Si h € N, soit LA}, I'espace des fonctions de Z, dans Q, analytiques sur
a —i—pth quel que soit a € Z,. Si f € LAy, alors, quel que soit xg € Z,, on
peut développer f sous la forme

+oo
f(z) = Zak(ﬂﬂo)(x _hmo)k,
k=0

p

ol ag(xp) est une suite d’éléments de Q, tendant vers 0 quand k tend vers
+00. Si f € LAy et xg € Zy, on pose |[f|[nz, = maxy(|ax(zo)lp) et [[fllLa, =
SUPgez, || fllhzo- Il résulte de la théorie des séries formelles que I'on a aussi

1Fllnzo = sup |f (2o +p"2)l;

ZElﬁcp

et donc que || f|lhzo = |fllnaz st 21 — 20 € pPZ, et que, si S est un systéme de
représentants de Z, modulo p"Z,, alors || f||La, = supges || flh.z-

Lemme V.3.1. 5i f € LAy, alors la dérivée n-ieme de f appartient o LAy et
de plus, |p™ f™ /nl|lLa, < ||fllLa, quel que soit n € N et la suite de terme
général ||[p™ £ /nl||pa, tend vers O quand n tend vers +o0.

Démonstration. Soit S un systéme de représentants de Z, modulo pth. Si

zg € Zy, alors p”hf(")(a:)/n! = ,J;)B (”:k)amrk(xo)(z;%)k. Comme (":k)
est entier, on en déduit 'inégalité
pnhf(n)

|

On en déduit la majoration que 'on cherche et le fait que la suite de terme
général ||p™"f(™) /nl||La, tend vers 0 est une conséquence du fait que la suite
ag(xo) tend vers 0.

, < sup |ag(2o)|p < supfak(zo)lp < |[f a0
n. k>0

h,xo k>n

On peut écrire tout entier n de maniére unique sous la forme n = mp™ — i

avec 1 <14 < p et m > 1. Soit alors e, (x) la fonction 1_i+pth(a:)(%)m_l

Lemme V.3.2. Les e, pour n € N forment une base de Banach de LAy,.
Démonstration. 11 suffit de revenir & la définition de la norme sur LA, et

d'utiliser le fait que {—i, 1 < i < p} est un systéme de représentants de Z,
modulo pth.

Théoreme V.3.3. Les [ﬁ]‘( ) pour n € N forment une base de Banach de LAy,.

x
n



138 P. COLMEZ

Démonstration. Posons g,(x) = [ﬁ]l(;i) Sij e {1,...,p"}, soit g, (z) =

gn(—7 + plz). Par définition, on a

n—1
(@) = [t [ (7 =k 9'2)
k=0

Pour simplifier les formules (transformer des produits de p* en sommes), on
définit v,(gn,;) comme étant I'inf. des valuations p-adiques des coefficients de
gn.j, ce qui fait que 'on a ||gy||n,—; = p~*»n3) comme on le voit en revenant
& la définition. On a aussi vp(gn,;) = infrcog, vp(9i;(2)). Sivp(j + k) <h,
alors vp(—j — k + p'a) = vp(j + k) quel que soit © € Oc, et si v,(j + k) > h,
alors vy(—j — k + plz) > h quel que soit = € Oc, avec égalité si 'image de z
dans F;, n’appartient pas a F),. On en déduit la formule

n—1
p(gnj) = qu]%m —vp(nl) + Y inf(v,(j + k), h)
k=0
h n - 1 ) — 1 n
Z( - 1),

Comme [z + y| > [z] + [y], chacun des termes de la somme est positif ou nul
et donc ||gn|lra, < 1 et d’autre part, le cas j = 1 implique ||gn||r.a, = 1. Pour
continuer la démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme V.3.4. Soit n = mp" —i avec 1 <i < p"et, sij € {1,...,p"}, soit Tn.;j
la réduction de g, ; modulo p. Alors

(1) Goy = 0 5ij >

(i) deg(gnq) =m—1

(iii) deg(g, ;) <m —1 sij <i.

Démonstration. Développons gy, ; sous la forme Y ;_, apzh.

D’apres la dis-
cussion précédente, on a aj € Z,. D’autre part, les zéros de g, ; sont les %k
pour k € {0,1,...,n — 1}. Le nombre de zéros de g, ; dans Oc, est donc
égal au nombre d’éléments de {0,1,...,n — 1} tels que v,(j + k) > h; on
en déduit le fait que g, ; a [";],'L_l] - [Jp;hl] = [%{1]
utilise alors la relation entre les coefficients d’un polynéme et les fonctions

zéros dans Oc,. Si on

symétriques de ses racines, on montre que v,(ax) atteint son minimum pour
k=ko= [%{1] et que l'on a wvy(ag) > vp(ak,) si k > ko. Le degré de g, ;

nti—1] Pégalité se produisant si et seulement si

est donc inférieur ou égal a [
Vp(gn,j) = 0 (autrement, g, ; = 0). On en tire le (iii) et le (i) car si j > 4,

alors M=) — [Z2] — [5] = 1 et vy(gn,) > 1.
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Siz € R, soit {a:}:x—[x] Ona{L"_l}zl—isik<het, comme de
plus {Z;—kl} <1-— k et { FP<1— k, on en déduit llnegahte

n+i—1 1—1 n n+z 1 1
N ]—[pk]—[—]—{ k} r L b<l-p <l
On en déduit v,(gn:) = 0 et deg(g, ;) = ["7{1] = [m’;h_l] =m — 1, ce qui

permet de conclure.

Corollaire V.3.5. La matrice exprimant les g,, dans la base des €, est triangu-
laire supérieure et ses coefficients diagonaux sont inversibles.

Ce corollaire permet de terminer la démonstration du théoreme V.3.3 en
vertu de la proposition V.1.7.

Corollaire V.3.6. Soit LA I’espace des fonctions localement analytiques sur Z,.
Alors f € LA si et seulement si liminf 2vy,(an(f)) > 0.

Démonstration. Z, étant compact, si f est localement analytique sur Z,, alors
elle appartient a LAy pour un certain A et alors lim inf %vp(an( ) = C L

p—1)p"
1

d’apreés le théoreme V.3.3. Réciproquement, si lim inf %vp(an( f) > T

alors ([ﬁ]!)_lan(f) tend vers 0 et f € LA,

2. Fonctions k-fois uniformément dérivables

On dit qu'une fonction f sur Zp est de classe € si les fonctions
iz, hy, ... hy) deﬁmes pour 0 < i < k sur Z, x (Z, — {0})" par récurrence
grace & la formule fl%z) = f(z) et

fm(l‘,hl,. .- ahl) = i(f[z_l}(aj + hi7h17' .. ahi—l) - f[i_l}(ajahlw .. >hi—1))

hi
se prolongent en des fonctions continues sur Z;,H.

Sur R, les notions de classe € et de classe € coincident car on a

@ b, hy) = FO(@ + tyhy + -+ th) dty . .. dt.
0,1]

Sur Zj,, 'exemple suivant montre qu’il n’en est rien. Comme on I'a vu, tout
élément x de Z, peut s’écrire de maniere unique sous la forme Zn Zop"an(x),
avec an(x) € {0,...,p—1}, ce qui permet de définir une fonction f : Z, — Z,
grace a la formule f(z) = Y7 p*a,(z). On a alors |f(z) — f(y)], < |a: y|p
quels que soient z,y € Z,, ce qui montre que f est dérivable, de dérivée
nulle, en tout point (elle est donc aussi de classe ¥>°) bien que f ne soit
localement constante au voisinage d’aucun point. D’autre part, si (z, hy, hg) =

(Oapnapn) (resp. (l‘, h17 h2) = ((p_ 1)pn’pn’pn))’ on a f[2]($, h17 h2) =0 (resp.
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Pz, hy,hy) = p — p?), ce qui montre que f?! ne peut se prolonger par
continuité en (0,0, 0).

La fonction f est aussi un contre-exemple a un autre énoncé naturel puis-
qu’elle est de classe ¥*° mais n’a de développement limité d’ordre 2 en aucun
point.

On munit €¥(Z,,Q,) de la norme naturelle || || définie par

”f” = Sup sup |fm(m7h17"'7hi)|p
0<i<k (2,h1,...,hi ) €ZLT
qui en fait un espace de Banach p-adique.
Soit L(n, k) = max{vy(ni1)+---+vp(n;) | i <k, ni+---+n; =n, nj > 1}.

Théoreme V.3.7. Les p=(nk) ( ) forment une base de Banach de %k(Zp, Q).
Démonstration. Soit gr(z) = (1+T)*. On a

7 R
] _ L E+T) -1
gT(ajahlw"ahk) - (1+T) Hh—J’
7j=1
ce qui nous donne, notant P, le polynéme ( ), identifiant les termes de degré n

T
n

T 1 /x—1

n—1

de chaque coté, et utilisant 'identité %(n) = E(
. 1 x hi—1 h; —1
Plil(z hy, ... h) = — N .
n(xa 1, 9 Z) Z Ny <n0> <n1—1> <nl_1
no+ni+--+n;=n
n1,..m; 21

) , la formule

il

Si y est une variable, soit ay] Popérateur qui a f(z,y) associe 83[,1](2,y) =
flz,y +1) — f(z,y) et, si £k € N, soit 8}]",} litéré k-ieme de 83[,1]. Soit
gi(z,hy, ... b)) = fil(z hy +1,...,h; + 1). On déduit de la formule
précédente, I'identité
a[no]a[”l 1] ) a[ni_l] :(0,0,...,0) = ano—i—---—i—ni(f)
hi gl( ) n]_ - nl

et donc, utilisant le théoréme de Mahler & i+1 variables, que si g; (et donc f [i])
%;172";(” tend vers 0 quand
ng + - - - +n; tend vers 400 et que, réciproquement, si cette suite tend vers 0,

est continue, alors la suite de terme général

alors la série
+oo +
5 LS ) () () ()
no=0n1=1 n;=1 e no nl_l nz—l

définit une fonction continue sur Z;,H qui coincide avec fI sur N x (N —{0})’
et donc sur Z, x (Z, — {0})", et que l'on a de plus

||f[z]||oo = ||gz||oo = sup |ano+~~~+m’(f)|l’;

ng,...,N; |’I’L1 s i|p

d’ou le résultat.
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Lemme V.3.8. Il existe C, > 0 tel que Uon ait k35" — Cj, < L(n, k) < ki&n

logp logp *
Démonstration. Si n; < n, alors v,(n;) < 113§2‘ D’autre part, si k < p” et
u = [ﬁi;], on peut prendre (ny,...,ng) = (p*~",...,p*"") ce qui implique
L(n,k) > k(ﬁi; —1—r) et permet de conclure.

Corollaire V.3.9. f € €% si et seulement si la suite de terme général n*|a,(f)|,
tend vers 0 et la norme || f|4x = sup,(n + Dflan(f)]p est équivalente a la

norme naturelle sur €F.

3. Distributions continues

On appelle distribution continue sur Z, une forme linéaire continue sur LA,
c’est-a-dire une forme linéaire sur LA dont la restriction a chaque LAj est
continue. On note Y,ont ’ensemble de ces distributions.

Si h € N, on pose py = p~Y/®=DP" On a aussi pj, = le — 1], si € est une

h+1

racine primitive p"*'-ieme de l'unité (cf. exemple IV.2.8).

Transformées d’Amice et Laplace :

M= [ (14T ) = > [ ()
20~ [ ) = S | o).

Lemme V.3.10.5: z € B(0,17), alors fzp(l +2)"u(x) = A, (2).

Démonstration. Si |z, < pp, alors la série 7% (¥)2" converge vers (1 + 2)*
dans LAy (Z,, Cp) car z"/[n/p"]! tend vers 0.

Si F(T) = :i% a, T™ est de rayon de convergence > 1 et si p < 1, on

note ||F||, le maximum de |a,|,p" pour n € N. C’est aussi le maximum de
|F(z)|, pour € C, vérifiant |z[, < p. On a [|F||,, < [[F|,, si p1 < p2 et
une adaptation de la démonstration du lemme de Gauss montre que 'on a
IFGl, < ||F|l,|IGll, si F et G sont de rayon de convergence > 1 et p < 1.

Théoreme V.3.11. L’application qui a une distribution associe sa transformée
d’Amice est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques de Deont SUT
Pespace des séries formelles convergeant sur B(0,17). De plus, on a

[ Fullon, < I, < PIFullprss-
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Démonstration. Soit p une distribution et <7, (T) = :i% b, T" sa transformée
d’Amice. D’aprés le théoreme V.3.3, quel que soit h € N, la suite de terme
général [n/p"]!b,, est bornée et ||ul|La, = sup, |[n/p"!by],- On en déduit le fait
que 7, converge sur B(0, p, ) quel que soit h (et donc converge sur B(0,17))
et que de plus, (T |, = sup, [bn ool < Ilila, car pf < [[n/p"]!].
Réciproquement, si F converge sur B(0,17), alors la suite de terme
général [n/p"]lb, tend vers 0 et sup, |[n/p"!b,], < pHF(T)|]p_1/ph+1 (car

vp([n/p™MY) = n/ptt — 1) et comme ppyq > p~ V7" on en déduit la
majoration du théoreme, ce qui termine la démonstration.

Remarque V.3.12. On montre plus généralement que quel que soit € > 0, il
existe Cp, . > 0 tel que l'on ait ||u||na, < Chellullp)+e-

4. Opérations sur les distributions

Les opérations sur les distributions sont en gros les mémes que celles que
nous avons définies sur les mesures et les démonstrations sont trés semblables.

i) Dérivée d’une distribution : Si p est une distribution, on définit sa dérivée
% u par la formule

| 1@ pnte) = [ ran.
Z, Z,

La transformée d’Amice de %,u s’obtient a partir de celle de u par multipli-
cation par log(l 4+ T); sa transformée de Laplace par multiplication par ¢.
Contrairement au cas réel, on ne peut en général pas définir la primitive d’'une
distribution puisque cela revient au niveau des transformées d’Amice a diviser
par la série entiere log(1 + T) qui a beaucoup de zéros dans B(0,17).

ii) Multiplication par une fonction localement analytique :
f(@)(g(z)pu(x)) =/ (f(x)g(@))p(z).
Z, Zp

~ Multiplication par z : 4, (T) = (1 + T)-&a,(T) et L, (t) = £.Z.(1).

— Multiplication par z* avec |z — 1|, < 1. Le lemme V.3.10 montre que
l'on a

ey (T) = A (2(1+T) = 1).

iii) Division par x. Si u est une distribution, 'équation £ A = p a une infinité
de solutions différant 2 & 2 par un multiple de la masse de Dirac en 0. En effet,
on peut écrire n’importe quel élément de LA sous la forme f = f(0)1z, + xg,
ou g € LA et les solutions de I’équation A = u sont donc de la forme

/‘ﬂ@szaﬂ®+/‘m@M@-
Zy

Zy
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La transformée d’Amice de 'y est une primitive (déterminée & constante
prés, ce qui correspond a l'indétermination de z='x & un multiple pres de la
masse de Dirac) de (1 + T) 1a7,(T).

iv) Restriction a a + p"Z,, :
1 _
Dies iy (1) (T) = o Z e ",((1+T)e—1).
P =1
v) Convolution : Si f € LAy, et p € Peont, alors
pxfeLA, et |[uxfllua, <l|pllua,llfllLa,.

En effet, si |y — yol, < p~", alors

X pnhp(n) — Yo\
faty =37 f ($+yo)(y yo)

| h
=0 n: p

et le lemme V.3.1 montre que

‘ P ™) (z + o)

n!
quel que soit n € N, et la suite de terme général p" f (™) (z 4 o) /n! tend vers 0
dans LA,,.
Ceci permet de définir la convolution de deux distributions continues et on a

Dep(T) = A\(T) 7 (T).

<
s < I7la,

5. Distributions tempérées

Définition V.3.13. Soit »r € R. Une distribution continue p sur Z, est dite
d’ordre 7 si la suite de terme général p~""||u||La, est bornée. On note %,
I'ensemble des distributions d’ordre 7 que 'on munit de la norme || ||, définie
par || il = sup,en P " ||1t]lLa, - Une distribution est dite tempérée s'il existe
r € Ry telle qu’elle soit d’ordre . On note Ziemp 'espace des distributions
tempérées.

Remarque V.3.14

(i) Comme on a || f|lLa,.: < [[fllLa, si f € LA,, la suite ||u|/ra, est une
suite croissante de n ; une distribution d’ordre < 0 est donc nulle.

(ii) Si f est constante modulo p"Z,, alors || f|lLa, = || fllec. On en déduit
le fait qu’une distribution d’ordre 0 est continue sur l’espace des fonctions
localement constantes muni de la norme du sup et donc est une mesure.

(iii) Si 7 et 7’ sont deux éléments de R vérifiant r </, toute distribution
d’ordre r est aussi d’ordre 1.
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(iv) si p est d’ordre 7, alors la suite de terme général

supsupp "
aceX jeN

r—a..; _ —
[ ] =, <5
a+p"Zy, p

est bornée.

Nous allons maintenant caractériser les distributions d’ordre r en termes de
leur transformée d’Amice.

Définition V.3.15. Une série entiere F de rayon de convergence 1 sera dite
d’ordre 7 si la suite de terme général p~""||F|,, est bornée. L’espace des
séries entieres d’ordre r muni de la norme sup, p~""||F||,, est un espace de
Banach.

Remarque V.3.16

(i) Comme la suite ||F||,, est croissante, une série entiere d’ordre r pour
r < 0, est identiquement nulle.

(ii) Une série entiere d’ordre 0 est a coefficients bornés.

(iii) Comme ||FG||, = ||F||,||G||,, on en déduit le fait que si F est d’ordre r
et G est d’ordre s, alors FG est d’ordre r + s.

Lemme V.3.17.5i Flog(1 + T) est d’ordre r, alors F est d’ordre r — 1.

Démonstration. ||log(1+ T)l|,, = p"p~ /P~ (Le maximum de |1/k|,pf est
atteint pour k = p” et k = p"*1l.)

Proposition V.3.18. L application qui & une distribution associe sa transformée
d’Amice induit un isomorphisme d’espaces de Banach de l’espace des distribu-
tions d’ordre r sur celui des séries entiéres d’ordre r.

Démonstration. On a ||,|,, < pllva, < pllullpn,, d’apres le théoreme
V.3.11. On en déduit le résultat.

Le lemme suivant nous fournira une caractérisation plus commode des séries
d’ordre r et donc des distributions d’ordre r.

Lemme V.3.19. Soit F(T) = 3720 a, T une série convergeant sur B(0,17) et
r € Ry. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite de terme général p~""||F||,, est bornée,

(ii) la suite de terme général n™"|ay|, est bornée.
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Démonstration

(1)=(ii) Soit um = sup, >, p~""||F||,,. Quel que soit k € N, on a lak|ppk <
ump™ si n > m. En particulier, si k > p™*!, on peut appliquer cette inégalité

an= [}gg’;] de telle sorte que 'on a }ggg —-1<n< %, ce qui nous donne
log pn
aklp < ump™ o < umk"pF ok
et comme
_log py, = logp log p
n — B o ;
(p—1)p" (p— 1)pio§§_1

on obtient finalement |ag|, < p? /=Dy k" si k > p™tl ce qui permet de
montrer que si la suite de terme général wu,, est bornée, alors celle de terme
général n~"|a,|, est bornée, et permet de conclure.

(ii)=(i) Soit vy, = supPg>y, k™" |aglp. Un petit calcul montre que si r > 0 et
a < 1, alors la fonction z"a” atteint son maximum sur Ry en —r/loga et que
ce maximum vaut e~"(—r/loga)”. On en déduit la majoration

f T\
IF]l, = sup |a|ppl < maX(sup |ak|ppl, vme ’"( ) )
k k<m log pn,

et comme p,, tend vers 1, le terme supy<,, |ak|ppf; est majoré par une constante
ne dépendant pas de n et comme

-1 (p-1p"
log pn, logp

9

on obtient la majoration

— 1\"
log p
si n est assez grand. On en déduit le fait que si la suite de terme général v,,
est bornée, alors celle de terme général p~""||F||,, est bornée, ce qui permet
de conclure.

Corollaire V.3.20. Sir € R, on peut munir 9, des trois normes suivantes qui
sont équivalentes.

(i) [l = suppenp™™ [[1llLa, -

(i) el = suppen P90l pn

(iid) [|ellr2 = suppen(1+n) "] [ () a(@)lp.

Corollaire V.3.21. Si k est un entier, 9y, est le dual de €¥(Z,, Q).
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Démonstration. Cela suit immédiatement de 1’équivalence entre les normes
||| et || |l2 et de la caractérisation de €¥(Z,, Q,) donnée au corollaire V.3.9.

Remarque V.3.22(C’est ce corollaire qui justifie le nom de distribution tempérée
pour les distributions d’ordre fini.

6. Une autre caractérisation des distributions tempérées

Dans le paragraphe précédent, on a caractérisé les distributions tempérées
en termes de leurs transformées d’Amice ce qui permet de construire une distri-
bution tempérée a partir d’une série entiere de rayon de convergence 1 vérifiant
des conditions de croissance. La connaissance de la transformée d’Amice d’une
distribution est équivalente a la connaissance des fzp x'u(z) pour i € N. Dans
ce paragraphe, nous montrons comment construire (théoreme V.3.23 et corol-
laire V.3.24) une distribution d’ordre fini en ne connaissant que les intégrales
du type fa+pnzp z'u(x) pour a € Z,, n € N et 0 < i < N. Cette construc-
tion généralise celle des mesures donnée dans la remarque V.2.12 et est tres
importante pour les applications arithmétiques.

Si I est une partie de N, notons LP! le Q,-espace vectoriel des fonctions
localement polynomiales sur Z, dont les degrés appartiennent a I, c’est-a-dire
les fonctions qui s’écrivent localement sous la forme Zia a;x*, ot les a; sont
des éléments de Q,, presque tous nuls.

On note @;lg I'ensemble des distributions algébriques sur Z,, (de degré € I),
¢’est-a-dire I'ensemble des formes linéaires sur LPY. Un élément p de @;lg est

donc équivalent a la donnée des valeurs fa oz 2u(z) pouri €1, a € Z, et
p
n € N avec les relations de compatibilité évidentes

p—1
/ vip(z) =3 / ().
a+p"Zyp k—q Y atkp™ +pnt1iZ,

On a une application naturelle de Zeont dans Qilg quel que soit I C N.

Si r € R,on note %LO’N] le sous-espace des u € @g?ém tels que la suite de
terme général sup sup p~ | [ Jr]Dnzp(%)i,uﬂ est bornée et on munit 2>

a€Zp 0N
de la norme || [|,,[o,n] définie par

_ r—a.;
liallgorg = sup (sup sup p] (5l
neN ‘a€Z, 0<i<N a+pnZ, P

On note E(r) la partie entiere de r.

Théoreme V.3.23. Si r € R et N > E(r), lapplication naturelle de 9, dans
9[071\1}

.@i?éN] induit un isomorphisme d’espaces de Banach p-adiques de 9, sur Dy .
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Corollaire V.3.24. Si N > E(r), la norme || |0 est une norme sur 9,
équivalente a la norme || ||,.

] [0,N]

Démonstration. Le fait que 'image de %, dans Qi?éN soit incluse dans %y

est une conséquence de 'inégalité

T —a\t _
Lo ) ] <,
a+p"Zy p

qui implique de plus que I'application en question est continue. Il suffit donc,
d’apres le théoreme de I'image ouverte, de prouver que c’est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.

sup sup p "
a€Zy 0N

Commencons par prouver la surjectivité. Nous allons construire une forme
linéaire continue sur LA, en approximant f € LA par une suite d’éléments de
LPONI Tes suites de fonctions que l'on va considérer vont étre obtenues en
remplacant f par sa série de Taylor tronquée a l'ordre N au voisinage d’un
systeme de représentants modulo p"Z, et en faisant tendre n vers +o00. La
vérification que le procédé converge repose sur le lemme V.3.26 dont le role
est de montrer que fzp frni(z) ne dépend pas trop du choix du systeme de
représentants modulo p"Z,.

SiheNetpue @,EO’N}, posons

[, ()]

Nl = sup<sup sup p"
n>h \a€Z, 0<j <N

Remarque V.3.25
(i) La suite ||z||, n est décroissante.

(i) $i g € LPON N LAy, alors | [ g@u(@)] <o linlnlolin,

Soit f € LAy. Sia € Z,, il existe une suite cx(a) tendant vers 0 telle
que l'on ait f(x) = ,j;’f)ck(a)(%)k siz € a+phZ, Sia€Z,etX est
un ouvert compact de Z, contenu dans a + pth, soit fx q la fonction définie

r—a

par la formule fx ,(z) = 1x(z) (ZTI:I:O ck(a)(p—h)k). Nous aurons besoin du

lemme suivant.

Lemme V.3.26.Soient f € LA, n > h, a € Zy, et X = a+p"t1Z,. Alors, quel
que soit b € a + p"Zy, on a la majoration

/50 — fxpllLa,, <p D) £,
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Démonstration. Sion écrit fx o(x) — fxp(x) sous la forme
r—a
<Z b ( n+1 ) )’
on a | fxa— fX,b||LAn+1 = SUPgiKN |bz‘|p- D’autre part,

fxa(@) = fxplz) = 1X(l’)( io (Ck(b)(mp—_hb)k - Ck(a)(%)k»,

n=N+1
ce qui, remplagant x — b par (z —a)+ (a — b) et développant, nous donne, pour
< N, l'identité

n+1)i —zh a_bk—z
pr Z() )

k=N+1
D’ou, utilisant la majoration |c;(b)|, < [|f|lLa, valable quel que soit k € N
par définition de || f||La,, on tire la majoration
‘b |p HfHLAhp (n—i—l—h)z‘p—(n—h)(N—i-l—i) < ”f”LAhp—(n—h)(N—i-l)
et le résultat.

Revenons a la démonstration du théoreme V.3.23. Fixons pour chaque
n € N un systeme R,, de représentants de Z, modulo p"Z,. Si f € LAy et
> h, soit f, € LPON 14 fonction définie par
‘T) = Z fa—i—p"zp,a(m)
a€Ry
Sia € Ry41, soit m(a) € Ry, le représentant de a modulo p"Z,. On a

fn-‘,—l — fan= Z fa+p”+1Zp,a - fa+p”+1Zp,7r(a)
a€Rn41
et donc
| fa1 = Falltanss <p~ "D fllpa,

On en déduit la majoration

| [ a@) = Fa@ite)| <Dl

= (T ) PPV £l ),

NAHL=)OFD)] 4|, g1 est décroissante et

tend vers 0 par hypothese car N +1 — r > 0, on en tire la convergence de

et comme la suite de terme général p—(

la suite de terme général fzp fn(x)u(x). La limite est indépendante du choix
des R;, car si on a deux choix R;, et Ro,, on en fabrique un troisiéme en
posant Ro, = Ri2, et Ront1 = Ra 2,41, ce qui prouve que les trois limites
coincident. On a donc défini de cette maniere une forme linéaire sur LA.
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Finalement, on a || fn||La, < | fllLa, et

‘/pr(w)u(ﬂc)(p < sup ((/Zp fn(z)p(z ) ig(/ (fat1 = fa u( )

< sup(p" il Flluan 2™ llrnll fllLa,)

Dl p L f LA

ce qui permet de montrer que p est continue sur LA et que si h € N, alors
lellna, < PP ullypn. On en déduit le fait que la suite de terme général
p~"||u||La, est bornée et donc que p est d’ordre 7.

On vient donc de montrer que 'application naturelle de %, dans @,EO’N} est

surjective. Passons a la démonstration de son injectivité. Nous aurons besoin
du lemme suivant

Lemme V.3.27.Soit i une distribution continue sur Z,, telle que/ w(x) =0
a+p"Zy,
quels que soient a € Z, et n € N. Il existe alors une unique distribution \

dont p est la dérivée. De plus, si u est d’ordre r, alors A est d’ordre r — 1.

Démonstration. Soit f € LA, C LApy. Soit Rpi1 un systeme de
représentants de Z, modulo ph+1Z et soit f ) Délément de LAy, dont
la dérivée est f et qui s’annule aux points de Rp41. L’hypothese implique
que fzp FED(z)p(z) ne dépend ni du choix de Ryyq ni du choix de h tel

que f € LAy car deux choix différents aboutissent & deux fonctions f(~1)
différant d’une fonction localement constante. Ceci permet de définir une
forme linéaire A sur LA en posant fzp f@)A = fzp FED(x)p(z). Un cal-

cul immédiat montre que l'on a de plus ||f(_1)||LAh+1 < |IfllLa, et donc
| Jz, f@)A@)lp < |lullLan. [ fllLa,, ce qui prouve que A est continue. D’autre
part, on a %)\ = p par construction.

Finalement, on a @\ (T)log(l1 + T) = ,(T), ce qui, utilisant le
lemme V.3.17, permet de prouver que A est d’ordre » — 1 si y est d’ordre r et
termine la démonstration du lemme.

Remarque V.3.28. Traduit en termes de séries formelles, ce lemme dit que
si F' est une série de rayon de convergence 1 s’annulant en les € — 1, ou €
parcourt 'ensemble des racines de I'unité d’ordre une puissance de p, alors F
est divisible par log(1 + T).

Revenons a la démonstration de l'injectivité. Soit g un élément du noyau,
c’est-a-dire une distribution d’ordre r vérifiant [ R z'u(r) = 0 quels que
soient 0 < ¢ < N, a € Z, et n € N. D’apres le lemme précédent, on peut
écrire p sous la forme %ul, ou w1 est d’ordre r — 1 et vérifie fa+pnzp riu(z) =
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i — 2"ty (z) = 0 quel que soit 1 <4 < N. On en déduit par récurrence
d)N+1

le fait que p = (E UN+1, oU N1 est d’ordre r — N — 1 < 0 et donc nulle,
ce qui permet de conclure.

CHAPITRE VI
LA FONCTION ZETA p-ADIQUE

VI.1. Les congruences de Kummer

Comme nous ’avons mentionné dans I'introduction, Kummer a découvert
des congruences modulo p* entre les valeurs aux entiers négatifs de la fonction
zéta. La théorie des mesures sur Z, permet de les redémontrer sans douleur
et d’aller plus loin en construisant une fonction zéta p-adique.

Si a € R*, on peut appliquer la proposition 1.1.2 & la fonction

1 a
et—1 et —1

ﬁxt):

qui est € sur R4 (on s’est débrouillé pour supprimer le pole en 0) et a
décroissance rapide a Uinfini.

Corollaire VI.1.1. Si a € R*, la fonction (1 — a'™*)((s) = L(fs.s) a un
prolongement analytique a C tout entier et, sin € N, alors (1—a't™)((—n) =
(—1)"f(§n)(0). En particulier, si a € Q, alors (1 —a'*t™)¢((—n) € Q.

Proposition VI.1.2. Si a € Zj, il existe une mesure p, dont la transformée
de Laplace est fqo(t). De plus, ||palloo < 1 et, sin € N, alors fzp T, =

(=1)"(1 = a'*™)¢(=n).

Démonstration. Pour démontrer I'existence de p,, il suffit de vérifier que la
série obtenue en remplacant e! par 1+ T est & coefficients bornés ; ce sera alors
la transformée d’Amice de i,. Or on peut écrire (1 + T)* — 1 sous la forme
aT(1+ Tg(T)) avec g(T) = 325 1(9)T"2 € Z,[[T]] et donc

n=2 q
! : STy ez [T
T—m—;(—) 9" € Z,[[T]].

Comme on a obtenu une série a coefficients entiers, on obtient en prime la
majoration [|fi|lec < 1. Finalement, on a [, ", = 92”,5:)(0) = fan)(O).
P
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Proposition VI.1.3 (congruences de Kummer) Soit a € N — {1} premier
ap. Soit k > 1. Sing et no sont deux entiers > k vérifiant n1 = no
mod. (p — 1)p*=1, alors

vp((L = a*™)¢(=n1) — (L = a'*7)((—n2)) = k.

Démonstration. Comme on a supposé n; > k et ng > k, on a |z™|, < pk
et |2™|, < p~* si x € pZ,. D’autre part, comme (Z/p*Z)* est de cardinal
(p—1)p*~1, et que I'on a supposé ny = ng mod. (p—1)pF~!
pr*Z, si x € Z;. En résumé, |z — 22|, < p~* quel que soit x € Z,. Comme
ltta]lco < 1, ceci implique

(1= a ) (m) = (1= (e, = | [ @ e )] <y

,onaz" —g" €

et permet de conclure.

V1.2. Interpolation p-adique

Comme Q C Q,, on peut voir n — ((n) comme une application de —N
dans Q,. On peut se demander s’il est possible de construire une fonc-
tion continue sur Z, coincidant avec ¢ sur —IN. Ce n’est pas possible sous
cette forme, mais on a le théoréme suivant dont nous donnerons plusieurs
démonstrations et quelques généralisations.

Théoreme VI.2.1. Sii € Z/(p — 1)Z, (i € Z/2Z si p = 2) il existe une unique
fonction Cp; continue sur Zy, (resp. Zy, — {1}) si i # 1 (resp. si i = 1) telle
que la fonction (s — 1), (s) soit analytique sur Zy, et que l'on ait (pi(—n) =
(1 —=p™)C¢(—n) sin € N vérifie —n =i modulo p — 1.

Remarque VI.2.2

(i) La continuité p-adique de la fonction (,; se traduit par des congruences
du type de celles de la proposition VI.1.3.

(ii) Le théoreme ci-dessus est di & Kubota et Leopoldt et la fonction ¢, ;
est appelée la i-eme branche de la fonction zéta de Kubota-Leopoldt. Si ¢ est
pair, alors (,; est identiquement nulle car ((—n) = 0 si n > 2 est pair.

(iii) On voit que pour rendre la fonction n — ((—n) p-adiquement continue,
on a été forcé de se restreindre a une classe de congruence modulo p — 1 et
surtout de multiplier {(—n) par le facteur (1 — p™) qui est le facteur d’Euler
en p de la fonction (. L’explication folklorique de ce phénomeéne est en général
la suivante. On a ((s) =[], ﬁ. Si £ # p, on peut, en se restreignant a
une classe de congruence modulo p — 1 (c.f. n°suivant), prolonger la fonction
n — {" en une fonction continue sur Z, ; par contre, il n’y a rien a faire avec le
facteur (1—p™) qui tend p-adiquement vers 1 quand n tend vers +oc. Il semble
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donc normal d’étre forcé de retirer ce dernier facteur si on veut que le produit
soit p-adiquement continu. Malheureusement, cette explication séduisante est
un petit peu trop simpliste pour étre juste.

1. Interpolation p-adique de la fonction z — ™

De maniere générale, étant donnée une suite (an,)nen d’éléments de C,, on
peut essayer de les interpoler p-adiquement, c’est-a-dire construire une fonction
continue f : Z,, — C,, telle que 'on ait f(n) = a, quel que soit n € N. Comme
N est dense dans Z,, une telle fonction, si elle existe, est unique.

Considérons pour commencer ’exemple simple de la suite a,, = x", ou
x € Zy. Six € 1+4pZy, la fonction f,(s) = Y7 (?)(z — 1) est une fonction

continue de s € Zj, et on a f;(n) = a", ce qui fait que dans ce cas, la suite de
terme général x™ est p-adiquement interpolable par la fonction f,(s) que nous
noterons plutét s — z%.

Six € pZy, la suite de terme général 2™ tend vers 0 quand n tend vers +oo et
n’est donc pas interpolable car si s € Zj, on devrait avoir z* = lim,, s 2" =0
quel que soit s € Z,, ce qui est absurde si s € N.

Supposons p # 2. Si z € Zg, la situation est un peu meilleure car, si w(x)
est la racine (p — 1)-ieme de 'unité vérifiant © — w(x) € pZ,, on peut écrire
sous la forme w(x)(x) et 2" sous la forme w(z)"(z)". Comme (z) € 1+ pZ,,
la fonction n — ()™ se prolonge par continuité et w(x) étant une racine p — 1-
ieme de 'unité, la fonction n — w(z)™ est périodique de période p—1. Ceci fait
que, si on fixe i € Z/(p—1)Z et si x € Zy, la fonction z — 2" de i+ (p — 1)N
dans Z, se prolonge par continuité en une fonction continue sur Z,, ce qui
permet de voir  — x° comme une fonction continue sur (Z/(p — 1)Z) x Z,,
ou comme une fonction multivaluée sur Z,,.

Ce qui précede marche encore pour p = 2, mais on préfere en général mo-
difier un peu les choses pour tenir compte du fait que Z3 contient 2 racines
de T'unité (1 et —1) méme si celles-ci ont méme réduction modulo 2. On a
Z; = {£1} x (14 4Z3) et on note w le caractere de Z5 défini par w(z) =1 si
r€l+4Zy et w(z)=—1six e —1+4Zs.

Pour avoir des formules uniformes, on pose g =4sip=2et ¢q=psip#2,
et on note A le groupe des racines de l'unité contenues dans Qy, ce qui fait
que si @ désigne la fonction indicatrice d’Euler (i.e. ¢(n) = card((Z/nZ)*)),
alors A est le groupe (cyclique) des racines ¢(g)-itme de I'unité et Zj est la
réunion disjointe des € + ¢Z, pour ¢ € A. Finalement, on note encore w la
fonction sur Z, obtenue en prolongeant w sur Z; par 0 sur pZ,.



ARITHMETIQUE DE LA FONCTION ZETA 153

Proposition VI.2.3. Si i € Z/¢(q)Z, la fonction w(x)(z)* est une fonction
localement analytique de x € Z,, et de plus,

wx){z)" =2" sin=1i[p(q)] et x € Z;,

w(z){z)® = lim 2" quel que soit z € Zy,.
n=i [p(q)]

Démonstration. L’analyticité locale vient de ce que I'on a w(z)*(z)* = 0 sur
pZ, et

wlz) s _ z(_) — i—n/ .. __ _\n
@ity =(2) =3 (D)o
n=0
siz € e+qZ, et e € A. Le reste de la proposition suit de ce que A étant

d’ordre (q), on a w(z)" = w(x)! sin =1 [p(q)].

2. Transformée de Mellin p-adique et transformée I' de Leopoldt

Sii € Z/p(q)Z, on définit la i-eme branche Mel; , de la transformée de
Mellin d’une distribution continue p par la formule

Meli(s) = | w@)@)* ula) = [ wl@(@) nto).

P P
la seconde égalité résultant du fait que w(x) = 0 si € pZ,. D’autre part,
on a Mel; ,(n) = [,. 2" psin =i [p(q)]
On préfere souvent définir la transformée de Mellin d’une distribution W sur
Z; comme la fonction qui & un caractere localement analytique ¢ de Z7 a
valeurs dans Cj associe l'intégrale

Mel () = | () ().

z;
On retrouve autre définition de la transformée de Mellin en évaluant cette
transformée de Mellin en le caractere w(z)*(x)® et on a donc la formule

Mel; ,,(s) = Mel,, (w(z)"(x)*).

Soit ¢ : 1+ qZ, — Z, le morphisme de groupes qui a x associe longx. Ce
morphisme est analytique et son inverse aussi, ce qui fait que si f est une
fonction localement analytique (resp. continue) sur Z,, la fonction ¢* f définie
par ¢* f(z) = f(p(z)) est localement analytique sur 1+ ¢Z,, (resp. continue).

Si p est une distribution a support dans 1+ ¢Z,, on définit la distribution
st sur Z, par la formule

/ f(z) pup(z) = / ©* f(y) m(y)-
Zy 1+qZyp
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Et comme ¢* transforme une fonction continue sur Z,, en une fonction continue

sur 1+ gZ,, 'image d’'une mesure par ¢, est encore une mesure. (On montre
D

plus généralement que I'image d’une distribution d’ordre r par ¢, est une

distribution d’ordre r.)

Si p est une distribution et a € Zy, on définit la distribution d, * p par la
formule

f(@) 0o x p(x) = (az) p(z).
Zp Z,

Lemme VI.2.4. 57 X est un ouvert compact de Zy, o € Zy et pu est une distri-
bution continue sur Z,, alors

Resx (0o * 1) = 6o *x Resq—1x(10).

Démonstration. Comme on a 1x(ax) = 1,-1x(x) si X C Zj,, on en déduit la
formule

2 S () Resx (da % p1) = /Zp Ix(2)f(x) 0o * p = / 1x (aX) f(ox) p(x)

Zy

= (az)(lo-1x(z) p(@)) = [ flaz)Resq-1x(1)
Z, Z,

= [ £(@) 8w Resyoax(n),

ce qui permet de conclure.

Définition VI1.2.5. Si v est une distribution sur Zy et i € Z/¢(q)Z, on définit
)

la ¢-ieme branche F,(f de la transformée I' de p par la formule

Fg) = SO*RQSI—FQZP (Z E_iée * 'u) B (Z 6_266 * Reseil"'qu ('u)) ’
e€A ecA

I’égalité entre les deux définitions résultant du lemme précédent.

Proposition VI.2.6. Soit uw = e? € 1 4 qZ,. Si i est une distribution continue
eti € Z/p(q)Z, alors

Mel, ,(s) — /Z

Démonstration. La premiere (resp. derniere) égalité est une conséquence de
la définition de la transformée de Mellin (resp. d’Amice) d’une distribution

bngx, on a u® = exp(slog,r) = (z)° et donc

| et = [ @ Y s Res g, (o)
Zy 1497,

e€EA

w(e) (@) nle) = [

Y Ti (y) = oo (w® — 1).

*
p

continue. Siy = p(x) =
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siz € e +qZ, et que (ex) = (), on obtient

/ w(@)i(z)® ulx),
e~ 1+qZ,

Utilisant le fait que w(z) =~
[ erim=x
Zy eeA

et le résultat suit de ce que Zj est la réunion disjointe des € +¢Z, pour € € A.

Corollaire VI.2.7. Si p est une distribution continue eti € Z/p(q)Z, la fonction
Mel; ,(s) est une fonction analytique de s et méme de u® — 1.

VI1.3. Construction de la fonction zéta de Kubota-Leopoldt

1. Premiére construction

M convergeant sur B(0,17), il existe une distribution

pr—1, dont c’est la transformée d’Amice. La transformée de Laplace de ugk_1,
est == = fo(t) et

/Z ey, = £(0) = (~1)"n¢(1 - n),

La série formelle

Comme on le constate en utilisant le théoreme 1.1.3. Cette distribution res-
semble beaucoup a la mesure de Haar (mais n’est pas invariante par transla-
tion). On a en effet le lemme suivant.

1
Lemme VI.3.1. / pr-L(z) = —.
a+p"Zy, p
Démonstration. fa+pnzp pk-r(x) = #Zapnzl e %y (e — 1) et comme
log(e) = 0 si € est une racine de l'unité d’ordre une puissance de p, tous

les termes de la somme sont nuls sauf celui correspondant a ¢ = 1, ce qui
donne le résultat.

Onalgs(z) =1-1pz,(z) = 1—% > er—q €° et donc, si A est une distribution
continue sur Z,, alors

gy () = | (1+T)A@)

*
P

T 1 T
:/zp(HT) A(z)—}zz /Zp((1+T)s) Alz)

eP=1
1
= A(T)— = Y (1 +T)e—1),
eP=1
1 1 1
Lemme VIL.3.2. =~ = .
P Z ez—1 2P —1

ep=1
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Démonstration. Les deux membres sont des fractions rationnelles en z et, si
|z|[, <1, ona

1 11 =<, n 1
PP P

eP=1n=0 n=0 [p]

d’ou le résultat.
La transformée d’Amice de Reszx (-1, est donc

log(14+T) 1 Z log((1+T)e) log(1+T)  log(1+T)

T P

(1+T)e—1 T (1+T)P—1

epP=1
1
= dﬂKfL(T) - E’Q{HK—L((l + T)p - 1)-

On en tire les formules

1
Dresgy (1) (B) = L1 () = L, (08) = Jolt) = - folpt)

/Z "k p(z) = (1= p" )£V (0) = ()" (1 = p" ¢ - n),

»
Pour définir la fonction zéta de Kubota-Leopoldt, il suffit alors de poser, si
i €Z/e(q)Z,

_1yi-1 yiel ,
%Mell—i,uKL(l —5) = (81_) 1 /z w(z) " @) kL (z).

Cp,i(s) =
b

Par construction, on a (,;(—n) = (1 — p"){(—n) si n € N vérifie —n = i
[p — 1]. D’autre part, la fonction Mely_; ,,. | (1 — s) étant analytique sur Z,,
la fonction (s —1)(,(s) est analytique sur Z, et

lim(s — 1G,a(s) = | w(o)!mc-i(o)

= D W@ / uK_Lu):{é‘l/p sii=1,

ez (14pZy) +pZ, sinon.
On en déduit le fait que si¢ # 1, la fonction (, ; peut se prolonger par continuité

en s = 1 en une fonction analytique sur Z,,.

Remarque VI.3.3. La formule lin%(s —1)¢p,1(s) =1 —1/p est a rapprocher de

la formule analogue pour la fonction zéta de Riemann. La différence entre les
deux formules est encore une fois donnée par un facteur d’Euler en p.
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2. Deuxiéme construction

On peut aussi partir de la mesure p, introduite au § VI.1.

Lemme VI1.3.4. Les transformées d’Amice et Laplace de la restriction de j, a
Z; sont données par les formules

Desgy (pa) (T) = Fuo (1) = A, (L +T)P = 1)
D%Resz; (ua)(t) = "g/ﬂ,ua (t) - "g/ﬂ,ua (pt) = fa(t) - fa(pt)'

Démonstration. C’est le méme calcul que celui effectué pour calculer les trans-
formées d’Amice et Laplace de la restriction de uk-r, & Zy.

On en déduit la formule

/z 2 pra() = (1= p") f(0) = (=1)"(1 = a' ™) (1 = p")¢(—n)
p
qui montre que restreindre a Zy fait apparaitre un facteur d’Euler en p.
Sii € Z/p(q)Z, et si a € Zy vérifie (a) # 1, définissons une fonction g, ;
sur Z, par la formule
1
90l = T @iyt
_ 1 —1 -5
= o ) o)

D’apres le corollaire VI.2.7, Mel_; ,,(—s) est une fonction analytique de s.
D’autre part, si w(a)' =% # 1, la fonction s — 1—w(a)!~#(a)!~*
analytique de s ne s’annulant pas sur Z, car (a)* € 1+¢Z, et w(a)'~* € A—{1}
et donc w(a)™1 ¢ 1+ ¢Z,; si w(a)!™" = 1, la fonction 1 — (a)!~* ne s’annule
que pour s = 1. On en déduit le fait que g,; est une fonction continue sur
Z, — {1} et méme sur Z, si w(a) =" # 1.

De plus, si —n = i [p(q)], on a w(a)'™* = w(a)™ et w(z)™ = w(x)
x € Zy et donc

—s Mel_i7ua (_S)

est une fonction

" osi

1 1
(1) = T, @@ @) @) = T [ @)

p

=(=1)"1 =p")¢(=n)
ne dépend pas du choix de a. Si a et a’ sont 2 éléments de Z,, la fonction
Ja,i — 9a’ i est donc un quotient de fonctions analytiques sur Z, s’annulant en
un nombre infini de points, ce qui implique qu’elle est identiquement nulle et
que la fonction g,; est indépendante du choix de a. Il suffit donc de poser
(pi = gai pour n’importe quel choix de a vérifiant (a) # 1 et w(a)!™" # 1 si
1 # 1 pour avoir une construction de la fonction zéta de Kubota-Leopoldt.
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Remarque VI.3.5. Si p # 2, on peut aussi conclure au fait que g,; — go’ i
est identiquement nulle en utilisant le fait que c’est une fonction continue sur
Z,—{1} s’annulant en tous les éléments de i —(p—1)N qui est un sous-ensemble
dense de Z,,.

V1.4. Les zéros de la fonction zéta p-adique

Comme nous ’avons signalé dans l'introduction, la fonction zéta p-adique
est étroitement reliée aux groupes de classes d’idéaux des corps Q(e%”/ Py,
pour n € N. Le théoréeme VI.4.1 ci-dessous est une conséquence d’un théoreme
plus précis de Mazur et Wiles et donne une bonne illustration de ce lien.

L’énoncé de ce théoreme va demander un peu de préparation. Tout d’abord,
si K/F est une extension finie de corps de nombres, et si a est un idéal non nul
de I'anneau des entiers Ok de K, on définit I'idéal Nk p(a) comme I'idéal de
Op engendré par les Ny p(a), pour a € a. On a Ny p(ab) = Ny /p(a)Ng /p(b)
et Ng/p((a)) = (Ng/p()), ce qui montre que Ny p induit, par passage aux
quotients, un morphisme de groupes du groupe des classes d’idéaux de K dans
celui des classes d’idéaux de F. Ce morphisme envoie le p-Sylow dans le p-
Sylow puisque le p-Sylow d’un groupe abélien fini n’est autre que ’ensemble
des éléments d’ordre une puissance de p.

Dans tout ce qui suit, on suppose p # 2. Sin > 1, on note F, le corps cy-
clotomique Q(ezi”/ pn) et X, le p-Sylow du groupe des classes d’idéaux de F,,.
D’apres la discussion précédente, I'application N, /p, induit un morphisme
de groupes de X,,;1 dans X,. On note X la limite projective des X,, relative-
ment aux applications Ny, /r,,. Un élément c de X est donc une suite (cn)n>1,
avec ¢, € Xy, et ¢, = Np,, /p, (cnt1) quel que soit n > 1. Comme chaque
X, est un p-groupe abélien fini et donc un Zj,-module, X est un Z,-module
compact.

On note F, la réunion des F,,. C’est une extension galoisienne de Q et son
groupe de Galois est canoniquement isomorphe a Z; via le caractere cycloto-
mique Xeyel : en effet, sie est une racine primitive p"-ieme de I'unité, alors tout
conjugué de ¢ est de la forme €%, avec a € (Z/p"Z)*, et si 0 € Gal(Fs/Q),
alors Xcycl(0) est I'unique élément a € Z5 (rappelons que Zy est la limite pro-
jective des (Z/p"Z)*) tel que l'on ait o(g) = &% pour toute racine de 1'unité
d’ordre une puissance de p.

Le groupe Gal(F,/Q) laisse stable chaque F,,, respecte ’anneau des entiers,
et donc transforme un idéal en un idéal et un idéal principal en un idéal princi-
pal et, par suite, agit sur X,,. Comme cette action commute aux applications
N, ., /F,, on obtient une action de Gal(Fo./Q) sur X.

n+1
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Théoreme VI.4.1. Sii € (Z/(p — 1)Z)* est impair et si s € Zy, alors les deuz
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Gpails) = 0:

(ii) 4l existe un élément ¢ de X qui n’est pas tué par une puissance de p et
sur lequel 0 € Gal(Fso/Q) agit via la formule

U(C) = W(chcl(o'))i<chc1(0')>8 - C.

Le théoreme précédent caractérise les zéros de la fonction zéta p-adique
mais n’est pas tres explicite : on ne sait, par exemple, pas démontrer 1’énoncé
suivant qui reste le principal probleme ouvert concernant la fonction zéta p-
adique.

Conjecture VI1.4.2.5i i € (Z/(p — 1)Z)* est impair, et si k est un entier > 1,
alors ¢y i(k) # 0.

On sait démontrer ce résultat pour k£ = 1, mais cela résulte d’un théoreme
profond sur les formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques (¢f. n° 2
du § VL.5). Pour traiter le cas général, il faudrait disposer d’un résultat
analogue pour les polylogarithmes.

VI1.5. Fonctions L p-adiques attachées aux caractéres de Dirichlet

Ce que 'on vient de faire pour la fonction zéta de Riemann s’étend sans
douleur aux fonctions L de Dirichlet (& Pexception du théoréme de Mazur-
Wiles qui s’étend, mais pas sans douleur).

1. Construction

Soit x un caractere de Dirichlet de conducteur d > 1 premier a p. On
note g4 la racine de 'unité 4 = €27/, Si xy~1(b) # 0, alors €% est une racine
de I'unité d’ordre premier a p et distincte de 1, ce qui implique |€Z -1, =1
On en déduit le fait que la série entiere

—1 x_'(b)
F.(T) = —_—
x(T) G(x 1)br§ld(l+T)Eg_l
1 too nb

“oan, &, VX E T

b mod d n=0

est a coefficients bornés et donc est la transformée d’Amice d’une mesure p,
sur Z, dont la transformée de Laplace est F, (e" — 1) = £ (¢). On a donc

/ Py = 2 (0) = L(x, —n)

p

d’apres le n° 2 du § L.5.
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Définition VI.5.1. On définit la fonction-L p-adique associée & xy comme étant
la transformée de Mellin de (1, et on note cette fonction ¢ — L,(x ® ¥). Si ¢
est un caractere localement analytique sur Zy7, on a donc

Lix®¥) = | d@ne)
Z;
D’autre part, si ¢ € Z/¢(q)Z, on pose
Lpi(x:8) = Lp(x © (™" (2)(2) ")) :/z W (@) (@) " ().
p

Proposition VI.5.2. Si i € Z/¢(q)Z, la fonction Ly ;(x,s) est une fonction
analytique sur Z, et on a Ly, ;(x,—n) = (1 — x(p)p™)L(x, —n) si n € N vérifie
—n =1 [p(q)].

Démonstration. Le fait que L, ;(x, s) soit une fonction analytique sur Z, suit

des propriétés générales de la transformée de Mellin d’une mesure (corol-
laire VI.2.7). D’autre part, d’apres le lemme VI.3.2, on a

1 1
=p
npzzjl (1+ T)Egn -1 1+ T)pgsb -1

on en déduit le fait que la transformée d’Amice de la restriction a Z7 de p,
est

-1 Z X' () B x~'(b)
GO, o=, (1+Teh =1 1+ Tl —1
ce qui, mettant x~1(b) sous la forme x(p)x '(pb) et utilisant le fait que

b — pb est une bijection modulo d, peut se réécrire sous la forme 27, (T) —
X(P) ), (1 +T)P —1). On en déduit les formules

Presg (1) (1) = L () =X (P) Ly, (PT) et /Z 2" = (L=x()p")L(x, —n),

sin € N, et le résultat.
2. Comportement en s = 1 des fonctions L. de Dirichlet

En reprenant la formule pour L(x, s) donnée au n°2 du § 1.5, on obtient

1 +00 _nb

0, 2, O

b mod d n=0

L(x,1) =

= Gne, 2 X Olos =<,

On peut obtenir de plus jolies formules en regroupant les contributions de b
et —b et en séparant le cas x pair (x(—1) = 1) du cas y impair (y(—1) = —1).
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Nous allons établir I’analogue p-adique de cette formule. Il s’agit de calculer
fz* x_l,ux. Pour ce faire, nous allons calculer la transformée d’Amice de z~* Hy
P

(qui n’est déterminée qu’a constante pres) puis restreindre a Z,, ce qui tue
I'indétermination qui correspond a un multiple de la masse de Dirac en 0.

Proposition VI.5.3. La transformée d’Amice de x7 1y, est (A constante pres)
donnée par la formule

A1, (T) =

S (B log (14T~ 1)

b mod d

lux( G(x 1)

Démonstration. Si p est une distribution, les transformées d’Amice de u et
=1y sont reliées par la formule

(1+T)ddT£% W(T) = a7,(T).

Appliquons 'opérateur (14 T)ﬁ au membre de droite de I'identité a vérifier ;
on obtient

-1 _ (1+T)eh 1
Gx 1) ZX l(b)(1+T)€gi1 ZX ( 1+T)sg—1+1)

b mod d bmodd

et cette derniére expression est égale a szux( ) comme on le voit en utilisant le
fait que D"y oq ¢ X 1 (b) = 0. On en déduit le fait que les deux membres ont
méme image par (1 +T)% et donc qu'ils different par une fonction localement
constante. Pour conclure, il faut encore vérifier que le second membre est bien
donné par une série de rayon de convergence 1; mais on a
EZT
b
gg— 1

b
elT \n
= log, (e —1+ (d )
o(e Z .

et comme on a supposé (d,p) = 1, on a |g% — 1|, = 1 et la série est bien de
rayon de convergence 1. Ceci permet de conclure.

log,,((1+T)el — 1) =log, (e} — 1) + log, (1 + )

Lemme VI.5.4. La transformée d’Amice de la restriction de x_l,ux a Zy est
donnée par la formule

”Q{Resz*( _1NX) (T)

¥ n;J 2( ) logy( (1 + D)= 1) - %logp((l + T - 1))

= of, 1, (T)— %%_W(u +T)P — 1)

Hx
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Démonstration. On utilise la formule générale donnant la transformé d’Amice
de la restriction a Z; d’une mesure en fonction de celle de la mesure et I'identité

Z logp((l + T)Eg’l’] — 1) = logp((l + T)pgsb _ 1)’
=1

ce qui permet de montrer la premiere des deux égalités ; la seconde se démontre
en écrivant x 1 (b) sous la forme x(p)x~!(bp) et en utilisant le fait que b — pb
est une bijection modulo d comme nous I'avons déja fait.

En posant T = 0 dans la formule précédente, on obtient

J

formule qui ne differe de la formule complexe que par un facteur d’Euler et
le remplacement du logarithme usuel par le logarithme p-adique. Il s’agit

- -1 x(P) -
vy = G(x‘1)<1_ p )bn%dx '(b)log, (e — 1),

*
P

d’une illustration d’un phénomene surprenant au premier abord qui fait que
les formules p-adiques et les formules complexes continuent & se ressembler
beaucoup méme en des points ou elles n’ont aucune raison de le faire a priori.

3. Torsion par un caractére de conducteur une puissance de p

Notre but dans ce paragraphe est d’étendre les résultats des deux para-
graphes précédents pour calculer la fonction L p-adique de x évaluée en un
caractere de la forme 1 (z)x™, ol ¢ est un caractére de Dirichlet de conducteur
une puissance de p (vu comme caractere localement constant de Zy) et n un
entier > —1. Nous utiliserons la notation xy ® v pour désigner le caractere de
Dirichlet modulo dp¥ défini par (x ® ¥)(a) = x(a)(a), ou x et ¢ sont vus
comme des caracteres mod dp® gréace aux projections respectives de (Z/ dka)*
sur (Z/dZ)* et (Z/p*Z)*.

Lemme VI.5.5. Soit k > 1, ¢ un caractére de Dirichlet de conducteur p* et p
une distribution continue sur Z,. Alors on a

(2)(1 + T) () = G(d% S (14 T)S — 1),

Zyp
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Démonstration. On a

@@= S v [ aeyr

a mod pF

- Y Y ( > 0 (1 Ty 1))
a mod p np =1

= > A(1+T)y - ( > wlan™).
o =1 a mod pk

. - ek .
Si on écrit n sous la forme E;k — ¢%m¢/P" on reconnait dans le terme entre

parentheses une somme de Gauss tordue (divisée par pk) dont la valeur est
donnée par le lemme 1.5.1 et ce terme vaut donc

L1 I )
Ed) (_C)G(¢) - G(?/J_l)’
la derniere égalité provenant de la formule G()G(y~!) = (—1)p"

(lemme 1.5.1). On en tire le résultat.

Proposition VI.5.6. Si i est une mesure sur Z, dont la transformée d’Amice
est de la forme

AT) = ey L X OF(+ T - 1)
b mod d
et si 1 est un caractére de Dirichlet de conducteur p* avec k > 1, alors
W) T ) = o S (x®) @) F (14 Tl — ).
2, Ged D, &, g

Démonstration. D’apres le lemme précédent, on a

(@) (1 + T)*p(x)

ZP
b
_ (}(X— YOy HOF((1+ T)ehet — 1),
b mod d ¢ mod p
Pour mettre cette expression sous une forme un peu plus sympathique, on
peut utiliser le fait que tout élément a de Z/dp*Z peut s’écrire de maniere
unique sous la forme dc + p*b, avec b € Z JdZ et c € Z/ p*Z, ce qui donne les
formules

a
Edp

(x @) Ha) = x" 1" H@)x O ()

b_c
k= €d€pk
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Glxey) = Y o) (dej,

a mod dpk

zx‘l(p’“)w‘l(d)( > X_l(b)‘fg)( 2 w_l(c)e’c’k>

b mod d ¢ mod pk
=X @G TG
et permet de conclure.

On peut appliquer la proposition précédente & la distribution z ! fy et a la
fonction F(T) = log,(T). On obtient, en évaluant le résultat en T = 0,

Lylx® () = | vl

- G L (Ou) @, - 1.

formule qui est & rapprocher de la formule correspondante sur les complexes.

2z mod dp¥

Proposition VI.5.7. Si ¢ est un caractére de Dirichlet non trivial de conducteur
une puissance de p et n € N, alors L,(x ® (")) = L(x ® ¥, —n).

Démonstration. On tire de la proposition précédente et de la formule donnant
la transformée d’Amice de p1, le fait que la transformée d’Amice de ¥ (x)py ()
est

-1 (X&) (@)
Gen T 2 iD=, 1

et donc que sa transformée de Laplace est la fonction 2, gy (t). Le résultat

x mod dp*

s’en déduit.

Remarque VI.5.8. 11 n’y a pas de facteur d’Euler apparaissant dans les deux
formules précédentes ; c’est du au fait que p n’est pas premier au conducteur
de x ® ¢ et donc x ® ¥ (p) = 0.
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