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Pr�eface

Ce volume r�eunit les textes des conf�erences donn�ees lors des journ�ees annuelles
organis�ees par le Centre de Math�ematiques de l�Ecole Polytechnique au mois de Mai
�����

Les journ�ees X�UPS �� ont eu pour th�eme l�arithm�etique et ses applications �a la
th�eorie de codes�

La th�eorie des codes est un sujet relativement jeune �et pour cause� et c�est
seulement r�ecemment que l�on s�est aper�cu que des r�esultats di�ciles d�arithm�e�

tique et de g�eom�etrie alg�ebrique ont des cons�equences int�eressantes dans ce domaine
�codes de Goppa��

Nous avons essay�e au cours de ces journ�ees de rassembler divers aspects de ces
questions�

Le texte de G� Lachaud �reproduit avec l�autorisation de la Soci�et�e Math�ematique
de France� pr�esente les aspects alg�ebriques de la th�eorie du codage� C�est un texte

tr�es accessible�

Il est prolong�e par le texte de M� Martin�Deschamps qui en d�eveloppe l�aspect
�g�eom�etrie alg�ebrique�
 en utilisant notamment le th�eor�eme de Riemann�Roch�

Le texte de M� Tsfasman montre les analogies de la th�eorie des codes avec le
probl�eme de l�empilement des sph�eres � comment trouver des empilements �packings�
tr�es denses� Ce texte contient aussi �dans son chapitre II� une introduction claire

�a la th�eorie des corps de nombres� On pourra
 pour plus de d�etails
 consulter le
livre de P� Samuel ��� et celui de J� P� Serre ���� On y trouvera de plus l�analogie
avec celle des corps de fonctions rationnelles� Ces th�eories permettent de construire
des r�eseaux dans Rn correspondant �a des empilements denses �a partir de corps de

nombres ou de fonctions� On pourra consulter pour plus de d�etails la bibliographie
donn�ee �a la �n de ce texte
 notamment le beau livre de Tsfasman et Vladut ����

Le texte de M� Raynaud est une introduction rapide et condens�ee �a la g�eom�e�
trie alg�ebrique sur un corps commutatif quelconque� Il s�agit de comprendre les
propri�et�es des courbes alg�ebriques
 analogues des surfaces de Riemann lorsque le

corps est C� Y est �enonc�e notamment le th�eor�eme de Riemann�Roch�

En�n le texte de C� Houzel fait l�historique des �conjectures de Weil�� Ce texte
est d�un acc�es plus di�cile� On pourra notamment se r�ef�erer aux textes de Tsfasman
�chapitre II� et Raynaud pendant sa lecture�

On �code� le nombre de points d�une courbe alg�ebrique sur un corps �ni �Fp par
exemple� ainsi que le nombre de points de cette courbe sur les Fpm 
 sous la forme

d�une fonction g�en�eratrice � c�est la fonction z�eta de la courbe� On peut lui donner une
forme tout �a fait analogue �a la classique fonction z�eta de Riemann ���s� �

P
��ns��

Beaucoup de propri�et�es de la courbe se lisent sur cette fonction
 du fait de l��equation

�



fonctionnelle qu�elle v�eri�e� Ce sont ces propri�et�es qui sont utilis�ees notamment en
th�eorie des codes ��bornes de Weil���

On trouvera �a la �n des textes de Raynaud et Houzel un aper�cu des d�eveloppe�

ments ult�erieurs�

Nous tenons �a remercier les conf�erenciers pour l�important travail qu�ils ont

fourni� Nous remercions aussi G� Lachaud qui nous a permis d�utiliser le beau texte
de la conf�erence qu�il avait donn�ee �a la journ�ee annuelle de la S�M�F� en ���� et qui
nous a utilement guid�e pour la pr�eparation de ces journ�ees� En�n nous remercions

C� Fran�cois
 C� Harmide et P� Truc pour la frappe des manuscrits�

Nicole Berline et Claude Sabbah

Centre de Math�ematiques
Ecole Polytechnique

Bibliographie succinte

��� P� Samuel
 Th�eorie alg�ebrique des nombres
 coll� M�ethodes
 Hermann
 Paris

�����

��� J�P� Serre
 Corps Locaux
 Hermann
 Paris
 �����

��� M�A� Tsfasman and S�G� Vladut
Algebraic�Geometric Codes
 Kluwer Aca�
demic Publishers
 Dordrecht�Boston�London
 �����

	



Avertissement

Le texte propos�e par Gilles Lachaud fait partie de la publication de la Soci�et�e
Math�ematique de France consacr�ee �a la journ�ee annuelle �Codage et transmis�
sion de l�information�
 Paris
 janvier �����

Il n�est pas reproduit dans la version postscript du volume x�ups �����

On peut se procurer les publications de la S�M�F� �a l�Ecole Normale Sup�erieure
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Codes g�eom�etriques

Mireille Martin�Deschamps

Les th�eor�emes g�en�eraux de th�eorie des codes qui ont �et�e montr�es par Shannon
assurent l�existence de codes tr�es performants �en ce sens qu�ils atteignent la borne
de Varshamov�Gilbert

R � �� � logq�q � �� � � logq � � �� � �� logq�� � ��

o�u R et � sont les param�etres asymptotiques du code��

Malheureusement
 ces th�eor�emes ne fournissent aucune indication sur la mani�ere
e�ective de construire de tels codes� Un pas important dans cette direction a �et�e
fait avec la construction des codes g�eom�etriques
 construction qui utilise les objets

et les m�ethodes de la g�eom�etrie alg�ebrique
 et qui permet de retrouver les r�esultats
pr�edits par la th�eorie�

�� Exemple 
 Code de Reed�Solomon sur Fq� q � pm

On note ��� ��� � � � � �q��� les �el�ements de Fq� Par exemple
 si � est un �el�ement
primitif
 on pourra choisir �i � �i�� pour i � �� � � � � q � ��
Soit � un entier compris entre � et q � �� Le code de Reed�Solomon sur Fq de

param�etre � est d�e�ni par la matrice de contr�ole de parit�e �

H �

�BB�
�� � � � �q��
���

���

����� � � � ����q��

�CCA
Autrement dit
 les mots du code sont les q� ��uples �a�� � � � � aq��� de Fq��

q tels que

q��X
i��

�jiai � �

pour j � �� � � � � ���� C�est un code de longueur n � q��
 de dimension k � n�����

Un encodeur peut �etre d�e�ni de la mani�ere suivante � on consid�ere l�espace vecto�
riel Fq�x�k�� des polyn�omes en une variable de degr�e � k�� sur Fq
 et l�application

lin�eaire d���evaluation ��

Fq�x�k�� �� Fn
q n � q � �

f ��� �f����� � � � � f��n���

�



� Mireille Martin�Deschamps

En e�et
 on v�eri�e que c�est une injection
 que l�image est contenue dans le code

donc lui est �egale pour des raisons de dimension� On peut alors calculer facilement

la distance minimale d � un polyn�ome de degr�e � k� � ayant au plus �k � �� z�eros

le poids d�un mot du code est � n � k � � � �
 donc on a � d � ��

Remarque� � Ces codes sont e�ectivement utilis�es dans la pratique
 par exem�
ple on utilise un Reed�Solomon sur F�� pour corriger les informations contenues

dans les disques num�eriques audio�

A�n de g�en�eraliser cette construction
 on va en donner une interpr�etation un peu
di��erente �

Soit X � P�
Fq
la droite projective sur Fq� On peut regarder ���� � � � � �q��� non

plus comme des �el�ements de Fq
 mais comme des points rationnels de X� On note
Pi � ��i� �� pour i � �� � � � � q � � et P� � ��� ���
Un polyn�ome de Fq�x� d�e�nit une fonction rationnelle surX
 ayant en P� un p�ole

d�ordre �egal �a son degr�e� En particulier
 on identi�e ainsi l�ensemble Fq�x�k��� f�g
avec l�ensemble des fonctions rationnelles f non nulles sur X telles que le diviseur
�f� � �k � ��P� soit positif� Autrement dit
 on a un isomorphisme lin�eaire �

Fq�x�k��
��� H��X�OX��k � ��P����

On va alors pouvoir d�e�nir les codes g�eom�etriques�

	� Codes g�eom�etriques de Goppa

Soient X une courbe lisse et projective sur Fq
 de genre g
 �D�G� un couple de
diviseurs sur X satisfaisant les conditions suivantes ������

D � P� � � � �� Pn o�u P�� � � � � Pn sont n points distincts de X�Fq�
G � �
SuppD � SuppG � ��

���

On consid�ere l�application lin�eaire d���evaluation� �

H��X�OX�G��
�

���� Fn
q

f ����� �f�P��� � � � � f�Pn���

Elle est bien d�e�nie car toute fonction rationnelle f �� � qui v�eri�e �f� � G � �
n�a pas de p�ole en P�� � � � � Pn� L�image de � est un code sur Fq
 not�e CL
 dont

on va calculer les param�etres asymptotiques en utilisant des r�esultats de g�eom�etrie
alg�ebrique�

Proposition� � Soit �n� k� d� le type de CL� Si degG � n� on a �

	 k � degG � �� g avec �egalit�e si degG � �g � ��
	 d � n� degG�



Codes g�eom�etriques �

D�emonstration� � Soit f �� � qui v�eri�e les conditions �
�f� �G � � f�Pi� � � i � �� � � � � n�

Alors
 puisque les supports de D et G sont distincts
 on a aussi

�f� �G�D � � donc degG � degD � n

donc si on a degG � n
 � est injective�

D�apr�es le th�eor�eme de Riemann�Roch
 on a �

h��OX�G�� � degG � �� g � h��	X 
OX��G��
o�u 	X est le faisceau des formes di��erentielles sur X


deg�	X 
OX��G�� � �g � � � degG
d�o�u l�assertion sur k�

Soit f �� �
 f � H��OX�G��
 et w�f� le poids de ��f�� Il existe des indices

i�� � � � � in�w�f� tels que �

f�Pi�� � � � � � f�Pin�w�f�� � �

donc le diviseur �f� � G� �Pi� � � � �� Pin�w�f�� est � �
 ainsi que son degr�e
 d�o�u �
degG � n� w�f�

w�f� � n� degG�
Pour obtenir une matrice g�en�eratrice
 on choisit une base �f�� � � � � f�� deH��OX�G��

et on obtient � �BB�

f��P�� � � � f��Pn�
���

���

f��P�� � � � f��Pn�

�CCA
Exemple� � Code sur la cubique d��equation �

X� � Y � � Z� � � sur F� � f�� �� �� ��g�
Elle est lisse de genre �
 elle a � points rationnels
 dont � �a l�in�ni�

P� P� P� P� P	 P� P
 P� P�

X � � � �� � � �� � �
Y �� � � � � � � � �
Z � � � � � � � � �

On consid�ere alors les diviseurs �

D � P� � � � �� P�

G � �P�



�� Mireille Martin�Deschamps

Puisque � � degG � �
 on a h��OX�G�� � �
 donc il faut trouver � �el�ements
ind�ependants de H��OX�G��� On choisit

f � � �f� � �

g �
X

X � Y
�g� � P� � P� � P� � �P�

h �
X

X � Y
�h� � P� � P� � P� � �P��

On obtient alors la matrice g�en�eratrice �

�B� � � � � � � � �

� �� � � �� � � �
� � � � � � � ��

�CA
C�est un code de type ��
�

� sur F��

Remarque� � La courbe elliptique consid�er�ee est un cas particulier de �courbe
d�Hermite� sur Fq� Lorsque q est un carr�e et d �

p
q��
 la courbe d�Hermite est la

courbe X d��equation � Xd � Y d � Zd � �� C�est une courbe lisse de genre

g �
�d � ���d� ��

�
�

q �pq
�

�

Il est facile de voir qu�une telle courbe a q
p
q � � points rationnels
 donc qu�elle

atteint la borne de Weil �

 X�Fq� � q � � � �g
p
q�

Il existe une deuxi�eme mani�ere d�associer �a un couple de diviseurs �D�G� qui
v�eri�e les conditions ��� un code lin�eaire sur Fq� On consid�ere l�application lin�eaire
�r�esidu� �

H��	X 
OX�D �G��



���� Fn
q

	 ����� �ResP��	�� � � � �ResPn�	���

L�image de 
 est un code sur Fq
 not�e C
�

Proposition� � Soit �n� k�� d�� le type de C
� Si �g � � � degG� on a �

	 k� � n� degG � � � g avec �egalit�e si degG � n�

	 d� � degG � �g � ��



Codes g�eom�etriques ��

D�emonstration� � Soit 	 �� � qui v�eri�e les conditions �
�	� �D �G � � et ResPi	 � � i� �� � � � � n�

Alors 	 n�a pas de p�ole en P�� � � � � Pn
 donc on a aussi �

�	��G � � et degG � �g � ��
Donc si on a degG � �g � �
 
 est injective�
D�apr�es le th�eor�eme de Riemann�Roch
 on a �

h��	X 
OX�D �G�� � �deg�G�D� � g � � � h��OX�G �D��

d�o�u l�assertion sur k��

En�n
 soit 	 �� �
 	 � H��	X 
OX�D �G�� et w�	� le poids de 
�	�� Il existe
des indices i�� � � � � iw��� tels que le diviseur �	� � Pi� � � � � � Piw��� � G soit positif
ainsi que son degr�e
 d�o�u �

w�	� � degG� � � �g�
Le fait que les d�emonstrations de ces deux propositions soient tr�es voisines n�est

pas �etonnant
 car ces deux codes sont li�es� Plus pr�ecis�ement
 on a le r�esultat suivant �

Proposition� � Si �g � � � degG � n� les codes CL et C
 sont duaux l�un
de l�autre�

D�emonstration� � Soit f � H��OX�G��
 	 � H��	X 
OX�D �G��
 alors

f	 � H��	X 
OX�D��

donc les p�oles de f	 sont contenus dans le support de D� Mais on a �

���f� j 
�	�� �
nX
i��

f�Pi�ResPi	 �
nX
i��

ResPi�f	� � �

d�apr�es la formule des r�esidus� Donc CL et C
 sont orthogonaux� Dans le cas �g�� �
degG � n
 pour des raisons de dimension
 C
 est l�orthogonal de CL�

D�efinition� � CL et C
 sont les codes g�eom�etriques d�e�nis par le couple de

diviseurs �D�G��

Remarques�

�� La dualit�e entre CL et C
 est une traduction de la dualit�e de Serre sur X�

�� Actuellement
 on �etudie plut�ot les codes CL� Historiquement
 les codes C


ont �et�e construits d�abord
 sans doute parce que Goppa
 qui les a invent�es

n�est pas �a l�origine un g�eom�etre
 ni un alg�ebriste� La d�e�nition de C
 pose
moins de probl�emes que celle de CL
 car le r�esidu d�une forme di��erentielle

existe toujours
 alors qu�il n�en est pas de m�eme de la valeur d�une fonction
rationnelle
 et il faut des outils alg�ebriques pour contr�oler les domaines de
d�e�nition des fonctions rationnelles�



�� Mireille Martin�Deschamps

�� Applications

On dispose maintenant d�une nouvelle famille tr�es vaste de codes lin�eaires� Les

probl�emes qui les concernent se ram�enent �a des probl�emes d�arithm�etique et de
g�eom�etrie alg�ebrique �arithm�etique en ce qui concerne les points rationnels d�une
courbe sur un corps �ni
 g�eom�etrique pour la construction des syst�emes lin�eaires de

diviseurs��
Nous allons montrer que la famille des codes g�eom�etriques a de bonnes propri�et�es

asymptotiques�

Soit X une courbe projective et lisse de genre g sur Fq
 CL un code obtenu
en consid�erant un couple �D�G� tel que D contienne tous les points rationnels de
X�Fq�
 �n� k� d� son type� On a �

	 k � degG � �� g


	 d � n� degG

d�o�u

k

n
�
d

n
� � � � � g

n
avec n �  X�Fq� � Nq�x��
On pose alors

Nq�g� � maxfNq�X� j X proj� lisse
 genre g sur Fqg
A�q� � lim sup

Nq�g�

g
�

On veut borner A�q�� Pour cela
 on peut utiliser la borne de Weil �

jNq�x�� �q � ��j � �gpq
et on obtient A�q� � �pq�
Mais cette borne peut �etre am�elior�ee �

Th�eor�eme� � On a A�q� � p
q � �� De plus� si q est un carr�e� on a A�q� �p

q � ��
L�in�egalit�e a �et�e montr�ee par Drinfeld et Vladut� L��egalit�e a �et�e prouv�ee par

Ihara
 puis ind�ependamment par Tsfasman
 Vladut et Zink
 qui en ont aussi d�eduit


en utilisant des courbes modulaires
 qu�il existe une famille de codes g�eom�etriques
sur Fq ayant une complexit�e polynomiale de construction et d�epassant la borne de
Varshamov�Gilbert
 si q est un carr�e � 	��

�� G�en�eralisation

Cette construction peut �etre �etendue �a des vari�et�es alg�ebriques de dimension
sup�erieure� Pour le moment
 ces techniques n�ont pas permis de construire de �meil�

leurs� codes que sur les courbes
 mais on a pu dans certains cas
 donner ainsi une
interpr�etation g�eom�etrique de codes d�ej�a connus� C�est le cas des codes de Reed�
Muller �



Codes g�eom�etriques ��

Codes de Reed�Muller projectifs� � Soit X � Pr l�espace projectif de dimen�
sion r sur Fq� Soient V l�ensemble des points rationnels de X
 et N son cardinal� On

note Ui l�ouvert de X d�e�ni par Xi �� �� On obtient ainsi un recouvrement ouvert
de X � X �

r�
i��

Ui� On a �

N �  X �  U� � �U� � U�� � � � �� 
�
Ur �

r���
i��

Ui

	
� qr � qr�� � � � �� �
�

qr�� � �
q � � �

Soit L � OP ��� le faisceau inversible correspondant aux diviseurs hyperplans�
Pour m � �
 les sections globales de Lm s�identi�ent aux polyn�omes homog�enes

de degr�e m en X�� � � � �Xr�
Pour tout point x de V 
 on peut d�e�nir une application lin�eaire d��evaluation en

x �x � H��X�Lm�� Fq de la mani�ere suivante �

Si x � U�
 �x�f� � f�x��xm�

Si x � U� � U�
 �x�f� � f�x��xm�

Si x � U� � �U� � U��
 �x�f� � f�x��xm�

� � �

On a alors une application lin�eaire d��evaluation �

H��X�Lm�



���� FN
q

f ����� ��x��f�� � � � � �xN �f��

dont l�image est un code de Reed�Muller projectif�
On montre par r�ecurrence sur r
 que � est une injection si m � q� Dans ce cas


puisqu�un polyn�ome homog�ene a au plus m�qr � ����q � �� z�eros dans Pr�Fq�
 les

param�etres du code sont les suivants ��������������������

n �
qr�� � �
q � �

k �

�
r �m

r

	

d � qr�� � ��m�qr � ��
q � � avec �egalit�e quand m � ��
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Algebraic Curves and Sphere Packings

Michael A� Tsfasman

This talk is mostly devoted to problems which resemble greatly questions about
codes
 namely to quite a classical problem of dense packing of equal non�overlapping
spheres inRN � It comes out that both direct application of algebraic�geometric codes

and use of intuition developped while studying them are quite useful� Moreover
 here
one can see even better the marvelous integrity of mathematics
 two more parts of
which � number theory and that of packings � being added to coding theory and
algebraic geometry�

In the �rst chapter we give necessary de�nitions and produce some beautiful
examples� This chapter is quite classical and has nothing to do with either algebraic
geometry or number theory�

The relations with the latter are discussed in the second chapter devoted to
algebraic geometry and number theory constructions of lattices and packings�

Chapter I

De�nitions and examples

How can one pack equal non�overlapping spheres in RN! What is the density of

such packing and how the density behaves for small values of N! For large values
of N! How to put the asymptotic problem for N �
!
In x � we give some basic de�nitions and introduce di�erent parameters of sphere

packings� Then we show how to put the problem rigorously� In x� we give some
examples of dense packings� Then
 in x � we discuss the asymptotic setting� The
striking similarity between codes and packings is brie"y discussed in x 	�

�� Parameters

Packings� � Let us consider the classical problem of packing equal non�overlap�

ping spheres in RN � Let P be the set of centers and let

d � d�P � � inf
v�u�L�v ��u

ju� vj�

d is the minimum distance of the packing
 which equals the maximum possible
diameter of non�overlapping spheres centered in P �

�
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The density of P is the part of RN covered by spheres# to be precise
 it can be
de�ned as

$�P � � limsup
u��

v�S �Bu��v�Bu��

where

S �



x � RN

��� �y � P� jx� yj � d

�

�

Bu �
n
x � RN

��� jxj � u
o

and v��� is the standard volume in RN �

Lattices� � If P is an additive subgroup of RN 
 we call the packing P a lattice
packing �or just a lattice# in this case we use the letter L rather than P �� Further on

we suppose that the rank of L equals N since otherwise $�L� � �� If L is a lattice
then any choice of a basis e�� � � � � eN in L de�nes a map ZN � RN # its matrix is
called a generator matrix of the lattice�

For lattices the de�nition of $�L� does not depend on the choice of origin and

does not change if we replace the ball Bu by a cube �or by any homotetically in�
creasing solid containing a neighbourhood of the origin��

The volume of the fundamental domain

F �



NX
i��

xiei

����� � � xi � �

�
� RN

equals the absolute value of the determinant of the generator matrix� This volume

is called the determinant of the lattice and is denoted by det�L�# we de�ne the dis�
criminant discr�L� of L as the determinant of the matrix of inner products jj�ei� ej�jj

i� j � �� � � � � N � It is easy to check that

discrL � �detL���

Let VN � �N���%�N�� � �� be the volume of unit ball in RN �

For a lattice there is exactly one sphere in each fundamental domain
 or � to
be more precise � the pieces of spheres in the fundamental domain
 being shifted

form just one sphere� Therefore

$�L� �
d�L�NVN
�N detL

�

Note that by the Stirling formula we have

log� VN �
N

�
� log�



��e

N

�
� log�

p
� �N � o���#
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we write this as
�

N
� log� VN � �

�
� log�



��e

N

�
�

Thus for N �
 we get

� �
N
� log�$�L� � � log�

r
� � e
�
� log�

p
N � log� d�L� �

�

N
� log��detL��

Other parameters� � Let us de�ne some other parameters of packings �which
are often more convenient than $� setting

��P � � $�P ��VN �

��P � � ��log�$�P ���N�

�P � � log� ��P �#

we call ��P � the centre density
 and ��P � the density exponent� Clearly


$�P � � ����P ��N �

For root lattices it is convenient to use ��P �# 
�P � is useful to compute the density

of lattices obtained by some speci�c constructions� The density exponent ��P � is
especially important for asymptotic problems�

Densest packings� � Set

��N� � inf
P�RN

��P �� $�N� � sup
P�RN

$�P �� � � �

A natural problem of �nding the densest possible packing in a given dimension
can be decomposed into two problems�

�A� Find the precise value of ��N� �or
 what is the same
 of $�N� or of ��N�� � � ���

�B� Find a packing P with ��P � � ��N��

These problems are completely solved only for N � � and N � ��

Since $�P � � �
 we get
��P � � �

for any packing�

For N � � the answer is obvious� equal segments cover the whole line
 and hence
for this packing L� one has $�L�� � �
 i�e�

$��� � �� ���� � ��
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For N � � the problem is not so simple but one can prove that

$��� � ���
p
��

It is easy to check that for the lattice L� � R� � C generated by � and ��
p��
�

we

have $�L�� � $���#L� is called the hexagonal lattice�

Strangely enough
 ��N� is unknown for any N � ��

The �gures �
 �
 � show the densest known packings in dimensions �
 �
 and ��

Figure �� dim � �
 $ � �

a a a

a aaa

a a a a

aaa

a

a

aaa

b b
c c c

b b b
c c c

b b b

c

b
c c c

bbb
c c

Figure � � dim � �
 $ �
�p
��
� ������ � � �

In fact
 the packing in dimension � is obtained by taking a line
 putting spheres
of dimension two at the centers of the best packing in dimension one along this line


then taking a similar row next to it as close as possible
 then another row
 and so
on� It can be shown that it is essentially unique�

We can do the same in dimension three� Take a plane
 put three�dimensional
spheres at the centres �a� of the best two�dimensional packing� Then we have
to choose the next layer� It can be centered either over �b� points
 or over �c�



Algebraic Curves and Sphere Packings ��

Figure � � dim � �
 $ �
�p
��
� ���	�
 � � �

points� Continuing like this we have continually many choices corresponding to

binary sequences
 the density being the same� One of these choices gives the lattice
packing you see on the �gure�

It is conjectured that this packing is the densest possible� Recently a proof has
been annonced
 but as yet the mathematical community does not believe in it�

Densest lattices� � For lattice packings we know slightly more� Let

���N� � inf
L�RN

��L�� $��N� � sup
L�RN

$�L�� � � �

Clearly
���N� � ��N�� $��N� � $�N�� � � �

A lattice L is called unimodular i� detL � �� The dual lattice

L	 �
n
x � RN

��� �x� �� � Z for any � � L
o

is in this case also unimodular�

The inner product in RN induces on L a positively de�nite bilinear form�

In fact
 any integral positively de�nite bilinear form can be obtained from a
lattice�

Let now ��x� y� be a positively de�nite bilinear form in N integral variables

and let f�x� � ��x� x� be the corresponding quadratic form� Suppose that � is
unimodular
 i�e� discr� � �� Such forms are in bijection with unimodular lattices

L in RN � Set
��L� � ���� � min

x�ZN�f�g
f�x��
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In lattice terms it is the squared length of the shortest non�zero vector� It is easy
to check that

$�L� � VN �
�
��L�

	

	N��
#

��L� � 	 �
�
$�L�

VN

	��N

� 	 � ���L����N�

One can naturally extend the de�nition of ���� to non�unimodular case�

��L� � ���� � min
x�ZN�f�g

�
f�x�

discr�

	��N

�

Now let us put

��N� � max
�

�����

where maximum is taken over all positively de�nite bilinear forms in N variables#
��N� and $��N� are related by formulae similar to those given above�

Note that for N �
 we obtain

��N� � log�
s

�N

� � e � ��N� �

log����N�� � log�


�N

�e
�$��N

�
� �� � ��N� � log�



�N

�e

�
�

Precise values of $��N� are known for � � N � �# see the table where we have
collected the values of all the above parameters for these N �

N � � � 	 
 � � �

$��N� � ����� ���	� ����� ��	�
 ����� ����
 ���
	

���N� ��
 ����� ����� ����
 ����� ����� ����� �����

���N� � ����� ���		 ����	 ����� ����� ���
� ���	�


��N� �� ������ ���
 �� ���
 ����� �	 �	

���N� � ���

 ����� ��	�	 ��
�� ����
 ����� �

���N��� 	 �� �� �	 ��� ��� �
� �
�
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Note that within the table $��N� increases and ���N� decreases� It is interesting
to know whether it is the case for any N �

In the table the integrality of ���N��� attracts attention� We do not know
whether ���N��� is integral for any N # note however that the densest lattice of a
given rank can be generated by a matrix with rational entries and the rationality of

���N�
�� follows�

	� Examples

Now we describe the densest lattices for N � � and introduce some interesting
lattice families�

We construct families L � RN and give the values of d�L� and det�L�� Other
density parameters for these families are given in the table above�

The simplest family is

ZN � RN #

for these lattices

d�ZN � � �� det�ZN � � ��

Root lattices� � Let us consider in RN�� the following lattice AN of rank N �

AN �



N��X
i��

aiei

����� ai � Z�X ai � �

�
�

feig being the standard basis in RN���

The lattice AN is generated by vectors

�� � e� � e�� �� � e� � e�� � � � � �N � eN � eN��#

its parameters are

d�AN� �
p
��det�AN� �

p
N � ��

The family DN � RN is de�ned by

DN �



NX
i��

aiei

����� ai � Z� X ai � � mod �
�
�

The latticeDN is generated by �� � e��e�
 �� � e��e�
� � � 
 �N�� � eN���eN 

and �N � eN�� � eN # its parameters are

d�DN � �
p
�� det�DN � � ��
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The following important family does exist only for N � 	� 
� �� �� �� For such N
de�ne the lattice EN in R� by its basis�

�� �
�

�
�e� � e��� �

�
� �e� � � � �� e
��

�� � e� � e��

�i � ei � ei�� for i � �� � � � � N�

The lattice E� can be given by

E� �



�X
i��

ai � ei
����� � � ai � Z� ai � aj � Z�

�X
i��

ai � � � Z
�
#

and the rest EN are intersections of E� with planes of codimension �� � N�� In
particular


E
 �



x �

�X
i��

ai � ei
����� x � E�� a
 � �a�

�
�

E� �



x �

�X
i��

ai � ei
����� x � E
� a� � �a


�
�

The parameters are d�EN � �
p
� and det�EN � � ��N �

Note that A� � Z�D� � A�� E� � A�� E	 � D	� The lattice families A�D
 and
E are root lattices which arise in many questions� in the theory of Lie groups and

algebras
 in the singularity theory
 in the theory of rational surfaces
 etc�

Lattices %� � Let now N � �� N � � mod 	� Set

%N �



NX
i��

ai � ei
����� � � ai � Z� ai � aj � Z�

NX
i��

ai � �Z
�
�

The lattice %N is generated by vectors ei�ej and the vector
�
�

NP
i��

ei# its parameters

are
d�%N � �

p
�� det�%N � � ��

Note that %� � E��

The lattices A� � Z� A�� A� � D��D��D	� E�� E
� E� � %� have the density coin�
ciding with that from the table� They are the densest lattices in their dimensions�
A proof of this fact can be obtained by the reduction theory of quadratic forms�

Note that for all the described families

��LN � � log�
p
N �
 for N �
�

We shall see that there are lattices which asymptotically behave signi�cantly
better�
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For N � � we do not know the precise value of ���N� and only some bounds
are known� As in the case of codes it is natural to call upper bounds for $�N�

and $��N� possibility bounds and lower ones existence bounds �note however that
for ��N� possibility bounds are lower ones
 and existence bounds are upper ones��

We do not describe here various methods of constructing dense packings in di�

mensions from � up to ������� We need here only the Leech lattice which is a very
beautiful object arising in many questions�

Leech lattice� � There exists a unique integral even unimodular lattice of
dimension �	 which has no vector of length

p
� �recall that a lattice is called even

i� the scalar square of any of its vectors is even�� This lattice is called Leech lattice
and is denoted by &��# it is closely connected with Golay ��	� ��� ����code C��� It
can be constructed in many ways� Here is one of the simplest�

The lattice &�� is generated by vectors

Vi�c �
�p
�
� ui�c� � � i � �	� c � C���

where ui�c has �� in i�th position and �� in all other positions
 and the upper sign
is chosen for a position where the codeword c has ��

The parameters of the Leech lattice are

det�&��� � �� d�&��� � �#

therefore


��&��� � �� 
�&��� � �� ��&��� � 	�

$�&��� � ������� and ��&��� � ������
The covering radius of the Leech lattice equals �

p
�
 i�e� balls of radius �

p
�

centered at lattice points cover the whole space R��� One can describe �deep holes�
of the Leech lattice
 i�e� points with distance �

p
� from the nearest lattice point�

The automorphism group Co� of the Leech lattice is enormous�

jCo�j � ���


��������������

The maximal sporadic simple group
 the Fischer�Gries group �the Monster�
 can
be realised as the automorphism group of an algebra closely connected to the Leech
lattice�
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Kissing number� � There is another nice problem concerning sphere packings

of slightly a di�erent nature �local�� How many spheres can touch the given sphere

in an N �dimensional space �all spheres being equal�! This number is called the
kissing number�
The answer is known only in dimensions �
 �
 �
 �
 and �	
 the kissing numbers

being respectively �
 �
 ��
 �	�
 and ���
��� The examples are given by local

arangements in the lattices A�� A�� A��D�� E�
 and &���

�� Asymptotic problems

For asymptotic problems it is convenient to consider

e� � liminf
N��

��N��

To compute e�
 i�e� to understand what is the maximum asymptotic density e$ �
��e�N of a high�dimensional packing
 is most likely a very hard problem� We are
interested in bounds for this value� The situation here is similar to that in coding
theory
 and e� is an analogue of �q����
A family of packings is a set fPNg of packings
 PN � RN where N runs over an

in�nite subset of N�

Let
��fPNg� � liminf ��PN ��

We call families with ��fPNg� � 
 good families �they are analogues of good
families of codes
 i�e� those with k�n� R � � and d�n� � � ���

One can show that inf
fPNg

��fPNg� � e��
Similarly for lattices we set

e�� � liminf
N��

���N� � inf
fLNg

��fLNg��

Bounds� � Here are the best known estimates of e� �
Theorem� � � � e�� � � � ��
���

The upper bound which is an existence bound is called the Minkowski bound

the lower one �a possibility bound� the Kabatyansky�Levenstein bound�

The Kabatyansky�Levenstein bound can be obtained by technique similar to that
of the Mc Eliece�Rodemich�Ramsey�Welch bound in coding theory� The proof of the

former consists of two parts � the �rst is the linear programing bound for packing
of spheres on SN � RN�� and the second provides a way to pass from SN to RN 

which is based on the following simple construction� Let &N be a packing in RN
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and let us embedRN into RN�� in the natural way �i�e� assuming that vectors from
RN have zero for the last coordinate�� Thus RN �SN � SN�� # let us consider those
balls from &N which are contained in the unit �N � ���ball� Lifting their centers
to SN we obtain a packing of SN and its parameters can be estimated through the
parameters of &N �
Here is another bound �Rogers��

Proposition�

$�N� � �N �

where �N is the ratio of the volume of the intersection


N���
i��

Bi � 'N
�
to the volume

of 'N � where 'N is the perfect simplex of edge length � and B�� � � � � BN�� are unit
balls centered at the vertices of 'N �

The Rogers bound gives e� � ��
 but it is quite useful for moderate values of N �
The Minkowski bound �which is an analogue of the Gilbert�Varshamov bound�

can be obtained by a technique similar to the code�theoretic one� As in the case of
codes almost all linear codes asymptotically lie on the Gilbert�Varshamov bound

here almost all lattice families have ��fLNg� � ��

Thus it is known that there exists lattices of density $ � ��N but we do not
know how to construct them explicitly� The problem of explicit construction of

dense packings naturally arises�

�� Codes and packings

Between codes and packings there exists a system of beautiful analogies� Indeed

one can consider an �n� k� d�q�code C � Fn

q as the set of centers of a sphere packing �of

radius t �
h
d��
�

i
� in the Hamming metric� Minimum distance of a code corresponds

to the diameter d�L� of a sphere packing�

Linear codes correspond to lattice packings� Indeed
 a linear code is a subset in
Fn
q which is closed under addition and under multiplication by elements of Fq
 and

lattice is closed under addition and multiplication by integers� Strictly speaking
 we
can consider �quasi�linear� codes
 i�e� subsets which are closed under addition and
under multiplication by elements of Fp �rather than Fq� as an analogue of lattices

but we do not pursue this idea here�

Let C be a linear �n� k� d�q�code� Then the volume �the cardinality� of the factor�
space Fn

q �C equals q
n�k� For a lattice L � RN the volume of the factor�space RN�L

equals det�L�
 i�e� log�detL� is an analogue of the code codimension �n� k�� To be
de�nite we shall assume that in the expression log�detL� the log symbol corresponds
to the binary logarithm�
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There are two possible analogues of the dimensionN of a lattice �which equals its
rank�� the length n and the dimension k of a code� We use the �rst one# nevertheless

we think that the second can be also of some use�

The density of a packing corresponds to the density of a packing in the Hamming
metric� Note that the density of a lattice packing equals the volume of the ball of
radius d divided by detL� For the density of a packing in the Hamming metric the
analoguous statement is also true if we assume the ball volume to be normalized�

the ball volume � �number of points in the ball��qn�

An analogy between code and lattice parameters is not complete� Indeed
 the

density of packing does not change under a homothety L �� a � L� Hence one can
assume that d�L� � � �or detL � �� and thus a packing has two essential parameters
N and $
 whence a code has three essential parameters n� k
 and d� Thus the unique

asymptotic parameter � is an analogue of the pair of code asymptotic parameters
���R��

An asymptotic by good packing family �i�e� with � � 
 for N � 
� is an
analogue of an asymptotically good code family �i�e� with R � � � � for n�
��

The Gilbert�Varshamov bound corresponds to the Minkowski bound# and the
Hamming bound to the condition � � �� It is no clear which is a reasonable ana�
logue of the Plotkin bound in coding theory �this is an interesting question�� The
Kabatyansky�Levenstein bound corresponds to the Mc Elice�Rodemich�Ramsey�
Welch bound�

Packings on a sphere correspond to constant�weight codes�

An interresting question about analogies between concrete code families and
lattice families is mostly open� For instance
 parity check codes correspond either

to lattices AN 
 or to DN �

The ��function of a lattice corresponds to the code enumerator# this analogy is
quite useful�

Unimodular lattices correspond to self�dual codes�

We are interested in analogues of algebraic�geometric codes� Below we shall
describe some of them� These analogies are closely connected to a very deep analogy
between algebraic curves over �nite �elds and algebraic number �elds�
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Chapter II

Curves� number �elds and packings

To construct sphere packing starting from curves over �nite �elds or from alge�
braic number �elds one should �rst recall the main notions of these two domains�
That of curves was already recalled in the previous talks
 x � is devoted to algebraic
number theory� We also stress the parallelism between number �elds and curves
over �nite �elds�

Then we can give some sphere packing constructions
 choosing only those that
look both simple
 natural and beautiful� Each of then can be used to produce many
interesting examples of lattice packing� To show that they are really good we study

these packing for N tending to in�nity�

�� Algebraic number �elds

A �nite extension k ofQ is called an algebraic number �eld� Its degree n � �k � Q�

equals the dimension of k as a Q�vector space�

Algebraic integers� � If x � k satis�es the relation

xm � am�� � xm�� � � � � � a� � x� a� � �� ai � Z
then x is called an algebraic integer or an integral element of k�

Proposition� � The sum and the product of algebraic integers are also alge�
braic integers�

Corollary� � The subset of integers of k is a ring�

This ring Ok is called the ring of integers of k or its maximal order� Any subring
O � Ok of �nite index �Ok � O� is called an order�

Proposition� � For any z � k there exists c � Z such that c�z is an algebraic
integer�

Therefore we have
Ok � Zw� � � � �� Zwn

for some basis fw�� � � � � wng of k over Q� such a basis is called a fundamental basis
of k�

Trace and norm� � Let now ' � f��� � � � � �ng be the set of distinct embeddings
of k into C� Since for any embedding �i such that �i�k� does not lie in R the
embedding (�i does not coincide with �i
 these embeddings are present in the set '

in pairs ��i� (�i�� Thus if s is the number of embeddings �i � k �� C with �i�k� � R

�such embeddings are called real� and t is the number of pairs ��i� (�i� where �i �� (�i
�such embeddings are called complex� then s� �t � n�
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Let us set

Tr�x� � Trk�Q�x� �
nX
i��

�i�x��

N�x� � Nk�Q�x� �
nY
i��

�i�x��

Tr�x� is called the �k�Q��trace of x
 and N�x� the �k�Q��norm of x�

If am �xm� � � �� a� � � is the minimal equation of x over Q then mjn
 moreover

Tr�x� � �nam����mam� and N�x� � ����n�a��am�n�m�

The bilinear form Tr�x � y� is non�degenerate# N�x� � Z if and only if x � Ok�

Discriminant� � Let k be an algebraic number �eld of degree n and let

fw�� � � � � wng be its fundamental basis� The integer Dk � det�Tr�wi � wj�� is called
the �absolute� discriminant of k�
It can be checked that this de�nition does not depend on the choice of fw�� � � � � wng�

Theorem� � If n � �� i�e� k �� Q� then jDkj � ��

One can give another de�nition of Dk which follows� Let s be the number of
real embeddings �i and t be the number of conjugate pairs ��j� (�j� of complex

embeddings of k� Let A � Rs�Ct be a commutativeR�algebra of rank n � s��t

and let � be the following ring embedding

k
����� Rs �Ct�

a ����� ����a�� � � � � �s�a�#�s���a�� � � � � �s�t�a���

The image ��k� generates A �over R�# check also that ��Ok� is a lattice in
A � Rn�

The following proposition will be used later�

Proposition�

jdet ��Ok�j � ��t �
q
jDkj�

Proof� � Let fw�� � � � wng be a fundamental basis of k
 let �j�wi� � xji � R

for any i� j � �� � � � � s
 and let �s�j�wi� � yji�
p�� �zji for any i� j � �� � � � � t
 where

yji and zji � R� Then

d � det��Ok� � det

���������

x�� � � � xs� y�� z�� � � � yt� zt�

���
���

���
���

���
���

x�n � � � xsn y�n z�n � � � ytn ztn

���������
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It is clear that d � d
����p���t where

d
 � det

���������

x�� � � � xs� y�� �
p�� � z�� y�� �

p�� � z�� � � �

���
���

���
���

x�n � � � xsn y�n �
p�� � z�n y�n �

p�� � z�n � � �

���������
i�e� D
 � det��i�wj��
 where f��� � � � � �ng is the full set of embeddings of k into C�
Since by the de�nition of the trace

Tr�wi � wj� �
nX
���

���wi� � ���wj�

for � � i� j � n
 one has a matrix equality

�Tr�wi �wj�� �
trans����wi�� � ����wj��

where trans denotes transposition
 whence

Dk � det�Tr�wi � wj�� � �d

��

and we are done�

Units� � An element a � Ok is called a unit if and only if a�� � Ok� Clearly

all the units form a group which is denoted O

k� Torsion elements of O



k are roots of

unity�

One easily checks that a � O

k if and only if Nk�Q�a� � ���

The structure of the group O

k is rather simple
 it is described by the famous

Dirichlet theorem�

Theorem� � O

k is the product of its �nite torsion subgroup by a free abelian

group of rank r � s� t� ��

Sketch of proof� � Let us consider the map

O

k

log
���� Rs�t

a ����� �log j���a�j� � � � � log j�s�a�j # log j�s���a�j�� � � ��

Its kernel is the torsion subgroup of O

k
 and its image log�O



k� is contained in the

hyperplane H � Rs�t de�ned by x� � � � �� xs�t � �� Indeed


j���a�j � � � j�s�a�j � j�s���a�j� � � � j�s�t�a�j� � jN�a�j � ��

One can show that log�O

k� is a lattice inH �of full rank� which gives the theorem�
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The determinant of this lattice

R � Rk � det

���������

log j���u��j � � � log j���us�t���j

���
���

log j�s�t���u��j � � � log j�s�t���us�t���j

���������
where fu�� � � � � us�t��g is a basis of O


k modulo torsion
 is called the regulator of k�

Places� � A map jj � jj � k � R is called an absolute value if the following
conditions hold �

	 jj�jj � �
 jjxjj � � if x �� �#
	 there exist x� y � k
 such that jjxjj �� jjyjj#
	 jjx � yjj � jjxjj � jjyjj#
	 there exists a positive real � such that jjx� yjj � � � �jjxjj� jjyjj��
Two absolute values jj � jj� and jj � jj� are equivalent if there exists a positive real

� such that jj � jj� � jj � jj��� An equivalence class of absolute values is called a place
of k�

There is a beautiful description of all places of a number �eld�

Let � � k �� C be an embedding of �elds� Let us put jjxjj� � j��x�j if � is a
real embedding �i�e� Im� � R�
 and jjxjj� � j��x�j� if � is a complex embedding�
These are absolute values� One can check that two such absolute values jj � jj� and
jj � jj�� are equivalent if and only if either �� � �
 or �� � (�� Thus we obtain s real
and t complex places of k� These places are called in�nite or archimedean
 the set

of in�nite places is denoted by S��
Let then p be a maximal ideal of Ok� For x � k
 let

ordp�x� � maxfnj x � png�

One easily checks that

ordp�x � y� � ordp�x� � ordp�y�

for any x� y � k

 and if also x� y � k
 then

ordp�x� y� � minfordp�x�� ordp�y�g�

Let us de�ne the corresponding absolute value� for x � k
 let

jjxjjp � N�p��ordp�x��
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where N�p� � jOk�pj� For such an absolute value �and for any one equivalent to it�
a stronger condition holds�

jjx� yjj � � �maxfjjxjj� jjyjjg
�which is wrong for archimedean absolute values�� Such absolute values are called

non�archimedean� If p �� p� then the corresponding absolute values are not equiva�
lent
 i�e� each maximal ideal �each closed point of SpecOk� corresponds to a place
of k� Such places are called �nite or non�archimedean�

It comes out that each place of a number �eld is either in�nite or �nite� If v is a

place of k then the absolute values de�ned above are called normalized and denoted
jj � jjv�

Let us recall that if there are no complex places
 the number �eld is called totally

real
 if there are no real places
 it is called totally complex�

Class group� � Let a be an ideal of Ok
 and let a � k
� The set c � a��a is
called a fractional ideal� The set of non�zero fractional ideals is a group with the
composition de�ned by

a � b � fx � yj x � a� y � bg�
Note that the inverse element is given by

a�� � fxj x�� � a� f�gg � f�g�
We call fractional ideals c and c� equivalent if c� � ac for some a � k
� Equivalence
classes of non�zero fractional ideals form a group Clk which is called the �ideal� class

group of k�

Theorem� � The group Clk is �nite for any algebraic number �eld k�

The order of the class group h � hk � jClk j is called the class number of k�

Extensions� � Sometimes it is necessary to consider �eld extensions K�k�K
and k being algebraic number �elds� Let �K � k� � dimkK � n and let OK and

Ok be the rings of integers in K and k
 respectively� Any x � K is a root of an
irreducible over k equation of the form

am � xm � � � �� a� � �

where ai � Ok for i � �� � � � �m�

Let us de�ne the �relative� trace and norm as

TrK�k�x� � �am���am�
NK�k�x� � ����ma��am�
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Di�erent� � Let us consider the following subset in k�

BK�k � fx � Kj TrK�k�x � y� � Ok for any y � Okg�

One can easily check that BK�k is a OK�submodule in K which contains OK� Hence
there exist a unique ideal DK�k in Ok such that DK�k �BK�k � OK � The ideal DK�k

is called the di�erent of the extensions K�k� The ideal

DK�k � fNK�k�x�j x � DK�kg

in Ok is called the �relative� discriminant of the extension K�k�

The relative discriminant DK�Q equals the ideal in Z generated by the absolute
discriminant Dk� Thus Dk is de�ned by Dk�Q up to a sign�

Let L � K � k be algebraic number �elds� Then DL�k � DL�k �DK�k�

Proposition� � Let the degree of the extension L�K be equal to m� Then

DL�k � Dm
K�k �NK�k�DL�K��

Unrami�ed extensions� � An algebraic �eld extension is called unrami�ed if
DK�k � ���� We have just seen that Q has no unrami�ed extensions�

The rule a �� a �OK de�nes a group homomorphism Clk � ClK# the norm map
de�nes a homorphism ClK � Clk� If an extension K�k is unrami�ed and abelian
�i�e� normal with an abelian Galois group Gal�K�k�� then the �global� class �eld

theory gives

Theorem� � Gal�K�k� is isomorphic to the factor�group Clk �NK�k�Clk��

Moreover there exists a maximal unrami�ed abelian extension K� which is called

the Hilbert or absolute class��eld of k# Gal�K��k� is isomorphic to Clk�

Theorem� � Let K� be the absolute class �eld of an algebraic number �eld k�

Then the canonical homomorphism Clk � ClK� is trivial� i�e� all the ideals of Ok

become principal in OK� �

Class �eld towers� � As we have seen above Q has no unrami�ed extensions�
There exist many algebraic number �elds k with hk � �# for these �elds the absolute
class �eld K� is an unrami�ed extension of degree hK � If hk� � � we get the �eld
K� � �K��� which is an unrami�ed extension K��k �note that the extension K��k

cannot be abelian�� Iterating this construction we get either

�a� hKn � � for some n# hence we cannot obtain a larger unrami�ed extension of
k by our construction# or
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�b� hKn � � for any n and hence we obtain an in�nite unrami�ed tower k � K� �
K� � � � � � Kn � � � ��

An algebraic number �eld which satis�es the last condition is called a �eld with
an in�nite class �eld tower�

Theorem� � There exists a function f � N� N such that if k is an algebraic
number �eld of degree n and Dk has at least f�n� distinct prime divisors then k has
an in�nite class �eld tower�

On can give a precise formula for f�n� but we do not need it here�

The discriminantDk of a �eld satisfying the conditions of this theorem cannot be
small� One can ask how to construct �elds with in�nite class �eld towers and small

discriminants� To compare �elds of various degrees one should use the parameter
jDkj��n �note that it is constant in unrami�ed towers�� Here are the best examples
discovered by J� Martinet�

Theorem� � The �eld

k � Q



cos
��

��
�
p�	�

�
of degree �� over Q has an in�nite class �eld tower	

jDkj � ��	 � ��� � ��	 and jDkj��n � ������

The �eld

k � Q
�p
��
p
� � 
 � � � �� � ��

�
of degree 	 has an in�nite class �eld tower of totally real �elds	

jDkj � �� � �� � 
� � �� � ��� � ��� and jDkj��n � ��
��
��

On the other hand using so�called �explicit formulae� one can obtain a lower
bound for jDkj��n�

Theorem� � let ki be algebraic number �elds and let ni � �ki � Q��
� Let
si be the number of real embeddings and ti the number of pairs of complex embeddings
of ki� Suppose that the limits � � limsi�ni and � � lim ti�ni do exist� Then

liminf jDki j��ni � �	�e	���� � �	�e	��


� being the Euler constant� If the generalized Riemann hypothesis is valid then

liminf jDki j��ni � ���e	������ � ���e	��
 �
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Curves and number �elds� � Algebraic number �elds and �elds of rational
functions on curves over �nite �elds are called global �elds� They have many features

in common� Here we brie"y describe some of them�

Let k be an algebraic number �eld and let Ok be its ring of integers� Let X be a
curve over Fq
 K � Fq�X�
 let F be a �nite set of closed points of X
 U � X � F 

and let OF � Fq�U � be the ring of rational functions which are regular on U �

For both rings Ok and OF any factor over a maximal ideal is a �nite �eld�

For OF all these �elds contain Fq �the so�called �case of equal characteristics��

in the number �eld case among these �elds there is an extension of Fp for any prime

p �the �case of di�erent characteristics���

The notion of a place is in fact good for any global �eld� One can show that any
place of K � Fq�X� is �nite and corresponds to a closed point of X�

We can choose various �nite sets F and get various rings OF � In the number
case we can choose a �nite set S of maximal ideals of Ok and consider the ring OS

which is obtained from Ok by inverting non�zero elements of ideals from S# note
that SpecOS � SpecOk � S and O� � Ok� Rings of the form OS or OF can be

characterized as those having one�dimensional irreducible regular spectra of �nite
type over Z�

The number �eld case is mostly more di�cult than the function �eld case� In�

deed
 SpecOF can be embedded into a proper schemeX and SpecOk has no �good�
embedding into a proper scheme� The last fact makes it indispensable to study in�
�nite places of SpecOk�

The �eld Fq�T �
 T being a variable
 is an analogue of Q since k � Fq�X� �where
X is a curve over Fq� is a �nite extension of Fq�T �# the ring Fq�T � is an analogue
of Z� Note however
 that there is no canonical embedding of Fq�T � into Fq�X�
and hence we cannot say that �Fq�X� � Fq�T �� is an analogue of the degree of an

algebraic number �eld�

One can suggest another analogue of the degree
 namely
 the number of Fq�points
of X� Indeed
 if jX�Fq�j � N 
 then the degree of a map f � X � P� �i�e� the degree

of an extension �F�X� � Fq�T ��� can not be too small� deg f � N��q � ��
 since any
Fq�point of X is mapped to an Fq�point of P� and any �ber of f contains at most
deg f Fq�rational points�
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Let a map f � X � P� be �xed
 and let us �x an Fq�point 
 on P�� Then
we have P� � f
g � A�
 Fq�A�� � Fq�T � and we can regard the integral closure

of Fq�T � in Fq�X� as an analogue of Ok� Note that this closure coincides with
OF� � Fq�X � F�� where F� � f���
��

The rami�cation divisor Bf of the map f is an analogue of the di�erent� The
discriminant corresponds to the divisor D �

P
epp where ep is the rami�cation index

of P � P�� The value log
q
jDkj is an analogue of the genus of a curve�

A fractional ideal a �
Q

p p
np
 where p runs over prime ideals of Ok
 corresponds

to a divisor on X
 a�� corresponds to L�D� and the group PicX is an analogue of
Clk�

Note also that Fq�T � has no unrami�ed extensions �just as Q��

The value liminf�g�N� is an analogue of liminf log jDkj�n� The �explicit formu�
lae� technique gives estimates for both these values�

The question about an adequate analogue of the number of rational points on
the Jacobian is rather delicate� One can suggest that its �genuine� analogue is the
product hkRk rather than hk�

Units O

S of the ring OS correspond to units O


F of OF # the group �k is an
analogue of F
q� Moreover
 just as in the number �eld case
 O



F �F



q is a free abelian

group of rank jF j � � �note that O

S��k � Zs�t�jSj����

There are some other analogies which are less clear but also useful
 and we use
them in the next section�

	� Number �eld and function �eld lattices

We are ready to present several constructions of lattices in the context of number

theory and algebraic geometry and to calculate or estimate their parameters�

These results are quite recent and their discovery was stimulated by the theory
of algebraic�geometric codes�

Additive lattices

Let k an be algebraic number �eld
 of degree N � s � �t
 let Ok be its ring of
integers
 and let

� � k �� Rs �Ct

be the standard embedding� The image L � ��Ok� is a lattice of rank N �
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Parameters� � Let us compute the density of L� We have already seen above
that

detL � ��t
q
jDkj�

Proposition� p
s� t � d�L� �

q
s�� � t

and if t � � then
d�L� �

p
N�

Proof� � Let

x � ��f� � �x�� � � � � xs# y� �
p�� � z�� � � � � yt �

p�� � zt��
We have

j��f�j �
vuut sX

j��

x�j �
tX

j��

�y�j � z�j ��

For f � �
 j����j � ps� t�
The arithmetic mean geometric mean inequality yieldsvuut sX

j��

x�j �
tX

j��

�y�j � z�j � � �p
�
�
vuut sX

j��

x�j � � �
tX

j��

�y�j � z�j �

�
s
s� �t

�
�
�� sY
j��

x�j �
tY

j��

�y�j � z�j �
�

�����N

�

r
s

�
� t � jNK�Q�f�j��N

�
r
s

�
� t�

since NK�Q�f� � Z� In the totally real casevuuut NX
j��

x�j �
p
N �

�� NY
j��

x�j

�����N � pN � jNK�Q�f�j��N �
p
N�

and we get the required result�

Unrami�ed towers� � Now let the �eld K vary so that N � 

 and K is
either totally real
 or totally complex� Then

��L� � � log�
r
�e

�
�
�

N
� log�

q
jDK j�

If we want to construct good lattices the last term should be bounded� It is
de�nitely so if K runs over an unrami�ed tower of �elds over some K�
 in which
case it is just constant� We get
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Theorem� � If a number �eld K� of degree N� has an in�nite unrami�ed
tower of �elds K � K�which are either totally real� or totally complex� then it yields

an asymptocally good family of lattices fLN � RNg with

��fLNg� � � log�
r
�e

�
�
�

N�
� log�

q
jDK�j�

For K� � Q
�
cos��

��
�
p�	�

�
we get � � ������ �recall that K� has an in�nite

class �eld tower��

On the other hand
 the above �explicit formulae� theorem shows that for any
family of �elds K we cannot get asymptotically less than ����� � � � �and ����	 � � �
assuming the generalized Riemann hypothesis��

Multiplicative number �eld lattices

Up to this moment we have used the additive groups of global �elds� Now we

are going to exploit their multiplicative structure�

Construction� � We start with a number �eld K of degree N � s � �t and
a �nite number of its places S � S� � Sf which includes all archimedean ones
 let

n � jSj� Let O

S be the set of S�units
 i�e� a � O


S if and only if all the prime divisors
of its numerator and denominator belong to Sf �

There is a natural map

O

S

�S���� Rn�

f ����� flog jjf jjvg�
where v � S
 and jj � jjv is the normalized absolute value
 i�e� jjf jjv � j�v�f�j for real
places
 jjf jjv � j�v�f�j� for complex ones
 and jjf jjv � N�v��ordv�f� for v � Sf � It is
clear that

Ker�S � �K

is the group of roots of � in K
 and that

Im�S � H �
n
x � RnjX xi � �

o
because of the product formula�

Parameters� � Let R be the regulator ofK and let h � hK be its class number�

Set h�f� �
P

v j log jjf jjvj for f � K

 this is the height function �sorry that it is
denoted by the same letter as the class number�# h�f� � � if and only if f � �K�
We set

h�K� � min
f�K��
K

h�a�

and call it the height of the �eld K�
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Proposition� � Let LS � �S�O

S�� Then

d�LS� � �p
n
� h�K���a�

rkLS � n � � and detLS � p
n �R � h �Qv�Sf logN�v���b�

We do not prove it here because the function �eld case that follows is much
simpler and gives better results�

Asymptotic behaviour� � To obtain asymptotically good families of lattices

we are going to consider unrami�ed towers of �leds� In such towers �
N
� log

q
jDK j

is constant� Let us for simplicity assume that all the �elds in the tower are totally
real�

Theorem� � If a number �eld K� of degree n� has an in�nite unrami�ed
tower of totally real �elds then the above construction with S � S� yields a family
of asymptotically good multiplicative lattices fLN � LS � RNg with N �
 and

��fLNg� � � log�
q
��e��� log� loge

�
� �

p



�

�
�
�

n�
� log� jDK� j�

For K� � Q
�p
��
p
� � 
 � � � �� � ��

�
we get ��� ��	��

Function �eld lattices

Here is a direct function �eld analogue of the previous construction�

Construction� � Let

O

P � ff � K
jSupp�f� � Pg�

Recall that P � X�Fq� for a curve X over Fq and K � Fq�X�� Let DivP�X�
denote the group of divisors supported in P
 Div��X� of those of degree �� PP�X�
the subgroup of principal divisors� Let JX � Div

��X��P �X� be the Jacobian of X�

There is a natural map

O

P

�P���� DivP�X� � Zn�

f ����� �f��

It is clear that Ker�P � F
q is again the group of roots of � in K
 and that

Im�P � Div�P�X� � An�� �
n
x � ZnjXxi � �

o
�

We set

LP � �P�O

P� � An�� 
R � Rn���
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Parameters� � Let us estimate the parameters of LP �

Theorem� � Let LP � �P�O

P�� Then

d�LP� � minf�O�
P
�F�q

p
� � deg f �

r
��jX�Fq�j

q��
��a�

rkLP � n� � and�b�

detLP � p
n � jJX�Fq�j � p

n �
h
� � q � jX�Fq�j�q��

g

ig
�

Proof�

�a� Let f � O

P 
 f �� F
q


�P�f� � �x�� � � � � xn� � Zn�

Then

j�P�f�j �
rX

x�i �
rX jxij �

q
� � deg f�

since xi � Z

P
xi � �
 deg f �

P
xi�� xi� Any f � K maps Fq�points to Fq�points

of P�� Therefore
jX�Fq�j � �q � �� � deg f

and we get the second inequality�

�b� We know that detAn�� �
p
n and

detLP � �An�� � LP � � detAn���

Then
An�� � Div�P�X� � Div��X��

and

LP � PP�X� � P �X� �Div�P�X��
Therefore

�An�� � LP � � �Div��X� � P �X�� � jJX�Fq�j�
To prove the second inequality it is su�cient to establish the following bound

for the number of points on the Jacobian�

jJX�Fq�j �
�
� � q �

jX�Fq�j � q � q

g

�g
�

Indeed
 jJX�Fq�j �
�gQ
i��
���	i�
 	i being the Frobenius roots
 j	ij � pq
 	g�i � (	i�

The arithmetic mean geometric mean inequality yields

�gY
i��

��� 	i� �
gY
i��

�q � �� 	i � (	i� �
�Pg

i���q � �� 	i � (	i�
g

�g
�

and the estimate for jJX�Fq�j follows from

�
gX
i��

�	i � (	i� � jX�Fq�j � q � ��



	� Michael A� Tsfasman

Asymptotic behaviour� � We consider families of curves of growing genus with

jX�Fq�j
g

� A�

and set P � X�Fq�� We get

Theorem� � A family of curves X over Fq of growing genus g such that

jX�Fq�j
g

� A � �

yields an asymptotically good family of lattices fLN � RNg with

��fLNg� � � log�
p
�e� log�

q
q � � �A�� log��� � q �A��

We are again interested to take the largest possible A� Let q � p�m
 then we can
consider curves with A �

p
q� �� For such curves we can in fact do better than for

an arbitrary family�

Proposition� � For a family of curves X over Fq with

jX�Fq�j
g

� p
q � �

there is an asymptotic equality

�

g
� log� jJX�Fq�j � log� q � �

p
q � �� � log�

�
q

q � �

	
�

Using this result we get

Theorem� � A family of curves X over Fq of growing genus g such that

jX�Fq�j
g

� p
q � �

yields an asymptotically good family of lattices fLN � RNg with

��fLNg� � � log�
p
�e� log�

p
q � �

q � � �
p
qp

q � � � log� q�

For q � � we get ��� ������ � � ��

Congruence constructions

Now we shall discuss some constructions depending on a divisor�

Multiplicative congruence sublattices� � The construction of multiplicative
lattices can be slightly elaborated� We consider some speci�c sublattices of LP �
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Let D be a positive divisor on X
 D �
P
aiPi
 ri � degPi
 N�Pi� � qri


a � degD �
X

airi�

We write f � � mod D if ordPi�f � �� � ai for any Pi � SuppD� Suppose that
P � SuppD � �� Let

O

P�D � ff � O


P j f � � mod Dg�

and consider the lattice LP�D � �P�O

P�D� � LP �

Parameters� � Here are the estimates�

Proposition� Let LP�D � �P�O

P�D�� Then

�a� d�LP�D� �
p
�a�

�b� rkLP�D � n� � and

detLP�D �
p
n � jJX�Fq�j � qa

q � � �
Y�

� � q�ri
�
�

Proof�

�a� As above we have

d�LP �D� � min
f�O�

P�D�f�g

q
� � deg f �

and we notice that deg f � deg�f � �� � degD � a�

�b� We have already estimated detLP 
 and we only need to estimate �LP � LP �D��
Look at the embedding O


P �� Q �O

Pi
is the group of units in the completion of the

local ring at Pi� Let

�O

Pi�ai

� fx � �O

Pi
j x � � mod aiPig�

We have O

P�D � O


P � �
Q �O


Pi�ai
� and

�O

P � O



P�D� �

hY
�O

Pi
�
Y
�O

Pi�ai

i
�
Yh
�qri � ��ri�ai���

i
�

Then Ker�P � F
q and �


P�D �Ker�P � f�g
 therefore

�O

P � O



P �D� � �q � �� � �LP � LP�D��
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Asymptotic behaviour� � Consider the same family of curves as above
 let
P � X�Fq� and let D be such that

lim
degD

jX�Fq�j � �� � loge q�
��

�this choice appears to be optimal�� We get

Theorem� � A family of curves X over Fq of growing genus g such that

jX�Fq�j
g

� p
q � �

with the appropriate choice of divisors yields an asymptotically good family of lattices

fLN � RNg with

��fLNg� � � log�
r
�

�
�
�

�
� log��loge q� �

p
qp

q � � � log� q � log��q � ���

For q � ���� � 	�� we get ��� ������ � � ��

Number �eld case� � We can now return to number �elds and give a parallel
theory
 which is as usual more di�cult�

For the totally complex �eldQ
�
cos ��

��
�
p�	�

�
and S� � S� we get � �� ����
�� � � �

For the totally real �eld Q�
p
��
p
� � 
 � � � �� � ��� and S� � S� we get ��� �����

These are not best choices but what we get is always much worse than for the
function �eld case�

Another approach

Algebraic curves can also be used to construct lattices indirectly
 that is we con�
struct lattices using algebraic geometric codes� The construction is less elegant and
we come to families of lattices with ��� ���� � � � and families of non�lattice packings
with ��� ���� � � ��
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Courbes alg�ebriques

Michel Raynaud

Sur le corps des complexes C
 une surface de Riemann X est d�e�nie par un

atlas de cartes �a valeurs dans des ouverts de C
 avec des changements de cartes
holomorphes� LorsqueX est compacte
X est alg�ebrique
 c�est �a dire peut �etre d�e�nie
par des �equations polynomiales homog�enes
 dans un espace projectif convenable� Le

passage des �equations polynomiales �a un atlas r�esulte alors du th�eor�eme des fonctions
implicites� Il utilise la topologie de C et les fonctions analytiques� Nous allons voir
comment on peut contourner cette di�cult�e sur un corps commutatif k quelconque�

D�esormais k d�esigne un corps commutatif
 de caract�eristique p � �� Notons
d�abord que le calcul di��erentiel alg�ebrique garde un sens � un polyn�ome �a coe�cients
dans k
 en les variables x�� � � � � xn
 admet des d�eriv�ees partielles par rapport aux xj

de d�e�nition purement alg�ebrique� Si A est une k�alg�ebre de type �ni
 quotient

de k�x�� � � � � xn� par un id�eal I
 le A�module des k�di��erentielles *�
A�k de A est le

quotient du A�module libre de base les dxj 
 par les relations df � �
 o�u f parcourt
un syst�eme de g�en�erateurs de I� Notons que si p � � et si g est une puissance p��eme
d�un �el�ement de A
 on a automatiquement dg � ��

�� Courbes lisses� a�nes ou projectives

Carte �etale� � Consid�erons une vari�et�e alg�ebrique a�ne X
 de k�alg�ebre A �
k�x�� � � � � xn��I� Les points rationnels deX correspondent aux n�uples a � �a�� � � � � an�
dans kn qui annulent les polyn�omes de I� En un tel point
 l��evaluation des fonctions

en a d�e�nit un morphisme de k�alg�ebre A� k� Son noyau est donc un id�eal maxi�
mal m� On obtient ainsi une bijection entre les points de X dans kn et les id�eaux
maximaux m de A
 tels que A�m soit k�isomorphe �a k� Mais il y a lieu d��elargir la
notion de point de X
 en consid�erant tous les id�eaux maximaux de A� Si m est

un tel id�eal maximal
 le quotient A�m est un corps extension de k� Comme c�est
aussi une k�alg�ebre de type �ni
 cette extension est automatiquement de degr�e �ni
sur k� Ainsi un point a de X correspond �a un id�eal maximal ma de A et admet un
corps r�esiduel k�a� � A�ma
 de degr�e �ni sur k� Un tel point devient rationnel si on

�etend le corps de d�e�nition de k �a k�a��

Supposons que l�id�eal I soit engendr�e par f�� � � � � fn�� et que le mineur $ des d�e�
riv�ees partielles des fj par rapport �a x�� � � � � xn�� soit inversible dans A� Lorsque k �
C
 le th�eor�eme des fonctions implicites nous dit alors que xn est une coordonn�ee
locale sur X
 vue comme surface de Riemann� Sur un corps k g�en�eral
 il n�y a plus
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de th�eor�eme des fonctions implicites� Notons toutefois qu�avec les hypoth�eses faites

dxn est une base du A�module *�

A�k� La projection X � A sur la droite a�ne
 qui
envoie �x�� � � � � xn� sur xn est appel�ee un morphisme �etale� Ainsi un morphisme
�etale correspond �a un isomorphisme local sur les complexes�

Sous les hypoth�eses ci�dessus
 nous dirons que X est une courbe a�ne lisse


de coordonn�ee �etale xn� Une coordonn�ee �etale ne correspond plus en g�en�eral �a un
morphisme injectif dans la droite a�ne
 mais du point de vue du calcul di��erentiel

elle conduit au m�eme confort qu�une carte holomorphe sur les complexes�

Courbe a�ne� � Une vari�et�e a�ne X d�anneau A � k�x�� � � � � xn��I est une
courbe lisse
 si localement pour la topologie de Zariski
 elle admet une coordonn�ee
�etale au sens pr�ec�edent� De fa�con pr�ecise
 si a est un point de X
 on demande
qu�il existe un polyn�ome g dans k�x�� � � � � xn�
 non nul en a
 tel que dans le localis�e

k�x�� � � � � xn��g���
 l�image de I soit engendr�ee par n � � �el�ements f�� � � � � fn�� de
k�x�� � � � � xn�
 avec un mineur d�ordre n� � de la matrice jacobienne inversible en a�

Courbe projective� � On d�e�nit de m�eme une courbe lisse projective
 dans
l�espace projectifPn
 de coordonn�ees homog�enes U�� � � � � Un
 en consid�erant cette fois
un id�eal I d��equations homog�enes
 qui localement est engendr�e par n� � �equations

dont la matrice jacobienne admet un mineur d�ordre n � � inversible�

Exemple�� Consid�erons l�application de la droite projectiveP
 de coordonn�ees
homog�enes ��� ��
 dans l�espace projectifP�
 de coordonn�ees homog�enes �U� V�W� T �

donn�ee par les formules �

U � ��� V � ���� W � ���� T � ���

Alors
 l�image est une courbe lisse d�e�nie comme l�intersection des trois quadriques �

UT � VW � UW � V � � V T �W � � ��

Corps des fractions et anneaux locaux� � On consid�ere d�esormais une courbe
lisse X
 a�ne ou projective
 et on suppose qu�elle est connexe
 c�est �a dire qu�il n�y
a pas sur X de fonction alg�ebrique idempotente non triviale� Alors X admet un

corps des fractions rationnelles F � F �X� qui est une extension de type �ni de k

de degr�e de transcendance �� Dans le cas a�ne
 d�anneau A � k�x�� � � � � xn��I�A est
alors int�egre et F n�est autre que le corps des fractions de A� Dans le cas projectif


de coordonn�ees homog�enes Uj et lorsque la courbe X n�est pas contenue dans un
hyperplan de coordonn�ees
 F est engendr�e par les fonctions induites sur la courbe
par les Ui�Uj�
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Consid�erons
 dans l�espace a�ne de coordonn�ees x�� � � � � xn
 une courbe a�ne
X
 passant par l�origine o et admettant xn pour coordonn�ee �etale� Si on compl�ete

k�x�� � � � � xn� pour la topologie d�e�nie par l�id�eal maximal �x�� � � � � xn�
 on obtient
l�anneau de s�eries formelles k ��x�� � � � � xn�� et dans ce contexte formel
 on dispose �a
nouveau d�un th�eor�eme des fonctions implicites � les xi s�expriment comme s�eries
formelles en xn sans terme constant� En particulier le compl�et�e de l�anneau local

de X en o est k ��xn��
 donc est un anneau de valuation discr�ete� Rappelons qu�un
anneau de valuation discr�ete R est un anneau local principal int�egre qui n�est
pas un corps� Son unique id�eal maximal m est alors engendr�e par un �el�ement non
nul et R�m est le corps r�esiduel� Les id�eaux non nuls de R sont les puissances de m�

Par exemple
 l�anneau des germes de fonctions holomorphes au voisinage de � dans
C est un anneau de valuation discr�ete� Il en est de m�eme des localis�es en les id�eaux
maximaux d�un anneau d�entiers de corps de nombres�

Revenons �a notre courbe X passant par l�origine o� L�anneau local de X en o

est un anneau de valuation discr�ete
 puisqu�il en est ainsi de son compl�et�e� Plus
g�en�eralement
 en tout point z d�une courbe lisse X
 l�anneau local des germes de

fonctions alg�ebriques en z est un anneau de valuation discr�ete OX�z
 de corps des
fractions F � F �X�
 de corps r�esiduel k�z�
 extension �nie de k� Si X est a�ne
d�alg�ebre A et si z correspond �a l�id�eal maximal m de A
 l�anneau local OX�z se
d�eduit de A par localisation par les �el�ements de A�m�

Rappelons qu�un corps est parfait s�il est de caract�eristique z�ero ou bien s�il est
de caract�eristique p � � et si tout �el�ement est une puissance p��eme� En particulier
les corps �nis et les corps alg�ebriquement clos sont parfaits�

Lorsque le corps de base est parfait
 le corps r�esiduel k�z� au point z d�une
courbe lisse X se rel�eve canoniquement dans le compl�et�e de l�anneau local en z
 qui
se trouve donc �etre isomorphe �a l�anneau de s�eries formelles k�z� ��t���

Ainsi lorsque X est une courbe lisse a�ne connexe
 son anneau A est un anneau
noeth�erien int�egre dont les localis�es aux divers id�eaux maximaux sont des anneaux
de valuation discr�ete� Un tel anneau est un anneau de Dedekind� A c�ot�e des

anneaux des courbes a�nes lisses
 les anneaux de Dedekind les plus utiles sont les
anneaux d�entiers d�un corps de nombres� Un tel anneau est presqu�aussi confortable
qu�un annau principal � tout id�eal est localement principal et tout id�eal I non nul
s��ecrit de mani�ere unique comme produit d�un nombre �ni d�id�eaux maximaux�

Soit X une k�courbe lisse connexe de corps des fractions F et soit k� la fermeture
int�egrale de k dans F � Alors k� est une extension �nie s�eparable de k et X est en

fait une courbe sur k�� Il y a int�er�et �a remplacer le corps des constantes k par k�

ce qui assure que la courbe X reste connexe apr�es toute extension de corps� On dit
alors que X est g�eom�etriquement connexe�



	� Michel Raynaud

Une courbe X est munie de la topologie de Zariski pour laquelle les ouverts
non vides sont les compl�ementaires des ensembles �nis de points� Cette toplogie

n�est pas s�epar�ee mais elle assure que si f � F �X�� f est d�e�nie sur un ouvert de X
et l�ensemble des z�eros et des p�oles de f sont des ferm�es�

Courbes projectives et places� � Sur le corps des complexes une courbe projec�
tive
 munie de la topologie h�erit�ee de celle de C
 est compacte� Nous allons donner

une caract�erisation des courbes projectives sur un corps quelconque�

Soit X une k�courbe lisse
 connexe
 de corps des fractions F �

D�efinition� � Une k�place de F est un anneau de valuation discr�ete V con�
tenant k� et de corps des fractions F �

Nous avons vu qu��a tout point z de X
 correspond une k�place de F � l�anneau
local OX�z�

Proposition� � Si X est une courbe lisse projective� connexe� les k�places de
F �X� sont en bijection avec les points de X�

Ainsi
 on obtient une caract�erisation des points d�une courbe projective et lisse
en terme du corps des fractions F �X� et du corps des constantes k� Elle est ind�e�

pendante du plongement projectif� On dit qu�une courbe projective est compl�ete

par opposition aux courbes a�nes pour lesquelles il manque un nombre �ni de points
qui apparaitront ��a l�in�ni�
 si l�on plonge l�espace a�ne dans l�espace projectif�

Proposition� � Supposons le corps k parfait� L�application X �� F �X��
r�ealise une bijection entre les courbes lisses� compl�etes� connexes et les corps F �
extension de type �ni de k� de degr�e de transcendance 
�

Pour construire la courbe X �a partir de F 
 on proc�ede comme suit� On choisit un
�el�ement x de F transcendant sur k� Alors �F � k�x�� � d est �ni� Soit A� �resp� A��
la cl�oture int�egrale de k�x� �resp� k�x���� dans F � C�est une k�alg�ebre de type �ni

qui est l�alg�ebre d�une courbe a�ne lisse X� �resp� X�� �c�est ici que sert k parfait��

Par recollement de X� et X� au�dessus de k�x� x���
 on obtient une courbe compl�ete
X
 lisse
 de corps des fractions F 
 r�ealis�ee comme rev�etement �rami��e� de degr�e d

de la droite projective de coordonn�ee x�

Remarque� � Une courbe lisse compl�ete se r�ealise de multiples fa�cons comme

courbe projective� Si de plus k est in�ni
 on peut toujours la r�ealiser comme courbe
gauche dans P�� Les plus accessibles de ces courbes gauches sont celles qui sont
intersection compl�ete de deux surfaces de degr�es d� et d�� En dehors de ce cas tr�es

exceptionnel
 et de celui encore plus exceptionnel des courbes planes
 les �equations
explicites de la courbe plong�ee sont di�ciles �a utiliser� On va plut�ot s�int�eresser �a des
propri�et�es intrins�eques de la courbe
 ind�ependantes de tout plongement projectif�
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	� Diviseurs et faisceaux inversibles

Soit X une courbe lisse
 connexe
 d�e�nie sur le corps k et de corps des fractions
F � On note Div�X� le groupe libre commutatif
 de base les points de X� Un diviseur

est donc donn�e par une combinaison formelle D �
P

z nzz
 o�u z parcourt les points
de X et o�u les nz sont des entiers presque tous nuls� Le diviseur D est dit � � si
nz � �
 pour tout z� Si f est un �el�ement non nul de F 
 on lui associe son diviseur
�f� �

P
z vz�f�z
 o�u vz est la valuation de l�anneau localOX�z
 qui vaut � sur un g�en�e�

rateur de l�id�eal maximal� Les diviseurs de la forme �f� sont les diviseurs principaux�
Deux diviseurs sont lin�eairement �equivalents s�ils di��erent par un diviseur principal�

Un faisceau inversible L sur X est un faisceau localement isomorphe au faisceau
structural OX
 pour la topologie de Zariski� On peut toujours recouvrir X par deux
ouverts a�nes U et U �
 tels que LjU �resp� LjU �� soit engendr�e par une base s �resp�
s��� Alors sur U � U �
 on a s� � us
 o�u u est une fonction inversible� Le faisceau des
��formes di��erentielles 	 � *�

X est un faisceau inversible localement engendr�e par
la di��erentielle dx d�une coordonn�ee �etale # on l�appelle le faisceau canonique�

A tout diviseur D
 on associe classiquement un faisceau inversible not�e OX�D�
qui est un sous�faisceau du faisceau constant F des fonctions rationnelles sur X� Pour

tout ouvert U de X
 les sections de OX�D� sur U 
 sont les fonctions rationnelles f
sur U 
 telle que ��f� �D�jU � �� Pour U assez petit
 un g�en�erateur de OX�D�jU est
une fonction f de F telle que ��f� � D�jU � �� En particulier
 les sections globales
de OX�D� sont les fonctions rationnelles f telles que �f� �D � ��

R�eciproquement
 si on part d�un faisceau inversible L sur X
 le faisceau L
OX F
est isomorphe �a F � Le choix d�une section non nulle de L
OX F permet d�identi�erL
�a un sous�faisceau de F 
 de la formeOX�D�
 pour un diviseurD convenable� Changer
de section
 revient �a remplacerD par un diviseur lin�eairement �equivalent� On obtient
ainsi un dictionnaire entre classes d�isomorphismes de faisceaux inversibles et classes

de diviseurs�

Supposons de plus la courbe X compl�ete� On d�e�nit alors le degr�e d�un diviseur

D �
P

z nzz
 par la formule � degr�e �D� �
P

z nz�k�z� � k�
 o�u �k�z� � k� d�esigne le
degr�e sur k de l�extension r�esiduelle k�z�� Alors tout diviseur principal �f� est de
degr�e � �i�e� le degr�e du diviseur des z�eros est �egal �a celui des p�oles�� En particulier

on peut parler du degr�e d�une classe de diviseurs
 et si L est un faisceau inversible

isomorphe �a OX�D�
 on d�e�nit le degr�e de L comme �etant celui de D� Toujours
dans le cas o�u X est compl�ete
 le k�espace vectoriel H��X�L�
 des sections globales
de L
 est de dimension �nie� Chaque section non nulle s de L � OX�D� admet un

ensemble de z�eros qui est un diviseur $ � �
 lin�eairement �equivalent �a D� Si X est
g�eom�etriquement connexe
 les seuls �el�ements non nuls de F 
 de diviseur nul
 sont les
�el�ements non nuls de k� On obtient ainsi une bijection entre l�espace projectif des
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droites du k�vectoriel H��X�L�
 o�u L � OX�D�
 et l�ensemble des diviseurs $ � �

lin�eairement �equivalents �a D� En particulier
 si L est degr�e � ��H��X�L� � ��

�� Le genre

Sur les complexes
 une surface de Riemann X compacte connexe a un genre g

d�e�ni par sa topologie � comme espace topologique X est un tore �a g trous� Mais
g est aussi la dimension sur C de l�espace des formes di��erentielles holomorphes

sur X� C�est cette derni�ere d�e�nition qui va pouvoir s�adapter au cas d�un corps
quelconque�

D�efinition� � Soit X une k�courbe lisse compl�ete g�eom�etriquement connexe�
Le genre g de X est la dimension sur k du k�espace vectoriel H��X�	�� espace des
formes di��erentielles alg�ebriques sur X�

Remarque� � On peut aussi d�eterminer le genre g de X
 �a partir du degr�e de
	 qui est �g � ��

Exemple� � Rappelons que sur l�espace projectif Q � Pn et pour tout entier
m
 on note OQ�m� le faisceau inversible des �fonctions� homog�enes de degr�e m� Si

X est une courbe plane
 lisse de degr�e d
 dans le plan projectif Q � P�
 le faisceau
	X est isomorphe �a OQ�d� ��jX et le genre de X est �d � ���d� �����

Soit � � Y � X un morphisme �ni de degr�e d entre courbes lisses
 compl�etes
g�eom�etriquement connexes� Supposons que le corps des fractions F �Y � de Y soit
une extension s�eparable de F �X�� Alors 	Y contient �
�	X �
 l�image r�eciproque par
� du faisceau 	X 
 de sorte qu�il existe un faisceau d�id�eaux VY�X sur Y 
 tel que
	Y � �
�	X��VY�X���� Le faisceau VY�X est la di��erente de Y par rapport �a X et
correspond �a un diviseur � � sur Y �

P
y nyy
 avec ny � �� De plus
 ny � � si et

seulement si � est rami��e en y� En comparant les degr�es on trouve la formule de
Hurwitz �

�genre�Y �� � � d ��genre�X�� �� � degVY�X �
L�avantage de cette formule est que le calcul du degr�e de la di��erente se ram�ene

�a un calcul local en chacun des points de rami�cation de � � si y est un point de Y

au�dessus du point x de X et si t �resp� � � sont des coordonn�ees �etales centr�ees en
x �resp� y�
 on a dt � u�nyd� 
 o�u u est une unit�e en y�

	 En un point y de Y o�u l�indice de rami�cation ey de � est d�ordre premier �a
p �on dit alors que la rami�cation est mod�er�ee�
 l�exposant ny de y dans la

di��erente est ey � �
 comme dans le cas complexe�
	 Par contre
 en un point y o�u l�indice de rami�cation g�eom�etrique est multiple
de p �on dit qu�il y a rami�cation sauvage�
 l�exposant ny de y peut �etre
arbritrairement �el�ev�e
 ind�ependamment du degr�e d�
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Exemple� � Pla�cons nous en caract�eristique p � �� Consid�erons la droite a�ne
de coordonn�ee x et le rev�etement galoisien de groupe Z�pZ
 d��equation �

Up � U � H�x��

o�u H�x� est un polyn�ome en x
 de degr�e m � � premier �a p� Ce rev�etement de la
droite a�ne est non rami��e et s��etend en un rev�etement Y de la droite projective
P
 totalement rami��e au�dessus de l�in�ni� Notons
� l�unique point de Y au�dessus
du point 
 de P et calculons l�exposant de 
� dans la di��erente VY�P�
Soit � une coordonn�ee �etale centr�ee en
� et t � ��x la coordonn�ee sur P centr�ee

en 
� La fonction rationnelle U admet en 
� un p�ole d�ordre m et donc
 puisque
�m� p� � �
 dU admet en 
� un p�ole d�ordre m � �� D�o�u
 �a des unit�es locales
pr�es
 � d���m�� � dU � �dH � dt�tm��� Donc dt � �t�� �m��d� � L�exposant dans
la di��erente au point 
� est donc �p � ���m � ��
 et par suite le genre de Y est
g � �m� ���p � �����

�� Courbes de petit genre

Soit X une courbe compl�ete lisse sur k
 g�eom�etriquement connexe
 de genre g�

� Si g � �
 X est canoniquement une conique dans le plan projectif� Si de
plus elle poss�ede un point rationnel
 �en particulier si k est �ni�
 X est isomorphe
�a la droite projective� Par contre sur R
 la conique �imaginaire� d��equation U� �
V � � W � � �
 n�a pas de points rationnels� Sur un corps alg�ebriquement clos de

caract�eristique �
 une conique projective lisse admet pour �equation UV �W � � ��
Le fait que la d�eriv�ee par rapport �a W soit nulle
 entra�+ne que toutes les tangentes
�a la conique passent par le point ��� �� ���

� Lorsque g � �
 X est une courbe elliptique� Si X poss�ede un point rationnel

�ce qui est le cas en particulier si k est �ni�
 X se r�ealise comme cubique dans le
plan projectif� En coordonn�ees homog�enes U� V�W 
 l��equation de la cubique peut
�etre mise sous le forme �

V �W � a�UVW � a�VW
� � U� � a�U

�W � a�UW
� � a�W

��

avec un discriminant $ �� ��
Lorsque la caract�eristique p est di��erente de � et �
 on se ram�ene
 par translations


�a la forme de Weierstrass habituelle �

V �W � U� � a�UW
� � a�W

��

avec $ � ��	a�� � ��a����




� Michel Raynaud

� Lorsque g � �
 X ne se r�ealise pas comme courbe plane ou comme courbe
gauche intersection compl�ete� Par contre
 X est hyperelliptique
 c�est��a�dire est

canoniquement un rev�etement s�eparable de degr�e � de la droite projective P�
Pour p �� �
 ce rev�etement est rami��e en � points g�eom�etriques etX est la compl�e�

tion projective d�une courbe a�ne d��equation y� � P��x�
 o�u P� est un polyn�ome
de degr�e �
 sans racines multiples� Si l�un des points de rami�cation est rationnel et

choisi �a l�in�ni
 X est la compl�etion d�une courbe a�ne d��equation y� � H�x�
 o�u
H est polyn�ome unitaire en x de degr�e 

 sans racines multiples�
Si p � �
 le rev�etement de la droite projective peut �etre rami��e en �
 �
 ou �

point g�eom�etrique et X est la compl�etion projective d�une courbe a�ne d��equation

du type � y��P��x�y�P��x� � �
 o�u Pi est un polyn�ome de degr�e � i� Par exemple

l��equation y� � y � x	
 conduit �a une courbe de genre �
 rami��ee uniquement au�
dessus de x �
�

� Une courbe de genre �
 se r�ealise canoniquement comme quartique dans le
plan projectif
 sauf si elle est hyperelliptique� Parmi les quartiques
 on trouve celle de
Klein d��equation � U�V �V �W�W �U � �� Sur les complexes
 cette courbe admet un

groupe G d�automorphismes qui est le deuxi�eme groupe �ni simple � G � PSL�F
�
�a ��� �el�ements� En caract�eristique �
 le groupe d�automorphismes gon"e jusqu��a
devenir le groupe projectif PU��� �� �a ��	� �el�ements�

�� Formule de Riemann�Roch et dualit�e

Soit toujours X une k�courbe lisse
 compl�ete
 g�eom�etriquement connexe de genre
g�
Si F est un faisceau en groupes commutatifs sur X pour la topologie de Zariski


on dispose de ses groupes de cohomologie H i�X�F�
 qui sont nuls pour i �� �� �� Si F
est un faisceau inversible L
 les groupes H i�X�L� sont des k�vectoriels de dimension
�nie� On note H i�L� la dimension sur k de H i�X�L�� Si L est un faisceau inversible

L
 d�esigne le faisceau inversible dual� Lorsque L � OX�D�
 L
 � OX��D��
La compr�ehension de la cohomologie des faisceaux inversibles est r�egie par celle

du faisceau dualisant 	�

Th�eor�eme�

�� H��X�	� est canoniquement isomorphe au corps k�

�� Pour tout faisceau inversible L sur X� et tout entier i� l�accouplement

H i�X�L� �H��i�X�	 
 L
�� H��X�	� � k�

donn�e par le cup�produit� est une dualit�e parfaite�

Rappelons que pour calculer la cohomologie d�un faisceau F sur X
 on consid�ere
une r�esolution de F �

�� F � F� � F� � � � � �
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o�u les F i sont acycliques
 c�est��a�dire ont des groupes de cohomologie H i�X�F i�
nuls pour j � �� Le groupe Hj�X�F� est alors le j��eme groupe de cohomologie du
complexe �

H��X�F��� H��X�F��� � � �
Parmi les faisceaux acycliques
 on trouve les faisceaux "asques G
 c�est��a�dire

ceux pour lesquels
 pour tout couple d�ouverts U� V avec V � U 
 toute section de G
sur U s��etend en une section de G sur V �

Pour calculer H��X�	�
 on dispose d�une r�esolution acyclique naturelle de 	�
En e�et
 	 se plonge dans le faisceau constant 	 
OX F des formes di��erentielles
rationnelles� Le conoyau est le faisceau M des parties polaires de di��erentielles�

On obtient ainsi une r�esolution "asque canonique de 	
 qui permet de calculer la
cohomologie� En particulier
 on a �

H��X�	� � coker�H��X�	 
OX F �� H��X�M���

Notons qu�en chaque point x de X
 une section � de M admet un r�esidu ResX���
qui est un �el�ement du corps r�esiduel k�x�� Si x est un point rationnel et si t est
une coordonn�ee �etale centr�ee en x� � s��ecrit �

P�n
�� ait

i�dt et le r�esidu est le coe�cient
a��� On doit bien s�ur v�eri�er qu�il est ind�ependant du choix de t� Si � est une
section de M 
 on peut
 gr�ace �a l�op�eration de trace
 d�e�nir la �somme� des r�esidusP

xTrk�x��kResx���
 qui est un �el�ement de k� L�assertion ��� du th�eor�eme �equivaut
alors �a la conjonction des deux propri�et�es suivantes �

�� Pour toute forme di��erentielle rationnelle � 
 on a
P

xTrk�x��kResx�� � � ��

�� Toute section � deM 
 telle
P

xTrk�x��kResx��� � �
 est la partie polaire d�une

di��erentielle rationnelle � sur X�

On trouvera dans ��� une d�emonstration accessible du th�eor�eme ci�dessus
 du
moins lorsque le corps k est alg�ebriquement clos�

Corollaire� � On a g � h��OX��

Pour tout faisceau inversible L sur X
 on d�e�nit la caract�eristique d�Euler�
Poincar�e de L
 par ��L� � h��L�� h��L��
On connait ��	� � g � �� On en d�eduit facilement le corollaire suivant �

Corollaire� � Pour tout faisceau inversible L sur X� on a �

��L� � �� g � degr�e�L��

Ainsi la caract�eristique d�Euler�Poincar�e se calcule au moyen d�invariants num�e�

riques
 par contre les dimensions des espaces de cohomologie hi�L� peuvent �etre plus
di�ciles �a d�eterminer�
En combinant avec la formule de dualit�e on obtient �
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Corollaire �th�eor�eme de Riemann�Roch�� � Pour tout faisceau inversible
L sur X� on a

h��L�� h��	 
 �L
�� � � � g � degr�e�L��

Cet �enonc�e a l�avantage de ne plus faire intervenir que des espaces de cohomologie
en degr�e z�ero� Si l�on choisit un diviseurK dans la classe canonique
 il se reformule �

h��OX�D�� � h��OX�K �D�� � � � g � degr�e�D��

Corollaire� � Pour degr�e�L� � �� on a h��L� � �� Pour degr�e�L� � �g���
on a h��L� � � et h��L� � � � g � degr�e�L��

Remarque� � Sur la droite projective
 le th�eor�eme de d�ecomposition des frac�
tions rationnelles en �el�ements simples
 nous dit qu��etant donn�ee une partie polaire
arbitraire
 on peut trouver une fonction rationnelle globale
 d�e�nie �a l�addition pr�es

d�une constante
 qui admet pr�ecis�ement la donn�ee comme partie polaire� Il n�en va
plus de m�eme en genre g � �� Ainsi le corollaire pr�ec�edent nous dit que si on se donne
un diviseur positif D de degr�e � �g � �
 h��OX�D�� a pour dimension seulement
�� g � degr�e�D�
 qui est strictement plus petit que � � degr�e�D� pour g � ��

�� Courbes sur les corps �nis

D�esormais k d�esigne un corps �ni Fq
 �a q �el�ements� On choisit une cl�oture alg�e�
brique (k de k� Pour tout entier m � �
 km d�esigne l�extension de degr�e m de k
contenue dans (k� On note X 
k km la courbe d�eduite de X par extension du corps
de base k �a km et (X la courbe X
k

(k� Pour tout entier m � �
 X�km� est l�ensemble

�ni des points rationnels de X 
k km�

On note �

Am le nombre de diviseurs � � sur X
 de degr�e m


Mm le nombre de points de X de corps r�esiduel km


Nm le nombre de points rationnels de X 
k km�

Rappelons que pour s complexe avec Re�s� � �
 on d�e�nit la fonction z�eta de
Riemann par la formule �

��s� �
X �

ns
�
Y �

��� ��ps� �

o�u p parcourt l�ensemble des nombres premiers
 c�est �a dire encore le spectre maximal
de Z� Cette expression admet un analogue pour la courbe X
 qui est la fonction z�eta
de la courbe X �

�X�s� �
Y
X

�

��� ��� k�x��s� �



Courbes alg�ebriques 



o�u  k�x� d�esigne le cardinal du corps r�esiduel k�x�� Or
 en un point x o�u �k�x� � k�
� m
 on a  k�x� � qm� Par suite
 si on pose T � ��qs et

ZX�T � �
Y
x�X

�

�� � T deg�x��
����

On a �X�s� � ZX�q�s��

Proposition� � Les trois s�eries formelles suivantes sont �egales� et co��ncident
avec ZX�T � �

�a�
�X
�

AmT
m�

�b�
�Y
�

��� Tm��Mm �

�c� exp�
�X
�

NmT
m�m��

L�expression �b� r�esulte de ��� en regroupant les termes qui correspondent �a un
degr�e m donn�e�
L��egalit�e de �a� et �b� provient du fait que tout diviseur positif s��ecrit de mani�ere

unique comme somme de points de X �a coe�cients entiers � ��
L��egalit�e de �b� et �c�
 r�esulte
 en prenant les d�eriv�ees logarithmiques
 de la

relation Nm �
P

djm dMd�

Corollaire� � On a TZ �
X�ZX �

P�
� NmT

m�

Faisons l�observation suivante� Supposons avoir �ecrit ZX sous la forme P�Q
 o�u
P et Q sont des polyn�omes en T de terme constant �� Ecrivons dans C�T � �

P �
Y
i

�� � �iT �� Q �
Y
j

��� �jT ��

Alors
TZ �

X�ZX � �
X
i

�iT��� � �iT � �
X
j

�jT��� � �jT ��

Par suite on a �

Nm �
X
j

�mj �
X
i

�mi �

Th�eor�eme �Andr�e Weil��

�� Il existe un polyn
ome de Z�T � de degr�e �g � P� � � � � � � � qgT �g� tel que
ZX�T � � P��T �����T ����qT �� en particulier ZX est une fraction rationnelle
en T �

�� On a P��T � �
Q�g
i����� �iT �� o�u les �i sont des entiers alg�ebriques� qui� dans

tout plongement dans C ont pour module
p
q� De plus l�application � �� q��

induit une permutation des �i�

Notons que toutes les propri�et�es ci�dessus
 �a l�exception du module des �i
 se
d�eduisent formellement du th�eor�eme de Riemann�Roch� Quant au fait que les �i
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aient pour module
p
q
 il �equivaut au fait que les z�eros de la fonction �X�s� ont pour

partie r�eelle ���
 un analogue de l�hypoth�ese de Riemann�

Corollaire� � Pour tout entier m � � on a Nm � � � qm �P�g
i�� �

m
i � En

particulier�

jNm � �� � qm�j � �gqm���

Corollaire� � Le nombre h de classes de diviseurs de degr�e � sur X est �ni�
�egal P�����

Cela r�esulte du fait que pour un degr�e m � �g � �
 chaque classe de diviseurs
compte �qm���g � ����q � �� �el�ements
 et par suite Am � h�qm���g � ����q � ���

Remarques�

��� On note que � � qm est le nombre de points rationnels de la droite projective

sur km� En particulier
 quand m tend vers l�in�ni
 Nm est �equivalent �a �� qm�

��� On retrouve que pour g � � ou �
 X a toujours un point rationnel� Sur le corps

k � F�
 la courbe elliptique d��equation y� � y � x� � j
 o�u j est une racine
primitive troisi�eme de l�unit�e
 a pour seul point rationnel le point �a l�in�ni
 et
la borne inf�erieure de Weil est atteinte�

��� Consid�erons sur le corps F�
 la courbe de genre � d��equation � y� � P��x�
 avec
P� � x��x��x���� Elle admet le maximumde points rationnels possible pour
une courbe hyperelliptique
 �a savoir �� Par contre la courbe y� � �P��x� n�a

pas de points rationnels� C�est aussi le cas de la courbe Up���V p���W p�� � �
sur le corps �a p �el�ements pour p � 
�

Corollaire� � Pour conna
�tre ZX�T �� et donc tous les Nm� il su�t de conna
��
tre les g premiers� En particulier� pour conna
�tre la fonction z
eta d�une courbe el�

liptique� il su�t de conna
�tre N��

La d�emonstration de Weil �	� utilise les propri�et�es d�intersection du morphisme
de Frobenius sur la jacobienne de X� On trouvera dans ��� une d�emonstration li�ee �a

la th�eorie des intersections sur les surfaces� Une d�emonstration �el�ementaire
 �a partir
de Riemann�Roch a �et�e donn�ee ult�erieurement par St�epanov ����

La justi�cation la plus conceptuelle de l�expression de la fonction z�eta vaut en

fait pour une vari�et�e alg�ebrique lisse projective quelconque et a �et�e pressentie par
Weil
 lorsqu�il a formul�e ses c�el�ebres conjectures sur les corps �nis�

On commence par d�e�nir l�endomorphisme de Frobenius , sur X
 qui consiste
�a �elever les fonctions �a la puissance q� Soit (, l�extension de , �a (X � Alors les Nm

points rationnels de X dans km sont les Nm points �xes de (,
m�
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Si l�on �etait sur les complexes
 on pourrait utiliser la cohomologie transcendante
H i�Xtop�Q� et la formule de Lefschetz
 qui exprime le nombre de points �xes d�un

endomorphisme
 et plus g�en�eralement d�une correspondance
 comme somme altern�ee
de ses traces sur la cohomologie� Weil a sugg�er�e qu�il devait exister une cohomologie
de (X �a valeur dans un corps � !� de caract�eristique z�ero
 qui conduise �a une formule
des traces de Lefschetz �

Nm �
X
����iTr�(,m�H i� (X� !���

Dans les ann�ees ��
 Grothendieck a d�e�ni la cohomologie en question
 puis
Grothendieck et Deligne ont d�emontr�e les conjectures de Weil en toute dimension�

Choisissons un nombre premier �
 distinct de la caract�eristique p� A l�aide de la
topologie �etale
 on d�e�nit pour chaque entier n � �
 les groupes de cohomolo�
gie H i� (X�Z��nZ� qui sont des Z��nZ�modules de type �ni� Pour n variable
 ces

cohomologies forment un syst�eme projectif
 et par d�e�nition
 on pose �

H i� (X�Z�� � lim��
n

H i� (X�Z��nZ�

qui est un Z�module de type �ni
 et H i� (X�Q�� � H i� (X�Z�� 
Z� Q�
 qui est un

Q��espace vectoriel�

Lorsque k � C
 les espaces de cohomologie H i� (X�Q�� sont canoniquement iso�
morphes aux espaces de cohomologie H i�Xtop�Q�� associ�es �a la vari�et�e topologique
Xtop sous�jacente �a X�

Pour une courbe propre et lisse
 de genre g
 sur un corps k alg�ebriquement clos

H��X�Q�� � Q�
 H��X�Q�� est de dimension �g
 H��X�Q�� est de dimension ��

Pour une vari�et�e alg�ebrique propre et lisse
 de dimension d
 sur un corps k �ni


le Frobenius (, agit par fonctorialit�e sur les espaces H i� (X�Q��
 et

Pi�T � � d�et�� � T (,jH i� (X�Q���

est un polyn�ome �a coe�cients entiers
 ind�ependant de �
 qui dans C�T �
 s��ecritQ
�� � �jT �
 o�u les �j sont des nombres complexes de module qi��� L�expression de
la fonction z�eta de X
 par rapport �a la variable T � q�s
 est alors �

ZX�T � �
P��T � � � �P�d���T �
P��T � � � �P�d�T �

�
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Nombre de points

d�une vari�et�e alg�ebrique sur un corps �ni

Christian Houzel

En ��	�
 A� Weil a associ�e �a toute vari�et�e alg�ebrique sur un corps �ni k une

fonction z
eta li�ee au nombre de points de la vari�et�e dans les diverses extensions
�nies de k et il a formul�e des conjectures c�el�ebres au sujet de cette fonction� Les
conjectures de Weil ont �et�e un des principaux stimulants pour le d�eveloppement de

la g�eom�etrie alg�ebrique abstraite
 en particulier dans l�-uvre d�A� Grothendieck #
elles ont �et�e �nalement d�emontr�ees par P� Deligne en ���� en utilisant les outils
�elabor�es par Grothendieck�

Dans cet expos�e
 nous allons essayer d�expliquer l�histoire qui pr�ec�ede la formula�
tion des conjectures de Weil et de montrer comment on a pu arriver �a les concevoir�

La fonction z�eta classique
 celle de Riemann
 donne des informations sur la distri�
bution des nombres premiers dans l�anneau Z des entiers� Sa d�e�nition a �et�e �etendue
par Dedekind au cas d�un corps de nombres alg�ebriques K �extension �nie de Q� #

la fonction z�eta de Dedekind est li�ee �a la distribution des id�eaux premiers dans l�an�
neau des entiers de K et elle informe aussi sur le nombre des classes d�id�eaux de
K�

�� E� Artin

Dans sa th�ese �����
 publi�ee en ���	�
 E� Artin a d�evelopp�e
 sur le mod�ele de la
th�eorie des corps quadratiques
 une th�eorie arithm�etique des extensions quadratiques
* � K�

p
D� du corps des fractions rationnelles K � Fp�t� �a coe�cients dans un

corps �ni Fp �p nombre premier impair� # une telle extension est engendr�ee par la
racine carr�ee d�un polyn�ome D �sans facteur carr�e� �a coe�cients dans Fp� Artin
y d�e�nit l�anneau des entiers
 les id�eaux de cet anneau
 qui se d�ecomposent d�une
mani�ere unique en produits d�id�eaux premiers et se partagent en un nombre �ni de

classes modulo les id�eaux principaux # le nombre h de ces classes est � si D est de
degr�e � ou � et � si D est de degr�e �� En vue d��evaluer h dans les autres cas
 Artin
associe une fonction z�eta au corps * sur le mod�ele de celle de Dedekind en th�eorie

des nombres �

Z�s� � ZD�s� �
X
a

�

jNajs #

dans cette formule a parcourt l�ensemble des id�eaux non nuls
 Na est la norme de
l�id�eal a
 c�est �a dire le polyn�ome unitaire qui engendre le produit aa� de a par son


�
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conjugu�e a� �obtenu par l�automorphisme de * qui change
p
D en �pD # le produit

est automatiquement un id�eal principal� et
 pour chaque polyn�ome F � Fp�t� de
degr�e n on pose jF j � pn �on notera que jNaj est le nombre d��el�ements de l�anneau
r�esiduel mod a�� La variable s est complexe et la s�erie converge pour Re�s� � � #

comme dans le cas des corps de nombres
 on peut �ecrireZ�s� sous forme d�un produit
�etendu �a tous les id�eaux premiers �

Z�s� �
Y
p

�

�� jNpj�s �

Artin regroupe dans ce produit les p qui divisent un m�eme polyn�ome irr�eductible
P � Fp�t�
 puis en transformant �a nouveau le produit en s�erie il trouve

Z�s� �
�

�� p��s���
X
F

�
D

F

�
�

jF js

o�u F parcourt l�ensemble des polyn�omes unitaires �a coe�cients dans Fp et o�u
�
D

F

�
�

�� est un symbole analogue �a celui de Jacobi en th�eorie des nombres� Ce symbole
fait l�objet d�une loi de r�eciprocit�e
 �etablie par Artin
 qui permet de montrer que la
somme

�� �
X

jF j�p�

�
D

F

�

est nulle pour 
 � n � degD lorsque n � � # ainsi
 pour D non constant


ZD�s� �
�

�� p��s���

n��X
���

��
p�s

�

Lorsque D est constant
 on peut supposer que c�est une racine primitive g mod p et

on trouve que

Zg�s� �
�

�� p��s���
� �

� � p��s���
#

dans tous les cas Z�s� est rationnelle en p�s�

Pour relier la fonction z�eta au nombre h des classes d�id�eaux
 Artin �etudie
 pour
chaque classe d�id�eauxK la somme partielle Z�s�K� de la s�erie obtenue en prenant
a � K� Dans le �cas imaginaire� �D de degr�e impair ou bien de degr�e pair avec

un coe�cient dominant non carr�e dans Fp�
 ils trouve que Z���K� � ��w ind�e�
pendamment de la classeK
 o�u w est le nombre des unit�es de * ��el�ements inversibles
de l�anneau des entiers� # ainsi

h �

�����
�wZ��� � � si D � g


�� � �� � � � �� �n�� si degD � n � ��



Nombre de points d�une vari�et�e alg�ebrique ��

Le cas �r�eel� �D de degr�e pair avec un coe�cient dominant carr�e� est un peu plus
compliqu�e � on a ������ � � ���n�� � � comme cons�equence de la loi de r�eciprocit�e
et on n�atteint pas h en consid�erant Z en � # mais on a
 ind�ependamment de K


lim
s��
�s� ��Z�s�K� � �p� ��R

jpDj log p
o�u le nombre R est d�e�ni de mani�ere que j��j � pR
 �� �etant une �unit�e fondamen�
tale� de *� Ainsi

h �
jpDj
�p� ��R

n��X
���

��
p�

et le r�esidu de Z�s� en son p�ole s � � est
h

� log p
o�u � �

jpDj
�p� ��R � On trouve une

forme analogue pour ce r�esidu dans le cas imaginaire gr�ace �a l��equation fonctionnelle
de la fonction z�eta
 qui se d�emontre sur les fonctions partielles Z�s�K� �

Z�� � s� �

�����������������

� � p��s���

� � ps

��s jDj
p

�A�s��

�Z�s� pour n impair

� � p��s���

�� p�s


q
jDj

��s��
�Z�s� pour n pair

et D de coe�cient dominant g # les valeurs � correspondantes sont respectivementr
jDj
p
et

�
p
jDj

p�� � Il y a aussi une �equation fonctionnelle dans le cas r�eel # Artin l�obtient

�a partir des pr�ec�edentes gr�ace �a l�identit�e facile

ZD�s�
�i

log p
� �

�� p��s���

� � p��s���
�ZgD�s����

et elle s��ecrit

Z�� � s� �

�
�� p��s���

� � ps

	� 
q
jDj

��s��
Z�s��

L��equation fonctionnelle se traduit par des relations entre les coe�cients �� �

��m�� � pm���� si degD � �m� � est impair

et

��m�� � p�m��� � pm�� ��� � p����� si degD � �m est pair

�� � � dans le cas imaginaire et � dans le cas r�eel�� A l�aide de ces relations
 le
calcul des �� et de h devient facile pour les petites valeurs de p et dem et Artin donne
des tables de ces nombres pour deg D � �� p � �� 
 et � et pour deg D � 	� p � ��

Par ailleurs ��� montre que ZD�� �
�i
logp
� n�est pas nul puisque le r�esidu de ZgD

en s � � n�est pas nul # comme Z est une fonction p�eriodique de s �de p�eriode ��i
logp�


elle ne s�annule en aucun des points �� ��n����i
logp et Artin en d�eduit qu�elle ne s�annule

pas sur la droite Re�s� � ��
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Dans les cas correspondant �a ses tables num�eriques
 Artin va plus loin en �etab�
lissant l�analogue de l�hypoth�ese de Riemann # les z�eros �non triviaux� de Z sont

sur la droite Re�s� � ���� Ceci signi�e encore que les racines z � �� �� �� de
l��equation alg�ebrique zn�� � ��z

n�� � � � � � �n�� � � sont toutes de valeur absolue
p���� Pour n � �
 cette �equation se r�eduit �a z� � ��z � p � � et l�hypoth�ese de
Riemann signi�e donc que les racines de cette �equation sont imaginaires conjugu�ees

ou encore que j��j � �pp # les tables donnent j��j � � pour p � �� j��j � 	 pour
p � 
 et j��j � 
 pour p � �
 d�o�u l�hypoth�ese de Riemann� Pour n � 	 l��equation
z� � ��z

� � ��z � p � � avec �� � p � � � �� �racine triviale ��� # ses racines non
triviales sont celles de l��equation z� � ��� � ��z � p � � et l�hypoth�ese de Riemann

s��ecrit dans ce cas j�� � �j � �pp qu�Artin v�eri�e pour p � � ou 
�

Le nombre h de classes d�id�eaux s�exprime au moyen de Z��� �cas imaginaire�
ou de Z���� �cas r�eel� et par cons�equent au moyen des racines �� �

h �

�����������������������

n��Y
���

��� � �� pour n � degD impair


�
n��Y
���

��� � �� pour n � degD pair dans le cas imaginaire


�

R

n��Y
v��

��� � �� pour n � degD pair dans le cas r�eel�

En utilisant l�hypoth�ese de Riemann
 Artin en d�eduit des encadrements pour h et
il trouve ainsi qu�il n�y a qu�un nombre �ni de corps K�

p
D� avec un nombre de

classes h donn�e # par exemple
 si p � 
 et n � �
 le nombre de classes est � ��

La fonction Z donne aussi une estimation asymptotique du nombre ��x� d�id�eaux

premiers p tels que jNpj � x # on a

��p�� �
p�



�O

�
p��




	

en notant � la borne sup�erieure des parties r�eelles des z�eros de Z �si l�hypoth�ese de
Riemann est vraie
 � � �����

	� F�K� Schmidt

La th�eorie d�Artin a �et�e �etendue par F�K� Schmidt ����

 ����� au cas des exten�
sions �niesK �non n�ecessairement quadratiques� d�un corps de fonctions rationnelles

k�z� �a coe�cients dans un corps �ni k� Pour d�e�nir et �etudier la fonction z�eta dans
ce cas plus g�en�eral
 Schmidt a �et�e amen�e �a changer de point de vue et �a remplacer le
mod�ele des corps de nombres alg�ebriques par celui des corps de fonctions alg�ebriques

d�une variable� Dedekind et Weber ������ avaient en e�et d�evelopp�e
 en s�inspirant
de la th�eorie des nombres alg�ebriques
 une th�eorie purement alg�ebrique des exten�
sions �nies K du corps C�z� des fonctions rationnelles �a coe�cients complexes # une
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telle extension est form�ee des fonctions rationnelles en deux variables z et u li�ees par
une relation alg�ebrique F �z� u� � �� Le but de Dedekind et Weber �etait d�obtenir

une d�e�nition g�en�erale et rigoureuse des points de la surface de Riemann associ�ee
�a la fonction alg�ebrique u de z� Un point correspond �a une place P de K
 sous�
anneau de valuation de K form�e des fonctions r�eguli�eres au point consid�er�e # un tel
anneau poss�ede un unique id�eal maximal p
 form�e des fonctions nulles au point et

l�homomorphisme P� P�p �� C correspond �a l��evaluation d�une fonction au point�

Dans le cas de Schmidt
 C est remplac�e par un corps �ni k �de caract�eristique
p��
 mais on peut encore d�e�nir les places P de K �ce sont les sous�anneaux int�e�

gralement clos de K admettant K comme corps des fractions� et ceci d�une mani�ere
ind�ependante du choix de la variable z # si z � P cette place contient la fermeture
enti�ere I de k�z� dans K
 I � p � .p est un id�eal premier de I et P est le localis�e

correspondant� Les places qui ne contiennent pas z s�interpr�etent comme des points
�a l�in�ni relativement �a la variable z et on obtient toutes les places en localisant les
fermetures int�egrales des deux anneaux k�z� et k���z�� Au lieu de travailler
 comme
Artin
 avec un anneau d�entiers I et ses id�eaux
 Schmidt travaille avec les diviseurs

de K
 qui sont des expressions formelles c � pe�� p
e�
� � � � pess o�u les pi sont des id�e�

aux maximaux de places Pi et les exposants ei sont des entiers �non n�ecessairement
positifs� # ces diviseurs forment un groupe multiplicatif �commutatif� D engendr�e
librement par les diviseurs premiers c � p� Un diviseur est dit entier si tous ses

exposants sont � � et un diviseur c� est multiple de c�� si c��c�� est entier� A un �el�e�
ment z non nul de K on associe le diviseur �z� � pe�� p

e�
� � � � pess o�u les pi sont tels que

Piz �� Pi et les ei sont d�etermin�es par Piz � peii # si .c � .p
e�
� .p

e�
� � � � .pess est un id�eal

d�un sous�anneau de Dedekind R de K avec sa d�ecomposition en produit d�id�eaux

premiers
 on lui associe le diviseur c � pe�� p
e�
� � � � pess o�u
 pour chaque i
 pi est l�id�eal

maximal de la place R�pi�

L�ordre est un homomorphisme du groupe D dans le groupe Z des entiers # pour
un diviseur premier p
 c�est le degr�e de l�extension r�esiduelle P�p relativement �a
�P � k�z����p � k�z�� # les diviseurs d��el�ements de K sont d�ordre �
 donc tous les
diviseurs d�une m�eme classe modulo le sous�groupe H des diviseurs d��el�ements de

K ont le m�eme ordre� Si z appartient �a K mais pas �a k et que K est s�eparable sur
k�z�
 Schmidt asssocie �a l�extension K�k�z� un diviseur di��erente �z dont l�ordre
est l�indice de rami�cation wz de K sur k�z� # le genre de K est d�e�ni par

g �
wz

�
�mz � �

o�u mz � �K � k�z�� et il est ind�ependant du choix de z�

Le point central de la th�eorie de Schmidt est l�analogue du th�eor�eme de Riemann�

Roch dans le th�eorie classique des fonctions alg�ebriques d�une variable
 il permet
d��evaluer le nombre des diviseurs entiers qui appartiennent �a une classe donn�ee de
diviseurs C � D�H� Si c est un diviseur donn�e
 les diviseurs entiers �equivalents
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sont de la forme ���c o�u � � K est choisi tel que ��� soit multiple de e�c �e note
le diviseur neutre�� Un premier r�esultat �di�cile� est que les � � K tels que ���

soit multiple d�un diviseur donn�e forment un sous�k�espace vectoriel de rang �ni #
Schmidt �etablit ensuite que ce rang r ne d�epend que de la classe C de c dans le
cas o�u le diviseur donn�e est e�c et il l�appelle la dimension fCg � r de C� Si k a p
�el�ements
 le nombre de diviseurs entiers dans C est �pr � ����p � ��� Le th�eor�eme
de Riemann�Roch s��enonce par la relation

fCg �


W

C

�
� q � g � �

o�u q est l�ordre de la classe C et W est la classe di��erentielle de K
 c�est��a�dire

celle des diviseurs �z�n�z o�u z est un �el�ement de K non dans k
 de d�enominateur nz #
on en tire �en faisant successivementC �H et C �W � queW est d�ordre �g��

donc la classe compl�ementaire C� � W �C de C est d�ordre q� � �g � � � q� Ceci

permet de donner au th�eor�eme une forme sym�etrique

fCg � q

�
� fC�g � q�

�
#

lorsque q � �g � �� q� � � donc
fC�g � � et fCg � q � g � � �� � si q � ���

La fonction z�eta associ�ee par Schmidt au corps K est d�e�nie par le produit in�ni

Z�s� �
Y
p

�

�� jpj�s

�etendu �a tous les diviseurs premiers de K et dans lequel jpj � pf si p est d�ordre f #
le produit converge pour Re�s� � � et il est �egal �a la somme de la s�erie

P
c ��jcjs �o�u

c parcourt l�ensemble des diviseurs entiers�� Schmidt somme cette s�erie r�eunissant

les c d�une m�eme classe # il n�y a qu�un nombre �ni de c avec un ordre � q� � �g� �
et
 pour les autres
 le nombre d��el�ements de la classe est donn�e explicitement par le
th�eor�eme de Riemann�Roch # il d�emontre en m�eme temps que le p�g�c�d� des ordres
des diviseurs premiers est � et il trouve �nalement

Z�s� �
�

p � �
q���X
q��

hX
i��

p

n
C
�i�
q

o
pqs

�
hp��g���

p � � � p
��g������s�

� � p��s
�

h

p� � �
�

� � ps

o�u h est le nombre ��ni� des classes de diviseurs d�ordre �� Cette formule et le
th�eor�eme de Riemann�Roch donnent l��equation fonctionnelle

Z�� � s� � p�g�����s���Z�s��

Schmidt compare sa fonction z�eta �a celle qu�on obtiendrait en consid�erant les id�eaux
d�un anneau I �a la mani�ere d�Artin et il retrouve les r�esultats d�Artin dans le cas
particulier des extensions quadratiques�
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�� H� Hasse

H� Hasse a pu d�emontrer l�hypoth�ese de Riemann pour la fonction z�eta de

Schmidt dans le cas o�u le genre g est � # il a expos�e ce r�esultat au Congr�es in�
ternational d�Oslo en ����� Partant d�un polyn�ome irr�eductible �a deux variables
f�X�Y � � Fp�X�Y � �p premier�
 il consid�ere un facteur irr�eductible f� de f sur la

cl�oture alg�ebrique k de Fp et le corps k� engendr�e par les coe�cients de f� # le corps
K� est alors l�extension de k� engendr�ee par X et Y li�es par f��X�Y � � �� Si q � pf

est le nombre d��el�ements de k�
 la fonction z�eta s��ecrit

Z�s� �
Y
p

�

� � �Np��s
�
Y
n��

�
�

�� q�ns

	Nn

� � �
N�

qs
� � � �

o�u Nn est le nombre de diviseurs premiers de degr�e n �on dit d�esormais degr�e au lieu

d�ordre comme Schmidt� # Hasse la d�ecompose en Z��s�L�s� avec

Z��s� �
�

� � �

qs

� �

� � q

qs

� � �
q � �

qs
� � � �

�fonction z�eta de k��X�� et

L�s� � � �
N� � �q � ��

qs
� � � �� qs

q�gs
�

gY
i��

�
� � 	i

qs

	

o�u g est le genre de K��

Avec ces notations

N� � �q � �� �
�gX
i��

	i

et l�hypoth�ese de Riemann
 qui s��ecrit j	ij � q��� pour � � i � �g
 implique l�in�e�
galit�e

jN� � �q � ��j � �gpq�
Dans le cas o�u g � �
 on a

L�s� � � �
N� � �q � ��

qs
�

q

q�s

et l�hypoth�ese de Riemann sigini�e que les racines 	� et 	� sont imaginaires con�

jugu�ees c�est �a dire que
jN� � �q � ��j � �pq#

des in�egalit�es moins pr�ecises avaient �et�e obtenues par Davenport et par Mordell dans
le cas d�une �equation

Y � � f�X��

f polyn�ome de degr�e � �a coe�cients dans Fp �avec des exposants ��	 ou ��� au lieu
de �����



�� Christian Houzel

Pour d�emontrer l�hypoth�ese de Riemann
 Hasse �etudie la structure de l�ensemble
A des �points� de K � k�X�Y � �ce sont
 par d�e�nition
 les diviseurs premiers de

degr�e �� # parmi ces points
 les N� diviseurs premiers de degr�e � de K� sont caract�e�
ris�es par leur invariance relativement �a l�op�eration de Frobenius �
 qui provient de
l��el�evation �a la puissance q de X et de Y � D�une mani�ere pr�ecise
 � � ��X�Y � ��
��Xq� Y q� est un isomorphisme de K sur un sous�corps K� � k�Xq� Y q� et on pose


pour tout diviseur premier p de K


�p � �NK�K�p�
��� �

Hasse dit qu�un isomorphisme � de K sur un sous�corps K� est un m�eromorphisme
de K et il le fait op�erer sur A en posant

�p � �NK�K
p�

�� �

Lorsqu�on choisit une origine o dans A on �etablit une correspondance bijective p ��
p�o de A sur le groupe D��H des classes de diviseurs de degr�e �
 d�o�u une loi de
groupe commutatif sur A # l�ensemble M des m�eromorphismes de A qui laissent
o invariant a alors une structure d�anneau �non n�ecessairement commutatif� qui

contient Z� La norme

� �� N��� � �K � K�� �� �M�

est multiplicative et c�est une fonction quadratique de �
 d�o�u on d�eduit l�in�egalit�e
�de Cauchy�Schwarz�

�N��� 
� �N��� �N�
��� � 	N���N�
�

et le fait que tout m�eromorphisme � v�eri�e une �equation du second degr�e ��� ���
m � � avec

� � N�� � ���N��� � � � � � (� et m � N��� � �(�

�(� �conjugu�e� de �� # l�in�egalit�e pr�ec�edente montre que �� � 	m� Dans le cas du

m�eromorphisme � de Frobenius
 m � N��� � q et N�� � �� � N� �nombre de
points �xe par �� donc

� � N�� � ���N���� � � N� � �q � ��#

l�in�egalit�e trouv�ee est pr�ecis�ement celle qui exprime l�hypoth�ese de Riemann�

Hasse termine son travail en indiquant une voie
 sugg�er�ee par Deuring
 pour
�etendre cette th�eorie aux corps du genre g quelconque� Pour g � � il n�y a plus de
loi de groupe sur A ni d�anneau des m�eromorphismes
 mais on peut construire un

anneau des correspondances sur le mod�ele de la th�eorie d�evelopp�ee par Hurwitz en
���� pour les surfaces de Riemann �une correspondance �m�n� associe un n�uple de
points �a un m�uple de points��
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�� A� Weil

C�est cette voie qu�A� Weil ���	�� a suivie pour d�emontrer l�hypoth�ese de Rie�
mann dans le cas d�un genre g quelconque� Mais pour d�evelopper sa m�ethode
 Weil a
de nouveau d�eplac�e le cadre th�eorique � au lieu de la th�eorie des fonctions alg�ebriques

d�une variable
 il prend pour mod�ele celui de la g�eom�etrie des courbes alg�ebriques�
Ceci l�a amen�e �a d�evelopper la g�eom�etrie alg�ebrique sur un corps de base �commu�
tatif� arbitraire �Weil ��	�� ou g�eom�etrie alg�ebrique abstraite� Sur un corps de base

k parfait �par exemple �ni ou alg�ebriquement clos ou de caract�eristique ��
 un corps
K de fonctions alg�ebriques d�une variable peut s�interpr�eter comme le corps *k des
fonctions sur une courbe alg�ebrique compl�ete % sans point multiple qui admettent
k comme corps de d�e�nition # les diviseurs de K correspondent aux diviseurs sur %

rationnels par rapport �a k
 qui sont des combinaisons lin�eaires de points de % �a coef�
�cients entiers� En g�eom�etrie
 on note additivement la loi du groupe des diviseurs�
Si le corps de base k est �ni
 �a q �el�ements
 on d�e�nit la fonction z�eta de % par

Z�u� �
X
a

udeg�a� �
Y
p

�
� � udeg�p�

���
o�u la somme est �etendue �a tous les diviseurs positifs rationnels par rapport �a k et

le produit �a tous les diviseurs premiers rationnels par rapport �a k # la variable u
remplace q�s et la convergence a lieu pour juj � ��q� Weil �etablit que Z est une
fonction rationnelle
 de la forme

P �u�

�� � u���� qu�

o�u P est un polyn�ome de degr�e �g o�u g est le genre de la courbe % et que l�on a une
�equation fonctionnelle

Z

�
�

qu

	
� q��gu���gZ�u�#

ceci r�esulte
 comme dans la th�eorie de Schmidt
 du th�eor�eme de Riemann�Roch qui
permet d��evaluer le rang ��a� �sur le corps des constantes� de l�espace vectoriel des
diviseurs positifs �equivalents �a un diviseur a donn�e � ��a� � deg�a� � g � � � r�a�
o�u le genre g est d�e�ni comme la valeur maximum de deg�a� � ��a� � � lorsque a

varie et r�a� � ��k � a� en notant k �k gothique� un diviseur canonique
 c�est �a dire
la projection sur % d�un cycle d�intersection $ � �����$� �$ d�esigne la diagonale du
produit % � % et � une fonction sur ce produit s�annulant �a l�ordre � le long de $
et admettant k comme corps de d�e�nition # la classe 	 � f�g de � modulo les �� qui
s�annulent le long de $ �a un ordre � � est appel�ee une di��erentielle et le diviseur
k � �	� ne d�epend que de 	�� Tous les diviseurs canoniques sont �equivalents et de
degr�e �g � � # on a ��k� � g et r�k� � ��

On a

d�logZ�u�� �
X
p

�X
m��

deg�p�umdeg�p�du

u
�

�X
n��


nu
ndu

u
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o�u 
n �
P

deg�p�jn deg�p� s�interpr�ete comme le nombre de points P de % dont le
corps de d�e�nition k�P� est contenu dans l�extension kn de degr�e n de k �unique

sous�corps �a qn �el�ements dans la cl�oture alg�ebrique de k�� Ainsi 
n est le nombre de
points �xes de la correspondance de Frobenius it�er�ee In d�e�nie par l��el�evation des
coordonn�ees �a la puissance qn�i�eme�

Une correspondance X sur % est
 par d�e�nition
 un diviseur sur le produit %�%
�combinaison lin�eaire formelle �a coe�cients entiers de courbes�� On fait op�erer X
sur les diviseurs de % de la mani�ere suivante # si X � X� � a � % o�u X� n�a
pas de composante de la forme A � % �A point de %� et a est un diviseur de
%
 X�b� est la deuxi�eme projection de l�intersection X��b � %� �b diviseur quel�
conque de %�� Le groupe additif des correspondances est muni d�une forme bilin�e�
aire �X�Y � �� I�X�Y � ��a valeurs enti�eres� telle que I�X�Y � � deg�X � Y � lorsque
le produit d�intersection X � Y est d�e�ni et d�une relation d��equivalence � telle que
X � � �equivaille au fait que X transforme tout diviseur m de degr�e � en le di�

viseur X�m� d�une fonction sur %� Les correspondances se composent de mani�ere
que X � Y transforme b en X�Y �b�� et cette loi de composition est compatible avec
la relation d��equivalence # l�ensemble des classes de correspondances est ainsi muni

d�une structure d�anneau �non commutatif� dont l��el�ement unit�e est la classe � de
la diagonale $� Cet anneau A poss�ede une anti�involution � �� �� qui provient de la
sym�etrie P �Q �� Q�P de %�% et une trace � � A� Z �forme lin�eaire� telle que
����� � ���� et ��� � �� � ��� � ��� La trace ���� d�une classe de correspondances �
est d�e�nie comme dans la th�eorie de Hurwitz � si X est une correspondance de classe
�
 on lui associe des entiers d�X� et d��X� de mani�ere que les deux projections de X
sur % soient d�X�% et d��X�%
 puis on pose S�X� � d�X��d��X�� I�X �$� � ����
�cela ne d�epend que de ��� La trace de � est �g o�u g est le genre�

La clef de la d�emonstration de Weil est l�analogue abstrait d�un th�eor�eme d�e�
montr�e par Castelnuovo et Severi ������ pour la g�eom�etrie alg�ebrique complexe �
pour toute classe de correspondances � �� �
 ��� � ��� � �� Si le genre est �
 on a
� ��� � N� avec un entier N � �
 d�o�u ��� ���� � �N � � # pour les genres sup�erieurs


Weil le d�emontre en travaillant dans la vari�et�e * � %�%� � � � �% produit de d�X�
facteurs �egaux �a %� On en d�eduit �Cauchy�Schwarz� que ���� ������ � ��� ������� �����
Dans le cas de la correspondance de Frobenius it�er�ee In
 on a

In � I �n � qn$� d�In� � �� d��In� � qn� deg�In �$� � 
n

donc

S�In� � � � qn � 
n � ���n�

en notant � la classe de la correspondance de Frobenius I� # l�in�egalit�e de Cauchy�
Schwarz appliqu�ee �a � � �n et � � � s��ecrit donc

j���n�j � j� � qn � 
nj � �gqn������
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Le num�erateur P �u� � �� � u��� � qu�Z�u� de la fonction z�eta a pour d�eriv�ee
logarithmique

d�logP �u�� � �
�X
n��

���n�un
du

u

et l�in�egalit�e ���� montre que cette s�erie converge pour juj � q���� # ainsi P n�a ni
z�ero ni p�ole dans ce disque et Z n�y a donc pas de z�ero et pas d�autre p�ole que
u � ��q�

L��equation fonctionnelle permet alors d�en d�eduire que Z�u� ne s�annule pas non
plus pour juj � q���� et que son seul p�ole dans ce domaine est u � � # on a ainsi
�etabli l�hypoth�ese de Riemann selon laquelle les z�eros de Z�u� ont tous q���� pour
valeur absolue�

Weil a poursuivi son travail en interpr�etant le polyn�ome P comme un polyn�ome
caract�eristique au moyen de la th�eorie des jacobiennes de courbes ���	��� A une

courbe % de genre g est associ�ee une vari�et�e ab�elienne J de dimension g
 bira�
tionnellement �equivalente au produit sym�etrique de g facteurs �egaux �a %
 ainsi
qu�une fonction � � % � J d�e�nie �a une constante additive pr�es # rappelons qu�une
vari�et�e ab�elienne est
 par d�e�nition
 une vari�et�e de groupe qui est compl�ete et que

sa loi de groupe est automatiquement commutative� Le groupe des points J est
isomorphe au groupe des classes de diviseurs de degr�e � sur % et l�anneau A des
classes de correspondances sur % s�identi�e �a l�anneau des endomorphismes de J �
Si � est un nombre premier �� p
 le groupe g��J� des points de J dont l�ordre est

une puissance de � est isomorphe �a Q�g
� �Z

�g
� # �a la classe de Frobenius � est associ�e

un endomorphisme de J qui op�ere sur ce groupe et que l�on peut repr�esenter par
une matrice carr�ee M���� d�ordre �g �a coe�cients entiers ��adiques� Alors P est le

polyn�ome caract�eristique de cette matrice�

Weil a ensuite essay�e d��etendre sa th�eorie �a des vari�et�es alg�ebriques X� de di�
mension quelconque d�e�nies sur un corps �ni k �a q �el�ements � en notant encore 
n
le nombre des points P de X� tels que k�P� soit contenu dans le corps km �a qm

�el�ements
 il d�e�nit la fonction z�eta de X� par les conditions Z��� � � et

t
d

dt
log Z�t� �

�X
m��


mt
m�

Pour des exemples simples
 il est facile de calculer les 
m et de d�eterminer explicite�
ment Z�t� # par exemple pour l�espace a�ne de dimension r on 
m � qmr donc

t
d

dt
log Z�t� �

qrt

�� qrt
et Z�t� �

�

� � qrt
�

De m�eme
 pour l�espace projectif de dimension r
 
m � � � qm � � � �� qmr donc

t
d

dt
logZ�t� �

t

�� t
�

qt

� � qt
� � � �� qrt

�� qrt
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ce qui donne

Z�t� �
�

��� t���� qt� � � � �� � qrt�
�

Le cas de la grassmannienne des sous�espaces de dimension r dans Pn est aussi
calcul�e par Weil � on a


m �
qm�n��� � �
qm � � � � � q

m�n��� � qmr

qm�r��� � qmr
� � � b�q

m � � � �� bdq
dm

o�u d � �n � r��r � �� est la dimension de la grassmannienne et les coe�cients bi
sont des entiers� Ainsi

t
d

dt
logZ�t� �

t

� � t
� b�

qt

�� qt
� � � �� bd

qdt

� � qdt

ce qui donne

Z�t� �
�

�� � t���� qt�b� � � � �� � qdt�bd
#

sur le corps des complexes
 la grassmannienne correspondante a pour nombre de
Betti bi en dimension �i�

Weil formule en�n ses conjectures g�en�erales �a la �n d�un article de ��	� consacr�e

au cas des hypersurfaces monomiales
 c�est��a�dire des vari�et�es d��equation

a�x
n�
� � a�x

n�
� � � � �� arx

nr
r � b

dans l�espace a�ne de dimension r � �� Il fait le d�ecompte des points au moyen

d�une m�ethode d�ej�a mise en -uvre par Hardy et Littlewood ������ dans leur �etude
du probl�eme de Waring et reprise par Hasse et Davenport ����
� �a propos de l��e�
quation axm � byn � czr � � # cette m�ethode utilise les sommes de Gauss bien
connues en th�eorie des nombres et elle permet d��etablir
 pour le nombre N des

points de l�hypersurface avec b � �
 l�in�egalit�e

jN � qrj �M�q � ��q r���

o�u M est une constante d�ependant seulement des exposants ni� Le calcul peut �etre

men�e �a terme avec b quelconque en supposant que tous les ni sont �egaux �a un m�eme
nombre n # Weil trouve que

Z�U� �
Pr���U�����

r

�� � U��� � qU� � � � �� � qr��U�

o�u Pr�� est un polyn�ome de degr�e M dont tous les z�eros sont de valeur absolue
q�

r��
� � Or une vari�et�e alg�ebrique complexe d�e�nie par une �equation du m�eme type

a des nombres de Betti Br�� � M et
 pour h � r � �� Bh � � ou � selon que h est
pair ou impair�
Ces r�esultats conduisent Weil �a formuler les conjectures suivantes �
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�� La fonction z�eta d�une vari�et�e alg�ebrique X� de dimension n sur k est ra�
tionnelle�

�� Elle satisfait une �equation fonctionnelle

Z

�
�

qnt

	
� �q n�� t�Z�t�

o�u � � �$ �$� joue le r�ole de la caract�eristique d�Euler�Poincar�e de X��

�� On a

Z�t� �
P��t�P��t� � � �P�n���t�
P��t�P��t� � � �P�n�t�

o�u P��t� � � � t
 P�n�t� � � � qnt et
 pour � � h � �n � �
 Ph�t� est un
polyn�ome dont les racines sont des entiers alg�ebriques de valeur absolue q�h���

	� En d�e�nissant le nombre de Betti Bh de X� en dimension h comme le degr�e
de Ph
 on a � �

P�n
h������hBh� De plus
 si X est une vari�et�e alg�ebrique sans

point multiple sur un corps de nombres alg�ebriques K
 les nombres de Betti
classiques de X co/+ncident pour presque tout id�eal premier p de K avec ceux

de la reduction Xp de X mod p�

A� Weil indique de plus un programme pour d�emontrer ces conjectures � il s�agit
de construire
 pour les vari�et�es alg�ebriques X �sans point multiple� sur un corps
�ni k
 une th�eorie cohomologique convenable # cette th�eorie doit faire correspondre
�a chaque X une suite d�espaces vectoriels H i�X� sur un corps K de caract�eristique

� et ceci d�une mani�ere fonctorielle et avec les propri�et�es suivantes �

��� Dualit�e de Poincar�e � si X est de dimension n
 hi�X� � � sauf pour � � i � �n

H�n�X� � K et on a un accouplement bilin�eaireH i�X��H�n�i�X�� H�n�X�
permettant d�identi�er H�n�i�X� au dual de H i�X��

��� Formule de K�unneth � H
�X� 
K H
�Y � � H
�X � Y ��

��� Classe d�un cycle � il y a un homomorphisme �X 
 fonctoriel et compatible avec

la multiplication
 du groupe C i�X� des classes de cycles �pour l��equivalence
num�erique� de codimension i dans H�i�X��

�	� Th�eor�eme de Lefschetz pour les sections hyperplanes�

Une telle th�eorie dispose d�une formule de Lefschetz qui permet de calculer le
nombre de points �xes d�une correspondance f � H��X �X� sous la forme

� f �$ ��
�nX
i��

����iTr�fi�

o�u fi est l�endomorphisme de H i�X� induit par f # cette formule est l�extension
 en
dimension quelconque
 de la formule de Hurwitz pour les courbes �pour lesquelles
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la jacobienne jouait d�ailleurs le r�ole de H��� En notant F la correspondance de
Frobenius
 on a


m �
�nX
i��

����iTrFm
i

d�o�u

t
d

dt
log Z�t� �

�nX
i��

����iX
m

Tr�Fm
i �t

m �
�nX
i��

����i��t d
dt
log d�et��� tFi�

et
 �nalement

Z�t� �
�nY
i��

d�et��� tFi�
����i��

ce qui donne la premi�ere conjecture �rationalit�e� # la dualit�e de Poincar�e donne l��equa�
tion fonctionnelle �conjecture �� et on d�eduit l�hypoth�ese de Riemann �conjecture ��
des th�eor�emes de Lefschetz sur les sections hyperplanes
 qui permettent de raisonner
par r�ecurrence sur la dimension�

Weil ���
	� a lui�m�eme d�emontr�e ses conjectures dans certains cas particuliers

autres que ceux d�ej�a indiqu�es
 comme les intersections de deux quadriques ou les
surfaces cubiques� La premi�ere d�emonstration de la conjecture � est due �a Dwork
���
�� # elle n�utilise pas de cohomologie mais une �evaluation directe des 
m �a l�aide
de sommes de Gauss gr�ace �a une technique de rel�evements p�adiques et des d�e�

veloppements d�analyse p�adique� La m�ethode de Dwork a re�cu par la suite une
interpr�etation cohomologique� Entre temps A� Grothendieck a pu construire une
th�eorie cohomologique r�epondant aux exigences de Weil et d�emontrer une partie des
conjectures # P� Deligne a �etabli les th�eor�emes de Lefschetz pour la cohomologie de

Grothendieck et il a termin�e la d�emonstration des conjectures�

Cette histoire est exemplaire des rapports entre l�arithm�etique
 l�alg�ebre et la
g�eom�etrie au vingti�eme si�ecle� Elle montre la f�econdit�e de la d�emarche qui consiste �a
transporter des id�ees et des m�ethodes du cadre qui les a suscit�ees dans un cadre di��e�

rent� Mais l�hypoth�ese de Riemann classique
 concernant la fonction z�eta du corps
des rationnels n�est toujours pas d�emontr�ee et il est peu probable qu�on l�atteigne
par le genre de m�ethode dont nous avons parl�e�
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