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Préface

La théorie des systemes dynamiques avait initialement pour objet 1’étude du
comportement qualitatif des trajectoires d’un champ de vecteurs sur une variété
(espace des phases en physique par exemple). On s’intéresse ensuite au flot au temps
1 de ce champ de vecteurs : c’est un difféomorphisme de la variété. On remplace 1’é-
tude des trajectoires par I’étude du comportement des itérés de ce difféomorphisme :
une discrétisation du temps en quelque sorte (voir [1] ou [3] par exemple). Un tel
difféomorphisme peut aussi apparaitre comme application de premier retour d’une
trajectoire au voisinage d’une trajectoire périodique.

Par extension, 1’étude du systeme dynamique associé a une application f d’un
espace dans lui-meme est celle du comportement de certaines parties de l'espace
sous 'effet des itérées fo fo---o f lorsque le nombre d’itérations tend vers I'infini.

Les textes présentés dans ce volume regroupent d’une part les conférences d’in-
troduction (Laudenbach, Fathi) données dans le cadre d’une préparation aux TIPE
a I’Ecole Polytechnique en février et a PENS-Lyon en mars 1996, et d’autre part
les conférences des journées de mai (Douady, Foulon, Queffélec). Les deux premiers
textes se veulent introductifs et tres élémentaires. Ils peuvent aussi servir d’intro-
duction aux textes des journées X-UPS 1994. Les suivants restent assez élémentaires
et peuvent aussi étre lus avant ceux des journées 1994.

Les conférences d’Adrien Douady ont été suivies de la projection d’un film!
intitulé “La dynamique du lapin” et qui est aussi un excellent outil d’introduction
aux systemes dynamiques.

Nous tenons a remercier la direction de 1’Ecole Polytechnique, et tout parti-
culierement la direction des Etudes, pour l'aide matérielle importante qu’elles ont
apportée a la préparation de ces journées et a la publication de ce volume.

Nicole Berline et Claude Sabbah

Lproduit par I’association EcoutezVoir, 4, square Vermenouze, 75005 Paris (tel. 47 07 25 23,
Fax. 47 07 85 57)
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X-UPS sur Internet

A partir des Journées 1991 (et sauf 1992), les volumes existent sous forme de
fichier postscript? et sont téléchargeables. Ce fichier est présenté sous deux formes : la
version pleine page et la version demi-page, cette derniere permettant d’économiser
du papier a 'impression. Ils sont disponibles sur Internet et sont accessibles par ftp.

e Acces par Internet :
http://math.polytechnique.fr

puis cliquer sur “Journées X-UPS” (vous pourrez trouver sur cette page d’autres
informations).

e Acces par ftp : ouvrir une session ftp sur math.polytechnique.fr (login = ftp,
mot de passe = votre adresse électronique), puis

cd pub/ups
et lire le fichier README (car les fichiers sont comprimés avec la procédure
(ngip”).
Pour obtenir par exemple le volume des journées 1991 :
get x-ups91.ps.gz
et la version demi-format de ce méme volume :
get x-ups9ldemi.ps.gz

qui est mal lisible a I’écran.

Rappel

Vous pouvez aussi obtenir la liste des volumes des Journées X-UPS disponibles
en écrivant a

Journées X-UPS
Secrétariat du centre de Mathématiques
Ecole Polytechnique
91128 Palaiseau

volumes que vous pouvez obtenir en envoyant a I’adresse ci-dessus 20FF en timbres
poste pour frais d’envoi par volume demandé (PAS DE CHEQUE NI D’ARGENT
LIQUIDE).

Nicole Berline et Claude Sabbah

2A D’heure actuelle certains dessins sont absents ou incomplets dans la version postscript; ceci
sera amélioré prochainement.
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Equations différentielles

FRANCOIS LAUDENBACH

1. Point de vue qualitatif

Avec son mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle, publié
entre 1881 et 1886, Henri Poincaré a ouvert la voie pour une approche des équa-
tions différentielles ol la priorité n’est plus donnée a la résolution mais a une étude
plus géométrique (ou topologique) des solutions, en particulier de leurs propriétés
asymptotiques.

1.1. Equation différentielle du premier ordre autonome

On se donne :
— un ouvert €2 de R",
— une application X :  — R" de classe C'.

Le R™ contenant la source est un espace affine (ensemble de points). Le R™ but
en est 'espace vectoriel sous-jacent. L’application X est un champ de vecteurs défini
sur Pouvert €. Le vecteur X () est souvent représenté par le bipoint (z,z + X (x)).

X(x)

Figure 1

L’équation différentielle associée s’écrit
&= X(x).
Une solution ~ est une application différentiable v : I — €2, définie sur un intervalle

I C R de la droite du temps, telle que

) = X((1).
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Remarques.

(1) Par la composition X oy, on voit d’abord que 7 est de classe C', puis que v
est C*1 lorsque X est C* (k=1,2,...,+00).

(2) Si v est une solution définie sur Iy et si ¢y € R, alors v1(t) = vo(t — to)
est une solution définie sur Iy = Iy + ty. Que la translation dans le temps envoie
I’ensemble des solutions en lui-méme manifeste le caractere autonome de I’équation
différentielle, ¢’est-a-dire que les vecteurs X (z) ne dépendent que de la position z
et pas du temps.

(3) La restriction d’une solution v : I — € & un sous-intervalle ouvert J donne
évidemment une solution y|.J : J — €.

Une solution mazimale est une solution qui n’est pas la restriction stricte d’une
autre solution ou encore qui n’admet aucun prolongement. On établit que toute
solution est “contenue” dans une solution maximale; cela résulte du lemme de Zorn,
si on tient a ce résultat avant d’avoir le théoreme d’unicité locale, celui-ci le donnant
a peu de frais. Une orbite est I'image d’une solution maximale.

Le portrait de phases est la figure formée par ’ensemble des orbites. Du point de
vue topologique, une orbite peut eétre

— un point d’équilibre (zéro du champ de vecteurs),

— une orbite périodique, image d’une solution maximale périodique de période
non nulle (dans ce cas l'orbite est homéomorphe a un cercle),

— l'image d’une solution maximale injective (ce qui n’implique pas que lorbite
soit homéomorphe a R ; elle peut etre récurrente, c’est-a-dire repasser une infinité
de fois arbitrairement pres de chacun de ses points, comme le fait une ligne partout
dense dans un tore, et, dans ce cas, un voisinage d’un point dans ’orbite n’est jamais
connexe pour la topologie induite).

Cette classification nécessite un argument qui est laissé au lecteur. Par ailleurs,
grace aux arguments de Baire, on peut établir qu'une orbite compacte, non réduite
a un point, est une orbite périodique.

THEOREME FONDAMENTAL (forme faible). — Les orbites forment une parti-
tion de Q. Chaque orbite non réduite a un point est une courbe lisse (sans point
double ni point de rebroussement).

1.2. Equation différentielle linéaire
On se donne A € End(R™) et on considere sur R” I’équation différentielle
T = Ax.

Les solutions maximales sont () = ez, t € R. L’allure du portrait de phases
ne dépend que du spectre, a quelques détails ou exceptions pres. La figure suivante
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rassemble la terminologie en vigueur pour le portrait de phases correspondant a un
couple (trace(A), déterminant(A)). La parabole correspond aux zéros du discrimi-
nant A de I’équation caractéristique de A.

dét
centre . a A =0
fover foyer |
at}‘éractif repu151f ‘
neeud ‘ I neeu
attractif repuﬁisﬁ’
- trace
selle 35
Figure 2

La figure suivante présente les portraits de phases pour chacun des points mar-
qués sur la verticale en pointillés : S, N, NI, F.

/ V-
7

selle N : noeud

NI : en général, noeud impropre F' : foyer ou miroir

Le spectre de A ne dépend pas de l'orientation du plan et donc ne détermine
pas le sens de rotation des spirales d’un foyer. Aussi peut-on avoir la figure miroir
de celle dessinée ci-dessus. La diagonalisabilité n’est pas non plus une propriété
spectrale; si la valeur propre est double, le neud impropre correspond au cas non
diagonalisable. Enfin il y a quelques cas particuliers :

— si trace(A)=0, le point d’équilibre est un centre; toutes les orbites, autres que
0, sont périodiques (ellipses);

—si A est scalaire, les orbites, autres que 0, sont les demi-droites ouvertes issues
de 'origine.
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Fait remarquable. — Les portaits de phases N, NI et F sont deux a deux
topologiquement conjugués : il existe un homéomorphisme de R? envoyant les or-
bites de I'un sur les orbites de l'autre.

1.3. Un exemple d’équation différentielle non linéaire provenant de
la mécanique

L’équation différentielle (du second ordre) du pendule sans frottement est
T = —sinuz;

ici toutes les constantes physiques sont égales a 1. En traitant la vitesse (angulaire)
comme une variable indépendante, on se ramene a une équation différentielle du
premier ordre dans R? :

T =y
) = —sinzx

Le plan des (x,y) est l'espace des phases (ou des états du systeme). La variable
x parcourt espace des configurations (ou des positions). Le champ de vecteurs
correspondant est noté (z,y).

|

\/

vzl
N —— | — _7X

xZ

i

Figure 3

2

Soit E(x,y) = % —cos z la fonction énergie. Comme (grad E(z,y), X (z,y)) =0
identiquement, la fonction F est une intégrale premiere du champ : les orbites sont
contenues dans les niveaux E = constante. En fait dans cet exemple chaque orbite
s'identifie & une composante connexe par arcs de l'ensemble { E(z, y) = const.} privé
des points d’équililibre.

Faisons-le par exemple pour 'arc a, composante de {E = +1} dans {y > 0}
ayant les points (—, 0) et (7, 0) dans son adhérence (voir plus loin, critere de complé-
tude). Comme « est d’adhérence compacte, une solution maximale contenue dans
a est définie pour tout temps de —oo a +00. Si elle ne tendait pas vers les points
d’équilibre pour ¢t — 400, la vitesse serait minorée en module et la longueur de «
serait infinie, ce qui est clairement faux puisque I'adhérence de « est le graphe d’une
fonction différentiable au-dessus d’un intervalle fermé borné.
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1.4. Autre exemple dans le plan

i = —y+az(l—2a?—y?)
g = z+y(l—a*—y?)

Figure 4

Pour a € R? hors du cercle unité, une solution maximale telle que v(0) = a est
définie sur un intervalle |t_, +o0[ avec t_ > —oo (durée de vie finie dans le passé).

Le théoreme de Poincaré-Bendixson énonce que, pour tout champ de vecteurs
X de classe C'! dans le plan ayant des zéros isolés, les orbites ont un comportement
asymptotique analogue a ceux rencontrés sur les figures précédentes. Précisément,
si v est une solution de & = X (x) (définie jusqu'a ¢t = +00), on définit son ensemble
w-limite comme ’ensemble des valeurs d’adhérence des suites (t,), t, — +o00. Le
théoreme énonce que si un tel ensemble est compact, non vide et qu’il ne contient
pas de zéros de X, alors il est formé d’une orbite périodique.

En revanche, a partir de la dimension 3, on a des phénomenes beaucoup plus
compliqués; les orbites périodiques d'un champ de vecteurs sont loin en général de
donner tous ses ensembles w-limites sans zéros. Par exemple il existe un champ de
vecteurs X dans R? avec les propriétés suivantes :

— X est tangent a un tore de révolution 7' = S* x S*.
— Pour tout a € T', 'orbite O, est partout dense dans 7'.

— Le champ X n’a ni zéros ni orbites périodiques dans le tore plein bordé par T’
(K. Kuperberg, 1993). Ce dernier résultat met un terme a de longues recherches sur
une question soulevée par H. Seifert en 1950 concernant la nécessité pour un champ
de vecteurs sur la sphere de dimension 3 d’avoir une orbite périodique.

— Méme propriété a lextérieur du tore plein (treés facile a obtenir).

1.5. Théorémes généraux

(1) THEOREME LOCAL. — Pour tout xy € Q, il existe € > 0 et r > 0 avec les
propriétés suivantes : — la boule fermée B(xy,T) est contenue dans 2 ;
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— pour tout x € B(xg,r) il existe une solution v : | — e, +e| — Q de condition
initiale v(0) =z ;

— pour tout €' €10, ¢], toute solution ' : | — &', +€'[ — Q de condition initiale x
est la restriction de 7.

Remarque. — Par translation dans le temps, mutatis mutandis, le temps ¢t = 0
de la condition initiale peut eétre remplacé par t = .

CONSEQUENCE. — Pour tout x € ), il existe une unique solution mazimale
vt (z),t ()] — Q de condition initiale x.

En effet, si 7, et v, sont deux solutions maximales de méme condition initiale
71(0) = 79(0) = x définies respectivement sur des intervalles I; et I, il y a un plus
grand intervalle J, 0 € J C I; N Iy, sur lequel v (¢) = 75(t). L’intervalle J est fermé
dans I; N I;. Par 'unicité locale, il est impossible que v, et v, different au-dela d’un
temps ty. Donc sup J = sup I; pour ¢ = 1 ou 2; autrement dit, une solution prolonge
I’autre. Mais comme les deux solutions sont maximales elles coincident dans le futur
de 0 (idem dans le passé).

Le flot. — On note t — ¢(x,t) la solution maximale de & = X (z) de condition
initiale z. Elle vérifie :
{ p(z,0) = 0

Wty = X(p(,1)

Considérer le flot, c’est envisager d’'un méme coup d’ceil toutes les solutions; en
particulier, pour autant qu’elle soit définie pour un certain ¢, ’application = +—
©(x,t) décrit la position au temps ¢ des domaines de 2 entrainés par la dynamique
du champ de vecteurs.

Le domaine de définition du flot est D C Q2 x R :

D= U {a}x]t-(2), to ().

TN

Le domaine D est un voisinage de chacun de ses points, donc un ouvert de 2 x R.
C’est vrai pour (z,0) d’apres le théoreme local puis pour (z, ) d’apres la remarque.

Loi du flot. — Sity, to, t1 + 1ty € Jt_(x),t4(2)[, on a

p(z,t1 +1t2) = @ (p(z,t1),t2) -

En effet o(x,t; +t) et @ (p(x,t1),t) sont solutions de I’équation différentielle et
coincident pour ¢t = 0.

(2) THEOREME DE REGULARITE. — Le flot est de classe C'.

La différentiabilité est difficile mais la continuité résulte de techniques assez élé-
mentaires de majoration a priori (lemme de Gronwall).
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Le champ de vecteurs X est dit complet si le flot est défini pour tout temps :
D =Q x R. Soit t € R fixé; on pose ¢i(z) = ¢(x,t). Alors :

1. ¢ est un difféomorphisme de

e bijectif car ¢_; o o, = ¢, 0 p_; = Idg,
e différentiable comme 1'est le flot,

e d’inverse différentiable car ¢_; est différentiable.

2. t — ; est un homomorphisme de groupes R — Diff((2).

CRITERE DE COMPLETUDE. —  Si lorbite Op = Uil (2),44.(a) £(2, 1) est d’ad-
hérence compacte, alors |t_(x),t(z)[= R ; autrement dit, la durée de vie de ’orbite
est infinie dans le futur comme dans le passé.

Démonstration. — Supposons t,(x) < +oo. Par 'hypothese de compacité il
existe une suite ¢, — t,(x) telle que la suite z,, = ¢(x, t,) converge; soit a = lim x,.
On sait que D contient un voisinage Vx| — ¢, +¢[ de (a,0). Pour n assez grand,
zn, € Vet ty(x) —t, < e. Les formules

t o=z, )t €lt_(x), 4 ()]
t — prp,t—t,) sit€|ty—e,t,+¢f

donnent deux solutions coincidant pour ¢ = ¢,. Donc elles se laissent réunir pour
donner une solution de condition initiale z définie sur |t_(z),t, + [. C’est une
contradiction puisque ¢, +¢& > ¢, (x). O

1.6. Conjugaison topologique d’un foyer et d’un nceud

Soit & = Az ou A est une matrice de similitude dilatante; le flot est ¢(x,t) =
ez, Soit § = By ol B est une matrice diagonale & valeurs propres positives; soit
¥(y,t) = eBly. On prouve ci-dessous qu’il existe un homéomorphisme h conjuguant
les deuz flots : pour tout x € R™ et tout t € R,

b(h(x),t) = h(d(z,1)).

Pour tout x # 0, il existe un unique temps 6(z) tel que ¢(z, §(z)) appartienne
au cercle unité S'. En effet un calcul simple donne :

) ) .
1o OIF >0, e, )l == 0 et [, Ol =, +00;

la premiere inégalité traduit le fait géométrique que le champ de vecteurs, géné-
rateur infinitésimal du flot ¢, n’est jamais tangent aux cercles centrés a l'origine.
Par le théoreme des valeurs intermédiaires, #(z) existe et est unique. Le théoreme
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des fonctions implicites, appliqué a Déquation ||¢(z, )|
C*>. Sur R?\ 0 la conjugaison cherchée est donnée par

h(z) = v(o(x,0(x)), —0(z)).

Quand ||z]| — 0, é(z) tend vers +o0 et donc h(z) tend vers 0, parce qu'il appartient
a (S, —0(z)). Ainsi h se prolonge en un homéomorphisme de R?, différentiable
partout sauf en 0, en posant h(0) = 0. Par construction cet homéomorphisme con-
jugue les deux flots et donc les portraits de phases.

— 1 = 0, donne que 6 est

En revanche, h n’est en général pas différentiable a l'origine. S’il ’est, par dé-
rivation d’application composée, on a

Dh(0) - A= B - Dh(0)

Comme les spectres de A et de B sont disjoints, cette relation implique Dh(0) = 0.
Donc meme si h est différentiable a ’origine, son inverse ne ’est pas.

La conjugaison topologique entre un foyer et un nceud impropre sera abordée
dans la partie suivante.

2. Stabilité des équilibres

Les champs de vecteurs gradients donnent un bon exemple ou la dynamique est
completement comprise, d’ailleurs tres simple : les ensembles limites sont les points
d’équilibre. Pour un tel champ, la stabilité des points d’équilibre consiste seulement
a savoir si un point critique de fonction est un minimum local ou non. La discussion
de la stabilité des points d’équilibre pour les champs de vecteurs qui ne sont pas des
gradients releve d’idées similaires. L’exposé se terminera par un bref apercu sur la
stabilité des orbites périodiques; on se demandera par exemple a quelle condition
une orbite périodique est un attracteur, question qui fera entrer dans le monde des
dynamiques discretes.

2.1. Dynamique de gradient

Soit f : R® — R une fonction de classe C%. On suppose que les sous-niveaux
de f sont compacts. (Par définition, le sous-niveau de la valeur ¢ € R est F(c) =
f7Y] = o0, c])). Soit X = —grad f (le signe — est I'usage des topologues); c’est un
champ de classe C'. Soit ¢ son flot. On a

%(f o ¢(x,1)) = —|lgrad f(¢(x, 1))

qui est strictement négatif sauf si x est un point critique de f, c’est-a-dire un point
ou gradf(z) = 0. Pour x fixé, la demi-orbite des temps > 0 est contenue dans le
compact E(f(x)). Donc ¢(x,t) est défini pour tout ¢ > 0 en vertu du critere de
complétude donné précédemment.

THEOREME. — On suppose que [ n’a qu’un nombre fini de points critiques
dans toute partie compacte. Alors ¢(x,t) tend vers un point critique pour t — +o00.
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Démonstration.

(1) On établit d’abord le fait suivant :

si t, — 400 et si x, = d(x,t,) — a, alors grad f(a) = 0.

En effet la suite f(z,) tend en décroissant vers f(a). Comme t — f(¢(z,t)) est
monotone décroissante, on a f(¢(z,t)) > f(a) pour tout ¢ > 0.

Par ailleurs, si a n’est pas un point critique, f(¢(a,1)) < f(a). Par continuité

du flot, f(¢(zn, 1)) — f(é(a,1)) < f(a). Mais par la loi du flot, f(¢(z,,1)) =
f(é(z,t, + 1)) > f(a). Contradiction.

(2) Si (¢(x,t))t>0 a deux valeurs d’adhérence ag et ay, on a la figure suivante :

Figure 5

Soit S une petite sphere centrée en ay évitant tous les points critiques. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & ¢t — ||@(z, t) — ag||*, on voit que 1'or-
bite O, coupe S une infinité de fois. Comme S est compact, S contient une valeur
d’adhérence de O, c’est-a-dire un point critique en vertu du point (1). Contradic-
tion. O

Les minimums locaux sont des points d’équilibre asymptotiquement stables. Les
points critiques qui ne sont pas des minimums locaux sont wnstables. Ces concepts
sont expliqués ci-dessous.

DEFINITION. —  Soit X un champ de vecteurs C' et soit ¢ son flot. Un point
d’équilibre est stable si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

le—all <6 = ll¢(x,t) —all <&

pour tout t > 0 (en particulier t, (x) = +00). Le point d’équilibre est asymptotique-

ment stable, s’il est stable et si, pour tout x assez proche de a, ¢(x,t) el
— 100

Exemple. — Pour le pendule sans frottement, le point (x = 0,y = 0) est
un point d’équilibre stable et non asymptotiquement stable. Les orbites des points
voisins de 'origine sont des courbes fermées dont le diametre tend vers 0 quand le
niveau d’énergie correspondant tend vers le minimum absolu.
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CRITERE DE LiapounNov. — Soit L : V — R une fonction continue, définie
sur un voisinage V de a et admettant a pour minimum local strict. On suppose
que, pour tout x # a, t — Lo ¢(x,t) est strictement décroissante (sur l'intervalle
contenant 0 ot elle est définie). Alors a est un point d’équilibre asymptotiquement
stable.

La démonstration est en tout point analogue a celle donnée pour les dynamiques
de gradient et n’est pas reproduite ici. Une fonction de Liapounov est une fonction
qui satisfait aux hypotheses de ce critere.

Exemple. — Le pendule avec frottement, dont le mouvement est régi par 1’é-
quation différentielle :

¥=—sinx—ki (k>0),

qui équivaut au systeme du premier ordre

r =Y
y = —sinx — ky.

2
La fonction énergie F(z,y) = % — cos z est une fonction de Liapounov; en effet

(grad B, X) = —ky* <0

et, hors des points d’équilibre, aucune solution de I’équation différentielle n’est con-
tenue dans un niveau constant de E. D’apres le critere, 1'origine est un point d’é-
quilibre asymptotiquement stable.

Figure 6 : 0 < k < 2
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2.2. Critere spectral pour la stabilité asymptotique

On suppose que 0 € R” est un point d’équilibre. Par un développement limité a
I'ordre 1 au voisinage de 0, on peut écrire

X(z) = Az + Xy ()

avee X (z) = (/OI[DX(tx) ~ Adt) 2 = of ).

THEOREME. — 57 les valeurs propres de A sont de parties réelles < 0, l'origine
est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Démonstration (d’aprés Pontryagin). — Dans le cas d’un champ linéaire (X, (z)
= 0), les solutions sont x(t) = e!xq. Grace a la réduction de Jordan de A sur C on
établit que, si les valeurs propres sont majorées par —a < 0, il vient

||| < const.e (%)

Donc, pour t — 400, on a ||x(t)|| — 0, ce qui donne le résultat dans le cas linéaire.

Par ailleurs, il existe une fonction de Liapounov naturelle pour le champ Xo(z) =
Az, a savoir :

+o0
L(z) = / et |2 dt.
0

Cette intégrale est convergente d’apres (). La fonction L est une forme quadratique
définie positive. Enfin,

+00
(grad L(z), Xo(z)) = 2 / (e, et Ax) dt
0
+oo (
el /0 E (“etA.'L'“Q) dt
= ||,

est < 0 si x # 0, ce qui prouve que L est une fonction de Liapounov pour Xg. La
méme fonction est une fonction de Liapounov pour X au voisinage de l’origine. En
effet
T A, A
(grad L(z), X1(z)) = 2 / (e, etA X, (2)) di
0

= of[|=[*).

Donc (grad L(z), X (z)) = —||z[|* + o(||z||*) est strictement négatif pour z voisin de
0 distinct de 0.
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Remarque. — En considérant une telle fonction de Liapounov on peut con-
struire une conjugaison topologique entre un nceud impropre et un nceud propre.

Précisément soit X et Y deux champs de vecteurs linéaires dont les portraits de
phases sont respectivement un nceud impropre et un nceud propre. Quitte a changer
I’'un ou 'autre de ces champs en son opposé, on peut supposer que 1’origine est stable
pour les deux. Soit ¢ et 1 les flots respectifs. Soit alors L la fonction donnée par

L) = [ ot o) i

Il existe une unique fonction # : R?\ {0} — R telle que ¢(x,0(x)) € L~(1) et cette
fonction est différentiable par les mémes arguments que dans I'exposé précédent.
On choisit un difféomorphisme ho : L='(1) — S* entre L'ellipse L'(1) et le cercle
unité. La conjugaison cherchée est donnée sur R* \ {0} par la formule suivante :

W) = v]ho(6(,0(x))), ~0(x)]

Elle s’étend continiiment a tout le plan en posant h(0) = 0.

2.3. Points d’équilibre instables sur deux exemples

(a) Pendule sans frottement. — Pour connaitre le portrait de phases au voisi-
nage du point d’équilibre (7, 0), il suffit d’y tracer les courbes d’énergie constante.
La fonction énergie E admet (7,0) comme point critique et en ce point la forme
quadratique D?E(7,0) est non dégénérée de signature (—,+). Le lemme de Morse
assure qu’il existe un difféfomorphisme g : V- — W, ou V et W sont des voisinages
respectivement de (m,0) et de (0,0) dans le plan, tel que :

g(m,0) = (0,0)
10
E(x,y) = qog(z,y), Ve,yeV
2y
‘ —1-— 4L
ou Q(x7y) 2 + 2
(b) Pendule avec frottement. — Au voisinage de (7, 0) on peut écrire un dé-

veloppement limité du champ de vecteurs :
T—T 0 1
Xapy=a( T, role -l a=(] L)

Le champ de vecteurs Xy(z,y) = A jj ) est le champ de vecteurs dit linéarisé

du champ X au point d’équilibre. Le point d’équilibre (7,0) est hyperbolique, ce
qui signifie que toutes les valeurs propres de A sont de parties réelles non nulles; ici
I'une est réelle positive et I'autre réelle négative. L’hypothese d’hyperbolicité permet
d’appliquer les deux théoremes suivants :
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‘ Yy
\ /J o (mWe) \\//’x
AN~ 2\

lignes E/ = const. lignes ¢ = const.

Figure 7

(1) Le théoréme de la variété stable. — Enoncé en dimension 2 avec deux valeurs
propres réelles de signes opposés, il affirme I’existence de 4 séparatrices formant deux
courbes lisses tangentes au champ X et aux directions propres de A au point d’é-
quilibre. Le théoreme général est di a Hartman, mais on trouve un traitement du
cas particulier de la dimension 2 dans le livre de Pontryagin.

(2) Le théoréeme de Hartman—Grobman. — Le portrait de phases au voisinage
du point d’équilibre est topologiquement conjugué au portrait de phases du champ
de vecteurs linéarisé X,. En fait il existe un homéomorphisme d’un voisinage du
point (7,0) sur un voisinage de (0,0) conjuguant les flots locaux de X et de Xj.

Y ‘?J

—_————— —
(théoreme de Hartman)

Figure 8

La question de la conjugaison différentiable met en jeu des conditions de non-
résonance entre les valeurs propres du linéarisé (théoreme de S. Sternberg); en un
certain sens cette question est au-dela de I’étude qualitative des équations diffé-
rentielles.

2.4. Orbites périodiques attractantes

Il s’agit de reconnaitre quand une orbite périodique est asymptotiquement stable
au sens de Liapounov. On se donne un champ de vecteurs X sur un domaine de R™.
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On suppose que l'orbite O, du point a est périodique de période T'. Soit ¢ le flot de
X. La question est de savoir sous quelle condition on peut trouver un voisinage V'
de O, tel que, pour tout = € V, la distance de ¢(x,t) a O, tend vers 0 quand ¢ tend
vers +00. On introduit pour cela ’application de Poincaré dite de premier retour.

L’application de Poincaré. — Soit H un hyperplan affine passant par a et trans-

verse a X (a), ce qui signifie que X (a) dirige un supplémentaire de 1’espace vectoriel
H
H sous-jacent a H.

PROPOSITION. — ] existe un voisinage ouvert V de a dans H et une fonction
Cl, 0:V — R, telle que ¢(x,0(x)) € H, pour tout x € V, et que 6(a) =T.

Figure 9

Partant d’un point de H proche de a la solution recoupe H au bout d’un temps
voisin de T'. L’application z € V' +— ¢(x, §(x)) est notée P et est appelée Papplication
de Poincaré de premier retour sur la transversale H.

Démonstration.

(1) On commence par trouver un ouvert W de H, voisinage de a, et £ > 0 tels que
Y= ¢|Wx] — ¢, 4+¢[ — R soit un difféomorphisme sur un ouvert de R". Cela est
donné par le théoreme d’inversion locale. Il s’applique car la différentielle Di(a,0)

— 0
induit l'identité sur H et vérifie a—zf(a, 0) = X(a). L’hypothese de transversalité
assure que Di(a,0) est surjective, donc inversible.

(2) Soit U I'image de v. Par continuité de x — ¢(z,T) on trouve un voisinage
ouvert V' de a dans W tel que x € V implique ¢(x,T) € U. Donc

¢(z,T) = ¢(y,7)

pour un couple y € W, 7 €] — ¢, +¢[. Comme 9 est un difféomorphisme, x +— 7 est
C'. Prenons alors §(z) = T — 7(x). Par la loi du flot, il vient y = ¢(z,6(z)). O
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La différentielle de P en a est reliée a la différentielle en a de  — ¢r(z) = ¢(x, T)
de la fagon suivante. Dans une base de R" dont les premiers vecteurs appartiennent

a H et dont le dernier est X (a), la matrice jacobienne D¢r(a) prend la forme
0
D¢T(a) — DP(CL)

X X 1

ou DP(a) désigne la matrice jacobienne en a de 'application de Poincaré P.

Par ailleurs, D¢ (a) est la solution au temps T de 1’équation différentielle liné-
aire (non autonome, c.-a-d. dépendant du temps) dans I’espace des matrices réelles
nxn

M = DX (¢(a,t))o M

de condition initiale M (0) =Id. Ici o désigne le produit matriciel et DX (-) désigne
lg )glifférentielle de X au point indiqué, c’est-a-dire la matrice des dérivées partielles
7
0z
En général, on ne sait pas résoudre explicitement cette équation différentielle.
On a seulement le théoreme de la divergence (théoreme de Liouville) :
dét Dor(a) est la solution au temps T de l’équation différentielle linéaire dans
R, dépendant du temps,

(+) ou Xy,..., X, sont les composantes de X.

j = divX(e(a,t))y

de condition initiale y(0) = 1. Donc :
det Dop(a) = elo WX (9(an)dt

Par exemple si n = 2 et si la divergence du champ X est strictement négative le
long de 'orbite O,, on déduit que DP(a) (qui est un nombre réel, strictement positif
parce que Dor(a) € Gl (n)) est < 1. L’orbite périodique est alors attractante; c¢’est
ce qui se passe dans 'exposé I (“autre exemple dans le plan”).

THEOREME DE STABILITE. — Si le spectre de DP(a) est contenu dans l'inté-
rieur du disque unité, alors il existe un voisinage V de a dans la transversale H avec
les propriétés suivantes :

1. P(V) est contenu dans V', ainsi P* = P o---o P est défini sur V' pour tout
n > 0.

2. Six eV, P'(x) — a pour n — +o0o et la distance ¢(x,t) a O, tend vers 0
quand t tend vers +00.

Cet énoncé est une version discrete du critere de Liapounov sur la stabilité des
équilibres. On notera qu’il y a une exponentielle entre la condition spectrale de
Liapounov et la condition ci-dessus. Cela n’a rien d’étonnant car, si a est un point
d’équilibre, on a :

Dor(a) = eTPX@),
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Sytemes dynamiques discrets

ALBERT FATHI

1. Quelques généralités et quelques exemples

Dans ce chapitre nous allons introduire la notion de systeme dynamique et ex-
pliquer 'objet de la théorie sur quelques exemples afin d’illustrer quelques uns des
concepts.

1.1. Définitions

DEFINITION 1.1.1. —  Un sytéme dynamique discret est une application con-
tinue f: X — X de l’espace topologique X dans lui-meéme.

Le fait que f envoie X dans lui-méme permet de considérer les itérées f*, n € N,
ol
fr=fo-of.
—_—

n  fois

On peut alors définir les trajectoires ou orbites d’un point :

DEFINITION 1.1.2 (Orbite d’un point). — Si f : X — X est un systéme dy-
namique, ['orbite positive de x par f est

OL(x) = {f"(x)|n € N}.

Si f est bijective, on définit U'orbite de x par Of(x) = {f™(z)|n € Z} ainsi que
Vorbite négative O (x) = {f "(z) |n € N}.

L’objet de la théorie des systemes dynamiques est ’étude du comportement des
orbites et de la fagon dont elles varient avec le point initial.

Pour étudier la suite O (), on fait ce que on fait d’habitude avec une suite,
c’est-a-dire que ’on regarde ses points d’accumulation.

Si il existe n > 1 tel que f™(z) = x, on dit que = est périodique, la période d’un
point périodique z est le plus petit entier n > 1 tel que f™(x) = z.

On note wy(x) 'ensemble des points d’accumulation de la suite f"(z),n € N. Si
r € wy(x), on dit que z est récurrent. Si wy(x) = X, on dit que z est d’orbite dense.
Si tout point de X est d’orbite dense, on dit que que f est minimal.

La meilleure facon de comprendre les notions est de les tester sur des exemples.

17
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1.2. Les rotations sur le cercle
Commencons par un des exemples les plus connus, les rotations.

ProPOSITION 1.2.1. — Soit S le cercle unité dans C. St a € S, on définit
R, :S — S par R,(z) = az. Si arg(a) € 21Q, toutes les orbites de R, sont
périodiques de méme période. Si arg(a) ¢ 2w Q, alors R, est minimal.

Démonstration. — On a R = R,» d’ou le résultat dans le cas ou arg(a) € Q.

Dans le cas ou arg(a) ¢ 27Q, posons [ = arg(a)/2n ¢ Q. Le sous-groupe
additif de R engendré par 1 et § est dense dans R. Soit alors 2 € Set x € R tel
que z = *™. On peut trouver des suites d’entiers (n;);en et (p;)jen, tels que z =
lim; o 18 + pj donc z = lim; o 2 %8P = lim; @™ = lim; ., Ra’(1). Par
conséquent 'orbite de 1 est dense. Or pour tout z € S, on a R} (2) = o™z = zR(1),
ce qui montre la densité des autres orbites. O

L’exemple des rotations nous donne des systemes ou le comportement d’une
orbite est essentiellement le meéme quelque soit le point dont on part.

Une autre propriété de ce systeme, due au fait que les rotations sont des isomé-
tries, est que deux points proches restent proches pour tous les itérés. Une telle
propriété est évidemment idéale pour les modélisations de systemes physiques ou
biologiques, car on ne connait dans ce cas la condition initiale qu’a I’erreur de sa
mesure prés et le fait que cette erreur n’explose pas par itération permet donc de
faire des prédictions a long terme. Malheureusement, il résulte de la théorie des
systemes dynamiques qu’en général les systemes n’ont pas ce genre de propriété.

1.3. Les décalages de Bernoulli

Soit p un entier > 1. On considere 1’espace :

¥ N
¥, ={1L,...,p}".

On notera un point de ¥ par x. Un tel point @ est la donnée d'une suite (7,)nen
avec z, € {1,...,p} pour tout n € N. z,, est appelé la n ¢ coordonnée de .

On munit E;; la topologie produit. Cette topologie est définie par la métrique

d((xn)neNa (yn)nEN) = Z M

n
neN 2

Si d((n)nens Un)nen) < 6, alors x; = y; pour tout i € N tel que 27° > 4. Si
x; = y; pour tout 7 avec 0 < i < q alors d((Zn)nens (Un)nen) < p277. Donc, on peut
rendre deux suites de E;j proches en rendant un grand nombre de leurs premieres
coordonnées égales.

Le décalage de Bernoulli o} : ¥ — ¥ est défini par :

U;r[(%)neN] = (Yn)neNs O Yn = Tnq1.
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PROPOSITION 1.3.1. —  Les points périodiques de o, sont denses dans .
Il 'y a un point de X} dont lorbite (positive) par o est dense dans L. On a la
sensibilité par rapport aux conditions initiales. Plus précisément si @ # y, alors

sup,en d((0,)" (@), (0,)"(y)) = 1.

Démonstration. — Remarquons qu’'un point ¥y = (¥, )nen €st périodique pour
o, si la suite (y,)nen est périodique. Pour approcher x= (,,)nen pPar un point pé-
riodique, il suffit de tronquer la suite (x,),en assez loin et de la rendre périodique.

Un point @ = (z,)nen est d’orbite dense si toute suite finie d’éléments de
{1,...,p} apparait comme sous-suite de (2, ),en- Comme I’ensemble des suites finies
a valeurs dans {1,...,p} est dénombrable, il n’est pas difficile en mettant ’ensemble

de toutes ces suites finies bout a bout de fabriquer un point d’orbite dense.

Six = (Tpnenw #F Y = (Yn)nen, il existe un n avec x, # y,. Il en résulte
que les coordonnées d’ordre 0 de (o,)"(z) et (0, )"(y) different, par conséquent

d((o;)"(@), (0" (y)) = 1. D ’

Nous ne donnons pas ici de définition formelle de la sensibilité aux conditions
initiales. Nous la prenons au sens intuitif : les prédictions précises de comportement
a long terme des orbites ne peuvent se faire qu’en connaissant la condition initiale
avec une précision de plus en plus grande. Par exemple, si f : X — X satisfait a la
propriété suivante :

Jeo, Vo, 2’ € X, x # o' = sup,n d(f"(2), fM(2') > €0, ()

alors, il est clair que f est sensible aux conditions initiales. La propriété (&) est
appelée expansivité. Dans le cas ou f est un homéomorphisme, si on veut obtenir
des exemples avec X mnon fini, il faut remplacer, dans la condition (&), le sup sur N
par un sup sur Z.

On peut aussi considérer ¥, = {1,...,p}% muni de la topologie produit. Le
décalage o), : ¥, — X, est aussi défini par :

Up[(ﬂfn)nez] = (yn)nEZa ou Yy, = Tn41-

A la différence de a;“ , 'application o, est inversible. On peut voir de la méme maniere
que les points périodiques de o, sont denses dans >, et qu’il y a un point d’orbite
dense. De meme o, est sensible aux conditions initiales.

Smale a montré que, sous des conditions assez générales, il y a une copie d’un dé-
calage de Bernoulli dans pratiquement tous les systemes dynamiques sur un espace
de dimension supérieure ou égale a 2. Ce qui montre qu’en général un systeme est
sensible aux conditions initiales.
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1.4. Un exemple de semi-conjugaison

Considérons le systeme dynamique m, : S — S,z — 2P, ou p est une entier > 2.
Nous allons voir que m, a une dynamique trés riche. En fait m, est “pratiquement”

une version du systeme dynamique 0';_ .

Définissons 0, : ¥ — [0, 1] par :

T, — 1
n+1

ep[(xn)nEN] = Z

neN p

c’est-a~dire que l'on fait correspondre a (z,),en le réel dont le développement en

base p est 0, z(z) ... 2], ... avec x, =z, —1 € {0,...,p—1}. On voit donc que 6§, est

surjective. Il n’est pas difficile de montrer qu’elle est continue et méme lipschitzienne :

Ty —1 oy, —1 70 —ynl _ d(z,y)
|9p($) - ep(y)| < Z | ;n.;_l - ;n—l—l | < Z ;n—l—l - = '
neEN neN

Il est clair sur la formule que 6(o (x)) est la partie fractionnaire de pf(x). Si on
définit alors 1, : ¥f — S par :
wp(m) — 62i7r0(w),

on en déduit que 'on a ¢,00, (x) = m,ot,(x), ce qui s’exprime par la commutativité
du diagramme :

ot
P oy
+
iy iy
Vp (2"
my

ce qui nous amene a la définition :

DEFINITION 1.4.1 (Semi-conjugaison topologique). — Si h : X — X et f :
Y — Y sont des applications continues des espaces topologiques X et'Y. On dit que
lapplication continue surjective ¥ : X — Y est une semi-conjugaison topologique
entre f et h si fo1 =1oh, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :

h
X — X
q K
Y L Y

Par récurrence sur n, on voit que l'on a f™ o1 = ¢ o h". Il en résulte qu’une
telle semi-conjugaison topologique envoie les orbites de h sur les orbites de f. En
particulier, elle envoie les orbites périodiques de h sur des orbites périodiques de f.
Comme v est continue et surjective, elle envoie un point d’orbite dense sur un point
d’orbite dense. En appliquant ces remarques a v, on obtient la proposition :
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PROPOSITION 1.4.2. —  Les points périodiques de m,,p > 2, sont denses dans
S. Il y a un point de S dont Uorbite (positive) par m, est dense dans S.

Montrons que ’on a la sensiblité aux conditions initiales pour my,,p > 2.

PROPOSITION 1.4.3. — Le systeme dynamique m, : S — S, p > 2 est expansif,
donc sensible aux conditions initiales.

Démonstration. — Nous avons besoin d’un inverse local de ’exponentielle. Dé-

finissons exp : C — C par :
exp (2) = ™.

On a éxp (2) = exp (#) si et seulement si z — 2’ € Z et xp ' (S) = R; de plus, c’est
un difféomorphisme local. Choisissons alors § €]0, 1], assez petit pour que l'inverse
Kk de exp soit défini sur B(1,6) = {z|z € C, |z — 1|}. On choisit la détermination
avec k(1) = 0. On a (SN B(1,6)) =] — ap, ap[. Fixons alors p > 1 et choisissons
op < 0 tel que z € Snet |zn— 1| < 6, implique |pr(z)| < ag. Supposons alors que
21,29 € S vérifient |z} — 25 | < 6, pour tout n € N. En posant z = 21 /25, on trouve
|2P" — 1| < 6, pour tout n € N. En posant z,, = x(z*"), on a pl|z,| < ay, de plus
exp (px,) = (exp (x,,))? = exp (,41). Donc px,, = x,41 car |px,| et |x,41| sont tous
les deux < ag. On voit alors par récurrence que |zo| = p~"|z,| < p ™ pour tout
n € N donc zyp = 0 et z = 1; par conséquent z; = 29. O

1.5. Remords final : Les applications linéaires

Les applications linéaires sont certainement, en dimension finie, les applications
que l'on comprend le mieux au niveau des classes préparatoires (du moins, c’est ce
que nous espérons tous!). Il serait évidemment intéressant de voir ce que donnent,
dans ce cas, les notions introduites.

Soit A : E — FE une application linéaire du K espace vectoriel E, avec K = R ou
C. Les points périodiques de période divisant n sont 0 ainsi que les vecteurs propres
de A™ associées a la valeur propre 1.

Qu’en est-il des points d’orbite dense ? Pour cela, il faut avoir une topologie sur
E. Donc on suppose maintenant que F est une espace vectoriel topologique et que
A est continue. Pour rester dans le cadre des programmes, supposons par exemple
E normé. On a alors la proposition suivante :

ProrosiTiON 1.5.1. — Soit f : E — E une application K-linéaire du K-
espace normé E, avec K = R ou C. Notons E¢ le C-espace vectoriel formé des
applications K-linéaires continues de E dans C. St f a une orbite dense dans F,
alors Uapplication transposée f* : E¢ — Eg, @ — @ o f n’a pas de valeur propre.
Par conséquent E est nécessairement de dimension infinie.
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Démonstration. — Un vecteur propre non nul de f* associé a la valeur propre
A est une application continue K-linéaire non-nulle ¢ : F — C, telle que Vz €
E,po f(x) = Ap(x). Si xy € E a une orbite dense dans E, il s’ensuit par continuité
de ¢ que {po f*(xy) | n € N} = {A\"p(zp) | n € N} est dense dans le K-espace
vectoriel non-nul ¢(E) C C. Il n’est pas difficile de voir que ceci n’est pas possible
(par exemple en remarquant que lensemble des valeurs de la suite |[A"@(xg)| est
discret dans [0, 00]). O

Cette proposition montre qu’il n’y a pas d’application linéaire d’un espace vec-
toriel de dimension finie dans lui-méme ayant une orbite dense. On peut aussi dé-
montrer ce fait en utilisant une décomposition en blocs de Jordan et en analysant
le comportement des orbites pour chaque bloc.

En dimension infinie, Rolewicz a montré dans les années 60 qu’il y a des appli-
cations linéaires qui ont des orbites denses. Le théoreme suivant peut étre laissé en
exercice afin d’animer la discussion pendant votre repas :

THEOREME 1.5.2 (Théoreme de Rolewicz). —  Considérons l’espace de Hilbert
de suites 02 = {(an)nez | Sneg lan|? < +o0}. Soit X €]0,1[, définissons l'opérateur
linéaire continu T : 0> — 0% par T[(an)nen] = (bp)nen 0U :

b o— Ay, 1, stn >0
" Mlanoi, sin <O.

Alors T a une orbite dense dans (2.

En fait, il y a un exemple plus naturel en dimension infinie et que vous connaissez
trés bien. Notons C*([0, 1], R) l'espace des fonctions indéfiniment dérivables. On
munit C*([0, 1], R) de la topologie de convergence uniforme de toutes les dérivées.
Ce n’est pas un espace normé, mais c’est quand méme un espace vectoriel topologique
et méme ce que 'on appelle un espace de Fréchet.

PROPOSITION 1.5.3. — La dérivation C*([0,1],R) — C>([0,1,R),p — ¢’
est une application linéaire continue ayant une orbite dense.

Cette proposition vous est laissée en exercice afin d’égayer le reste de votre
week-end. Il faudra évidemment utiliser le théoreme de Weierstrass de densité des
polynomes dans I’espace des fonctions indéfiniment dérivables. L’inverse a droite de
la dérivation B : C*([0,1],R) — C*([0,1],R) donné par intégration B(y)(x) =
Jo @(t) dt est aussi utile.

2. Systeémes dynamiques discrets : stabilité structurelle

Le but de ce chapitre est I'introduction de la notion de stabilité structurelle et
I’étude d’un exemple simple ou elle intervient.
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2.1. Conjugaison topologique et stabilité structurelle

DEFINITION 2.1.1 (Conjugaison topologique). — Sih: X — X et f:Y =Y
sont des applications continues des espaces topologiques X et Y. Une conjugaison
topologique entre f et h est semi-conjugaison topologique 0 : X — 'Y ou 0 est un
homéomorphisme de X surY .

Il est clair que I'on tient la la notion raisonnable d’isomorphisme pour les syste-
mes dynamiques.

2.1.2. Exemple. —  Considérons ’homothétie hy : R — R, ou A €]0,1].
Montrons que deux telles applications sont topologiquement conjuguées. En effet,
si A1 et Ay appartiennent a ]0,1[, alors, il existe & > 0 avec A} = \y. Définissons
I'homéomorphisme 0 : R — R par 0(z) = 2%, si x > 0 et O(x) = —|z|*, si 2 < 0.
On vérifie que hy, 00 =0 o hy,.

A titre d’exercice instructif, on pourra montrer que deux homéomorphismes de
I'intervalle [0, 1] sur lui-méme n’ayant que 0 et 1 comme points fixes sont toujours
topologiquement conjugués.

Si on repense au probleme de modélisation de systemes physiques ou biologiques,
méme quand on est arrivé a la loi qui gouverne le phénomene, en général, cette loi
va nous donner un systeme dynamique f : X — X qui n’est pas completement
connu car la forme exacte va dépendre de la mesure de certaines constantes qui
interviennent dans f. Par conséquent, une situation idéale est celle ou une petite
erreur sur f redonne une systeme topologiquement conjugué. Ceci nous mene a une
définition de la stabilité structurelle. Afin de pouvoir la donner simplement, nous
allons ne considérer que des systemes dynamiques définis sur une partie d’un espace
normeé.

DEFINITION 2.1.3 (Stabilité structurelle). —  Suppossons que X soit une par-
tie de l’espace normé E. Un systeme dynamique f : X — X est structurelle-
ment stable, s’il existe € > 0 tel que toute application g : X — X wvérifiant
lg—fllo = supzex |lg(z) = f(2)|| < € et Lip(g—f) < € est topologiquement conjuguée
af.

Nous utilisons la notation Lip(yp) pour désigner la constante lipschitzienne de ¢ :
X — Y application entre espaces métriques :

- d(p(z), p(z))
Lip(p) = SUP{W | z,2" € X,z # 2}
La définition que nous venons de donner de la stabilité structurelle est adaptée
a notre contexte.

On peut se demander pourquoi on impose une condition de proximité lips-
chitzienne et pas seulement une proximité dans la topologie C°. Pour comprendre
la nécessité de cette condition, nous proposons, l'exercice suivant :
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2.1.4. Exercice. —  Soit h un homéomorphisme strictement croissant de [0, 1]
sur lui-méme. Montrer qu’il existe pour tout € > 0 deux homéomorphismes hq, hs :
[0,1] — [0,1] tels que sup, ¢y |hi(z) — h(z)| < &,i=1,2, que hy soit I'identité sur
un voisinage de 0 et que hy admette 0 comme point fixe isolé.

2.2. Stabilité structurelle des dilatations linéaires

THEOREME 2.2.1. — Soit A: E — E un isomorphisme linéaire de ’espace de
Banach E. Si ||A7Y|| < 1, alors A est structurellement stable.

Démonstration. — Nous allons appliquer le théoreme de point fixe de Banach.
Introduisons C,(E, E) des fonctions continues # : E — E bornées, c’est-a-dire vé-
rifiant :

10flo = sup{[|0(2)]| | + € E} < 0.
L’espace Cp(E, E) est un espace de Banach pour la norme ||.||o.

Commencons par le lemme :

LEMME 2.2.2. — Pour tout n € Cp(E, E), il existe (un unique) ¥ € Cy(E, E)
tel que Ao (Idg+v) = (Idg+v¢) o (A + ). De plus, dans le cas ot E = R", st
A(Z™) C Z™ et n est Z™-périodique, alors 1 est aussi Z"™-périodique.

Démonstration. — L’équation Ao (Idg+v) = (Idg +v) o (A + n) s’écrit

ldp+y=Ato(ldp+v)o(A+n) =Idp+A topo(A+n)+A oy

ou encore 1) = A"t otpo(A+n)+ At on. Il suffit alors de montrer que I'application

@ch(E,E) I Cb(E,E)
¢ — Al oyo(A4+n)+ A oy

est une contraction. Or

10W1) —OWa)llo = [[A  othro(A+n) —A oo (A+n)o
< ATy — 2 llo-

Dans le cas, ou E = R™ A(Z") C Z™ et n est Z™-périodique le sous-espace de

Co(R™, R™) constitué par les fonctions Z"-périodiques est fermé et invariant par ©
donc le point fixe de © est dans ce sous-espace. O

LEMME 2.2.3. — Auwec les notations du lemme ci-dessus, si l'on a Lip(n) <
|A7Y| ™t — 1 alors Idg + est injective.
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Démonstration. — Commengons par remarquer que 1’on a, pour tout z,y € F,
[Az — Ay|l > | Az =yl
En posant f = A+ 7, on trouve

1) = FWIl = [[Az = Ayll = [ln(x) = n(y)|l

(JAHI™" = Lip(n))l|lz — yll-

Notons alors k = [|[A7!|7' — Lip(n) > 1, on a donc ||f(z) — f(y)|| > k||z — y||, pour
tout z,y € E. Par récurrence, on obtient ||f"(z) — f™(y)|| > k™| — y||, pour tout
x,y € E et tout n € N. Comme k > 1, ceci nous donne :

Vi,y € B, o #y = sup,ey [[/"(2) = [ (y)]| = 00 (M)

Posons h = Idg +v. Pour tout € E, on a ||h(z) — z|| < ||¥]|o. De plus pour tout
n>0,ona A" oh = ho f" Sih(z) = h(y), on trouve que h o f*(x) = ho f"(y)
pour tout n € N et par conséquent sup,cn || f"(z) — f"(y)]] < 2[|¥|lo < oo, par (M),
on en conclut x = y. O

>
>

Pour conclure que A + 7 est topologiquement conjugué a A, il reste a voir que
h = Idg +1 est surjectif avec un inverse continu. Il faut, en fait, raffiner 'argument
donné plus haut en échangeant le role de A et f et en jouant sur 'unicité de .
Pluttot que de s’embarquer dans un raffinement technique de ce qui précede, nous
allons donner un argument direct dans le cas ou £ = R; c’est ce seul cas que
nous utiliserons dans la prochaine section pour établir la stabilité structurelle de
S—S,z2— 2P, p>2.

LEMME 2.2.4. — Toute application continue h : R — R, vérifiant l'inéqgalité
supseg |h(t) — t| < 00, est surjective.

Démonstration. — Soit K = sup,cg |h(t) —t]. On a h([—n,n]) D [h(—n), h(n)].
Or h(n) > n — K et h(—n) < —n + K, par conséquent pour n grand h([—n,n]) D
[-n+ K,n— K]. O

Remarque. — L’argument précédent repose sur la connexité. Le méme lemme
est vral pour une application continue i : R® — R", vérifiant sup,cg» |h(x) — x| <
00, mais la démonsration repose sur le théoreme du point fixe de Brouwer (en fait,
c’est équivalent au théoreme de Brouwer).

2.3. Stabilité structurelle de m,, p > 2

Le but de cette section est de démontrer le théoréme :

THEOREME 2.3.1. — Sip > 2, Uapplication m, : S — S est structurellement
stable.
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Soit f : S — S une application continue telle que || f—m,|lo < 1 et Lip(f—m,) <
€9. On a donc
f(=)

Va4

En prenant €, assez petit, on peut définir  : S — R par n(z) = k(f(z)z7?), ou k est
I'inverse de exp introduit a la fin de la section 3.4. Si on pose  =noexp : R — R,
on a que 7 est continue, Z-périodique et ||7j||[p — 0 quand ; — 0. De plus, si on
pose f(x) = px+7j(x), on voit que exp o f = foexp, c’est-a-dire que le diagramme
suivant est commutatif :

—1=1f(z) = 2| <er.

f
R — R
exp t exp
f
S —— S

On peut aussi voir que Lip(77) — 0 quand & et 5 tendent vers 0. Comme p > 2,
I'application linéaire A, : R — R,z — pz a un inverse qui est une contraction, par
conséquent, pour £, et £, assez petit, on trouve un homéomorphisme » : R — R
de la forme Idg +% tel que A, oh = ho f. Comme 7 est Z-périodique et A,(Z) =
pZ C Z, on a que v est Z-périodique. Par conséquent I’homéomorphisme h vérifie
h(z+1) = h(z)+1. Il en résulte que I'on peut définir un homéomorphisme 2 : S — S
tel que le diagramme suivant commute :

|=

3|
=
-
>=
wn————x
3|
J

S ——

On vérifie sans peine que la relation A, o h = h o f se traduit par le fait que & est
une conjugaison topologique entre f et m,,.

Pour ceux qui savent ce qu’est la notion d’homotopie, nous proposons de résoudre
I’exercice suivant :

2.3.2. Exercice. — 5i f:S — S est continue et homotope a m,, avec p > 2,
montrer qu’il y a une semi-conjugaison entre f et m,,.
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Systemes dynamiques hyperboliques

PATrRICK FOULON

Introduction

Pour produire des systemes dynamiques avec un comportement riche et com-
plexe, il faut de la récurrence. Presque toute orbite doit revisiter souvent (indéfini-
ment) un voisinage de son origine. C’est pour forcer ce retour (de Poincaré) que
nous allons travailler avec des modeles linéaires “compactifiés”. Mais ce n’est pas
suffisant : il faut aussi une forte sensibilité aux conditions initiales. Les modeles hy-
perboliques qui présentent une sensibilité exponentielle uniforme sont les exemples
les plus simples.

1. Les automorphismes linéaires hyperboliques

1.1. Le cadre géométrique, les tores

Dans cette partie nous présentons brievement les tores. Plusieurs résultats sont
admis ou laissés en exercice.

Le tore T* de dimension k > 1 est le groupe abélien quotient de (RF,+) par le
sous-groupe abelien (Z*,+). On note 7 : R¥ — R¥/Z* la projection sur les classes.
Comme d’habitude on considére R* muni de sa structure euclidienne canonique qui
détermine sa topologie. Le tore T* est, lui, muni de la topologie quotient correspon-
dante, pour laquelle notamment 7 est continue. Cette topologie est aussi définie par
la distance d sur le tore :

d(a,b) = inf{||z — 2'||ge, 7(z) = a, 7(a") = b}.

Nous aurons & considérer des applications continues f : T — T*. Il est bon de re-
marquer qu'il existe alors F' = forw : R¥ — T¥ elle aussi continue. Nous admettrons
(ou exercice)

29
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(1,0) (1,1)

©0) |1
R2 T2
FIG 1
Figure 1
PROPOSITION 1.1.1. — Soit f : TF — T* une application continue. Il existe

un relevement f: RF — RF de f, c’est a dire une application continue telle que le
diagramme suivant commute

Wt JW Wofv:fom
f

Tk Tk

Deux relevements fl, fg d’une méme application f différent par un entier :
fi=f+z, 2€Z

d’apres la relation de commutation.

Pour faire du calcul différentiel sur le tore TF, il nous faudrait le munir d’une
structure de variété différentiable. Par faute de temps et de place nous dirons qu’'une
application f : TF — T* est dans C'(T*, T*) si un quelconque de ses relevements f
est continuement différentiable. Nous noterons que la différentielle D, f de f en un
point p du tore T* est donnée par 'endomorphisme linéaire de R¥

Dpf - D:L‘f

pour un quelconque x € R¥ tel que 7(x) = p.

Exercice. — Vérifier que le terme de droite de cette égalité est bien indépendant
du représentant x.

Les mémes définitions et notations s’étendent sans peine aux applications de
classe C*, et aux fonctions g : T¥ — C a valeurs dans C (ou R).
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A plusieurs reprises un point p du tore sera représenté par ses “coordonnées”
notées

P = (1‘1, - .,.'L'k) mod (1)7

ot z = (z1,...,7%) € RF et w(z) = p.

1.2. La mesure de Haar sur les tores

Pour calculer des moyennes il nous sera utile de disposer d’une mesure sur le tore
T* qui présente des propriétés analogues a celle de la mesure de Lebesgue de R*
(nous utiliserons sans le dire l'identification donnée par le théoréme de représentation

de Riesz).

THEOREME 1.2.1. — [l existe une unique mesure de Radon (forme linéaire sur
’espace des fonctions continues a support compact) sur le tore T* qui soit invariante
par les translations et de masse totale 1.

On la note m, on I'appelle mesure de Haar de T*. Elle est donnée par la relation
Ve eCATHC), mlp)= [ prdm= [ [ por(a)-de;---da,
T* [0,1]%

Idée de la démonstration. — La formule définissante nous donne évidemment
une forme linéaire sur C°(T*, C). De plus, comme ¢ o 7 est une fonction Z*-pé-
riodique, nous avons, pour tout 5 € RF,

// gpow(x—l—ﬂ)dxl---dxn:/---/ pom(x)dry - -dx,.
[0,1]% [0,1]%

Il en résulte que la mesure de Haar est invariante par les translations car pour tout
a € T si 7, est la translation de «, il existe 3 € R¥ tel que 7(3) = « (voir 1.1.1)
et

Tq O = T O T, = TOTg.

Nous admettrons l'unicité. Enfin, m(T¥) = [p 1dm = 1. O

1.3. Les automorphismes linéaires des tores

Le modele linéaire servira de fil conducteur tout au long de cet exposé. Tout
endomorphisme linéaire L de R* tel que L(Z¥) C Z* induit naturellement un ho-
momorphisme F;, de T*. L’ensemble de ces homomorphismes sera noté End(T*).
Remarquons que

F € End(T*) <= 3L eEndRF), L=F.

De plus nous avons
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PROPOSITION 1.3.1. — Si Fy, € End(T*), alors
(i) Fy, est continue,

(i1) Fy, est un homéomorphisme si et seulement si dét L = +1.

Nous dirons qu'un homomorphisme F}, est dans I’ensemble Aut(T*) des auto-
morphismes linéaires du tore si Fy, est un homéomorphisme.

Démonstration.

(i) Soit U un ouvert de T*. Sa préimage est, par définition de la topologie induite,
un ouvert de R¥. La projection est ici une application ouverte et il n’y a plus qu’a
invoquer la continuité de L.

(ii) Si Fy, est un homéomorphisme de T* son inverse F; ' admet un unique rele-
vement linéaire B = L~'. Par conséquent L 1(Z*) C ZF. Ainsi L et L' sont a
coefficients entiers dans la base canonique de R¥. On conclut en remarquant que
dét(L™') = 1/ dét L doit lui aussi étre un entier.

Réciproquement si dét L = 41 alors L~ ! est a coefficients entiers, et, d’apres

(i) Papplication induite F-1 est continue ainsi que Fy. Elles sont inverses l'une de
l'autre. O

Un automorphisme linéaire du tore nous fournit un nouvelle exemple de trans-
formation préservant la mesure de Haar. Plus précisément nous avons

PROPOSITION 1.3.2. — Si Fy, € Aut(T*) alors Fr.m = m.

Démonstration. — D’apres le théoréeme de Riesz il faut vérifier que pour toute
g € C°(T* R) nous avons

/ goFL-dm:/ g-dm.
Tk Tk

En se référant au théoreme 1.2.1, il suffit en fait d’observer que Fp,m est invariante
par translation. Pour tout o € T*, et 8 € R¥ tel que 7(3) = «

/I‘kgOTaOFL-dm = /-../[OVI]kgoTaOFL(Tr(g;)).dg;l...dxn
= // goTy m(L(x))-dry---dx,
[0,1]%
_ // g (L(z) + B)) - dz. - - da,
[0,1]%
- /'”/[01]kg(FL(7r(x+L1(5))))'61551"'03%
= / go Fr -dm.
Tk

L’invariance de la masse est évidente par surjectivité. O
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Encore une propriété générale, les automorphismes linéaires des tores ont beau-
coup d’orbites périodiques. Elles sont mémes partout denses.

PROPOSITION 1.3.3. —  Pour tout F;, € Aut(T*)
(i) QF/ZF C Per(Fy),

(ii) Per(Fy) = T*.

Démonstration.

(i) L’ensemble défini pour ¢ € Z par

Aq:{w (i,...,ﬂ>, (Pl,...,Pk)ez’f}

q q

contient ¢* éléments. Il est invariant par Fy, puisque L est a coefficients entiers et

(e (B B)) (L ).

Par conséquent, pour tout = € A, il existe n; < ny dans N tels que F7*(z) = F7"' (),
donc F*(x) = x.

(ii) est des lors évident.

1.4. Les automorphismes linéaires hyperboliques des tores

Ils vont constituer notre principal exemple de systeme dynamique. Mais aupara-
vant nous allons faire une digression justifiée par leurs actions, elles aussi hyper-
boliques, sur certains espaces fonctionnels.

DEFINITION 1.4.1. —  Un endomorphisme continu L : E — E de l’espace de
Banach E est dit hyperbolique, s’il existe :

e une décomposition invariante par L en somme de sous-espaces fermés E =
E° o E",

e une norme || || dite adaptée et qui définit la topologie,

telles que

(i) Uendomorphisme Ligu : E* — E" est inversible, d’inverse continu,

-1

(i) les endomorphismes Ligs et (Ligu)™" sont des contractions (c’est-a-dire que

l'on a HL‘ES : |(L|E‘u)_1H <1),
(11i) pour tout x € E, si on écrit v = z® + z% avec x* € E*, z* € E", alors
[[#]] = max([lz*[], [|z"[]).

Par exemple, un automorphisme linéaire de R¥ est hyperbolique si et seulement
s’il n’a pas de valeurs propres sur C de module 1.
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Exercice. — Le démontrer.
Pour cela, on pourra aussi faire I’exercice suivant.

Exercice. — Soient A € End(RF), p(A) le maximum des modules des valeurs
propres réelles ou complexes de A. Montrer que pour tout £ > 0 on peut trouver
une norme sur R¥ pour laquelle ||A|| < p(A) +e.

DEFINITION 1.4.2. —  Un automorphisme linéaire Fy, du tore T* est dit hyper-

bolique s’il est induit par un automorphisme linéaire hyperbolique de R¥. On notera
H(T*) leur ensemble.

Un exemple bien connu sur le tore T2 :
Fr(z,y) =2z +y,x+y) mod (1), avec L(z,y) = (22 +y,z+y).
Les valeurs propres de L sont

3—5 3+
= <l< )\ =
9 ! 9

=

)\2 - )\;1

Figure 2

Leurs propriétés dynamiques s’apparentent a celles de I’application expansive sur
le cercle unité z — 2P, elles sont plus complexes que celles des translations des tores,
comme nous allons I'observer. Quand on essaye de dénombrer les orbites périodiques,
on s’apergoit que leur nombre croit (asymptotiquement) exponentiellement. En effet

PROPOSITION 1.4.3. — Soit F; un automorphisme linéaire hyperbolique du
tore T*. Si N,(Fy) est le nombre de points périodiques de période qui divise [’entier
p > 1 alors

(i) Np(F1) = [dét(L? — Idge)]
) 1 r
(i) Jim,  log Ny(Fp) = ; pri log | ;]

ot les \; sont les valeurs propres de L de module |X\;| > 1, et u; sont les multiplicités
correspondantes.
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Démonstration.

(i) Un point & € T* est périodique de période p si (F¥ —Idy+)(z) = 0. L’automor-
phisme FJ, étant hyperbolique, L 'est et par conséquent L? aussi. Donc F? — Idqx
est induit par un automorphisme linéaire de R¥. Il va nous falloir un lemme (assez
amusant) pour compter les préimages.

LEMME. — Soit Fy € End(TF), tel que de plus dét A # 0. Alors, pour tout
v € TF on a #F{z} = |dét Al

Preuve du lemme. — Comme A est bijective, F4 est surjective donc pour tout
x € T*, il existe un point y € T* tel que Fy(z) = y. Par conséquent F,'{z} =
y+ F; {0} a un cardinal qui ne dépend pas de .

Utilisons maintenant le fait que F'4 est localement injective. Plus précisément soit
B = B(0, R) la boule ouverte dans R* de centre 0 de rayon R < inf(1/2,1/2||A])).
La projection 7 est injective en restriction aux ouverts V.= BN A7Y(B) et A(V).
Pour X € V,si 0 = Fu(n(X)) = 7n(A(X)) alors A(X) = 0. Par injectivité de
A il vient X = 0. Nous en déduisons que si y,y' € Fy'{x} sont distincts, alors
(y+7(V))N(y'+7(V)) = @. En effet sinon il existe x et 2’ dans V tels que y+n(z) =
y'+m(x"). En appliquant Fy il vient Fy(n(z)) = Fa(mw(z")), soit m(A(z)) = n(A(z")).
Par injectivité de 7 sur A(V) il vient A(x) = A(x'), soit x = a'.

Le cardinal de F;'{x} est donc, par invariance de la mesure de Haar, borné par
1m(x(V)) (m(x(V)) # 0).

Soient ty,...,t, les préimages de 0 par F4. On a

Fy (Fa(x(V)) = U (r(V) + 1)

)

Ce qui nous donne m(F4(w(V)) = n-m(7(V')), en raison de 'invariance de la mesure
de Haar par F4. Il nous reste a appliquer la formule du changement de variable pour
vérifier que m(Fy(n(V))) = |dét A| m(=(V)). O

(ii) Soient (Ap,---An) € C les valeurs propres de L, (y;) leur multiplicités. Un
simple développement nous donne

7./

H()\l _ 1)!%‘

=1

| dét(LP — 1d)| =

D’ou nous tirons ,
r

1
~log |dét(LP —1d)| =
5 |dét( )| 12; )

D’autre part, pour tout nombre complexe qui n’est pas une racine de ['unité,

0 si A <1
log |A\|] si [A]>1

log |\Y — 1]
pli— .

1
lim —log|A" — 1| =

n—oo n,

d’otu le résultat. O
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1.5. Variétés stables et instables

DEFINITION 1.5.1. —  Soit f un homéomorphisme d’un espace métrique X .

(i) La variété stable W du point x € X est l’ensemble
WS = {y € X | lim d(f"(2), f"(»)) = 0}.
(i1) La variété instable W du point © de X est l’ensemble

W= {ye X | lim d(f"(x), f"(y)) = 0}.

n—oo

Dans les applications, on souhaite en fait montrer que ces ensembles ont des
propriétés plus fortes, comme par exemple d’étre des variétés différentielles.

Ces notions sont particulierement bien adaptées aux automorphismes linéaires
hyperboliques des tores, puisque nous avons le

THEOREME 1.5.2. —  Pour un automorphisme Fy, : TF — TF* linéaire hyper-
bolique du tore,

(i) les variétés stables et instables de 0 sont respectivement W§ = w(E?®) et
Wy =n(E").

(ii) Pour tout point x € T* on a
W;=x+Ws, W) =z+W.
(iii) Soit d une distance définissant la topologie. Pour € assez petit on a
W2 €y |Vn e Nd(F}(0), F{(y)) Se} W2 = Y Fi"Wing,)..
et

u  déf -n -n u —nyI U
Ww,s = {y | VneN d(FL (x)7FL (y)) < 6} - Wm = ngNFL WFf(w),e

(iv) Si la distance d vient d’une norme || || sur R* adaptée a L, alors pour tout
€ assez petit,

W;. =x+7n(B%0,¢)), W, =z+nr(B"0,¢))

(01 B*(0,¢) = {v € B | |Jv[| < e}, B*(0,2) = {v € E" [v]| <&}).
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(0,1) (1,1)

Figure 3

5—1
Fi(z,y) = (2x + y,x +y) mod (1), W{ est la droite y = Vi

x mod (1)

Démonstration.

(iv) Soit || || une norme sur R¥ adaptée & L. On notera d les distances correspon-
dantes sur R¥ et T*.

Soit 6 = min{||z]| | z € Z*¥ — {0}}. Si d(0,y) et d(0, FL.(y)) sont < 68||L||"*/2, on
peut trouver v € R et 2 € Z* tels que :

m(v) =y; ||lv]| = d(0,y), [|L(v) + 2| = d(0, FL(y)).
Observons que z = 0, car

el <l L)+ | = E)l

A0, Fu(y)) + 1] o]

A(0, Fu(y) + d(0, ) |1 L]

(A0, Ful9) +dO.) L] car L] 2 |y, | > [£7L] 7 > 1
0.

IIAIA

ARVAN

Par conséquent
Ve <o|LII7' /2, Wi =x({veR"|VneN|L"w)| <e}).

Mais tout v € R¥, se décompose en v = v, + v, vs € E*, v, € E¥. La norme étant
adaptée, nous avons

[e@ @] = leall < 1L ML ()]
s|wmnnm<m
<

1L " - e
o

Le terme de droite de I'inégalité tends vers 0 quand n — oo. Donc v, =0 et v € £
avec ||[v]] < e.
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Ensuite on revient a la définition. Si un point y € Wy, il existe un N tel que
n> N, d(Ff(y),0) < e, donc F}' (y), est dans W . Ce qui prouve (iii) pour l'origine
et une distance adaptée.

Par ailleurs, £ = Up,enL " (B*(0,¢)), et donc

w(E?) U 7(L "(B*0,¢)))

neN

- ngN Fy"(m(B(0,¢)))

= Wy.
Il ne nous reste plus qu’a considérer la feuille stable d’un point x # 0. Puisque
Fi(z) = FJ'(y) = F'(z —y), on a y € W} si et seulement si x —y € W.

Pour conclure (iii), remarquons que si d; est une distance pas nécessairement
adaptée, mais qui donne la topologie, alors par la compacité de T*, il existe A > 0,
tel que d; > Ad. Il en résulte que

{y|Vn e N d(Fp(z), FL(y)) < Ae} C WP O

Pour la suite, voici une importante propriété des feuilles stables (instables).

PROPOSITION 1.5.3. — les variétés stables et instables d’un automorphisme
linéaire hyperbolique du tore Fy, : TF — T* sont denses dans TF.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que la feuille stable (instable) de 0 est
partout dense dans T*. Choisissons sur R* une norme || || adaptée. Pour tout = € T*,
considérons la suite z,, = F7(x). On peut choisir des relevés y,, € [0, 1]%, 7(y,) = z,,.
Si on écrit y, = vy, + y» suivant la decomposition E° @& E*, on a, par compacité de
[0,1]*, 'inégalité [lyn]| < llyn|| < C. Par conséquent

1L (y)|| < ||L‘_Elu||" - — 0 quand n — oo.
Ainsi
z = m(L "(y,)+ L "(yn))

= lim 7(L7"(yp))
= lim Fy"(7(yy))-

n—00 n
Mais 7(ys) € W§. O

Cette propriété va nous donner dans le paragraphe suivant des informations sur
la dynamique des automorphismes linéaires hyperboliques du tore.



SYSTEMES DYNAMIQUES HYPERBOLIQUES 39

1.6. Transitivité et mélange topologique

La dynamique d’une translation 7, : 7™ — T™ dépend de son vecteur de transla-
tion . Un point « € T™ est irrationnel si, quelque soit un relevé 3 € R™ (7(f5) = «)
et k€ Z" alors k- € R — Z.

Dans ce cas, la dynamique de 7,(z) = x 4+ « est minimale, ce qui signifie,
rappelons-le, que toutes ses orbites sont denses. Cependant toutes les translations
sont des isométries. Ce qui exclut qu’elles puissent assurer un mélange topologique
comme le font les automorphismes linéaires hyperboliques.

DEFINITION 1.6.1. —  Un systéme dynamique f : X — X est dit
(i) topologiquement mélangeant si pour toute paire d’ouverts U,V C X, il existe
un entier N, tel que

Vn>N fU)NV £

(1) topologiquement transitif, si il existe ng > 0, tel que
U NV £ 2

A T’évidence, (ii) est plus faible. Si X est un espace métrique complet, la transi-
tivité topologique entraine ’existence d’une orbite dense, par le théoreme de Baire
(exercice).

PRrROPOSITION 1.6.2.

(i) Les automorphismes linéaires hyperboliques des tores sont topologiquement
mélangeant.

(i1) Une isométrie n'est pas topologiquement mélangeante.

Figure 4

En particulier une translation n’est pas topologiquement mélangeante.

Démonstration.

(ii) Supposons que l'isométrie f : T — T* est topologiquement mélangeante.
Pour tout triplet z,y, z de points de T*, posons § = d(y, ) et choisissons ¢ < §/10.
Par hypothese il existe NV tel que pour tout n > N, il existe 2!, € f*(B(z,e))NB(y,¢)
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et ! € f"(B(x,e)) N B(z,e). Mais alors f~"(z!) et f~"(z) sont dans B(z,¢) ce
qui nous permet d’écrire

6 =dly,z) < dly,z,)+d(z,, ;) +d(z,,2)
e+ d(f™(x,), [T (@) + &
3e !

VAN VANRVAN

(i) Soient Fj, un automorphisme linéaire hyperbolique, U et V' deux ouverts non
vides de T* et ¢ < 1. Par la densité de la variété stable Wy de l'origine, il existe un
point z € UNW{. Des lors FJ'(z) — 0 quand n — oo. On trouve de méme un point
y e VN, tel que F; "(y) — 0 qd n — oo. Ceci entraine que pour n suffisamment
grand v + F,"(y) € U, et FP(z+ F"(y)) = F(z)+y e V. O

Remarquons que nous avons, hormis la densité des variétés stables, et instables
utilisé le fait que 0 est un point fixe.

1.7. Les problemes de moyennes

L’exemple des automorphismes des tores nous présente une telle complexité
topologique qu’il semble naturel d’étudier des moyennes de fonctions plutot que
leurs valeurs ponctuelles. On va observer un caractere “probabiliste” assez marqué
de ces systemes.

Nous supposons donné un ensemble X muni d’'une mesure de probabilité pu, i.e.
pu(X) =1 et une transformation 7' : X — X qui préserve la mesure i.e., pour tout
ensemble mesurable A, u(T~'(A)) = p(A). Nous noterons ceci (X, u, T).

DEFINITION 1.7.1. —  Soit (X, pu, T),
(1) la moyenne temporelle d’une fonction f : X — R (ou C) est définie lorsqu’elle

eriste par
1 n—1

f(x) = lim =Y f(T?(z)), z€X, neN.
n—oo n, =0
(11) La moyenne spatiale d’une fonction mesurable f : X — R est définie par

7= f@ap.
X
Un des principaux résultats sur les moyennes est donné par le

THEOREME 1.7.2 (G.D. Birkhoff, théoreme ergodique ponctuel).

Soit T : X — X une transformation qui préserve la mesure de probabilité p et
f e LYX,u). Alors f*(x) existe pour u-presque tout x € X, i.e. il existe Q C X,
w(2) =1 et pour tout x € Q, f*(x) existe. De plus f* est sommable et

[ Frdu= [ fdn.

Nous admettrons ce résultat. Un cas intéressant a considérer est celui ot f = x4
est la fonction caractéristique d’un ensemble A C X mesurable. Il vient alors

V(@) = lim ~#{0 < j <n—1|Tix) € A}.

n—oo n,
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Ce qui s’interprete naturellement comme le temps moyen passé par I'orbite O, du
point x dans ’ensemble A.

Ceci conduit naturellement a la notion d’ergodicité. Mais auparavant nous suggé-
rons au lecteur de tester ’exercice suivant.

1.7.3. Exercice. — Soit Fi(z,y) — (22 +y,z +y) mod (1) automorphisme
linéaire hyperbolique du tore déja rencontré. Considérons sur T? la fonction f(x,y) =
e?™® (z,y) € T? et W¢ la variété stable de (0, 0).

e Montrer que pour (z,y) € W§, f*(z,y) = 1.

e Montrer que f = [;o-f - dm = 0. En déduire que f* et f sont différentes sur
un ensemble dense. Comparer avec le théoreme de Birkhoff et avec ce qui va suivre.

1.8. Ergodicité

Nous allons maintenant étudier la complexité, mais au niveau mesurable. La
notion centrale est celle d’ergodicité.

DEFINITION 1.8.1. — Soit T : X — X une dynamique. Une mesure de proba-
bilité T-invariante p est ergodique si pour tout ensemble invariant A C X on a

pu(A) =1 ou pu(A) =0.

Nous aurons surtout a l’esprit la proposition suivante.

PROPOSITION 1.8.2. —  Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. (X, T, p) est ergodique.

2. Si f € L'(X,p) est une fonction T-invariante, alors f est presque partout
constante.

3. Si f € L*(X,pu) est une fonction T-invariante, alors f est presque partout
constante.

4. Pour toute fonction f € L'(X, u) nous avons f*(x) = [y fdu, u-presque sire-
ment.

Remarques.

e La propriété n°4 est la plus connue. Elle est fréquemment employée par les
physiciens comme base de la thermodynamique statistique.

e Si une mesure a un role particulier, comme dans le cas de la mesure de Haar
sur les tores, on parle plutot de transformation ergodique en oubliant souvent par
rapport a quelle mesure.
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Démonstration.

(2) = (3). Comme la mesure est finie on a L*(X, u) C L'(X, u). En effet, puisque
(@) -1 < (If (@) + [1]*)/2 on a

Ju@l< g [ @Pdn+ g [ 1-du< oo

(3) = (1) Si A est un ensemble mesurable invariant, sa fonction caractéristique
xa(z)=1siz € A, xa(x) =0siz ¢ Aestinvariante, y 40T = x4 et est évidemment
de carré sommable. Elle est donc presque sirement constante, i.e. pu(A) = 0 ou
u(A) = 1.

(1) = (2) Soit f une fonction réelle, T-invariante, absolument sommable (si f
est a valeurs dans C on fait de méme avec les parties réelle et imaginaire). Pour tout
c € R, 'ensemble A, = {x € X | f(z) < ¢} est invariant par 7. Donc p(A.) =0 ou
1. Ce qui permet aisément de conclure.

(2) = (4) Par le théoreme de Birkhoff on a f* € L'(X, u). De plus f*o T = f*.
Donc f* est pu-presque sirement une constante, disons égale a c. Il vient, en utilisant
une nouvelle fois le théoreme de Birkhoff,

f*":pscz/xcduz/f*duzf

(4) = (3) Si une fonction f € L*(X, u) est invariante, alors

8@ =3 T ATw) = 1 3 ) = 1)

donc f*(z) = lim, . s,(x). Mais d’apres (4), f*(x) = f p-presque siirement. O

Voici enfin un résultat plus concret.

PRrROPOSITION 1.8.3. — Un automorphisme linéaire hyperbolique du tore Fp, :
T" — T™ est ergodique.

Démonstration. — Soit donc Fp : T® — T". D’apres 1.3.2, F,,m = m. Soit
par ailleurs f € L?*(T" u). Si z = (x1,...,2,) mod (1) est un point du tore et
k € Z™, on peut évaluer son coefficient de Fourier ¢x(f) qui est donné par

alf) = [ fl)e

ou (k,z) est modulo les entiers le produit scalaire euclidien d’un relevé de x avec le
vecteur entier k. On peut écrire de méme

cr(folL) = /I‘" f(FL(x))e_QiW<k7F51FL($))dm_
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Par invariance de la mesure de Haar il vient
ck(foFp) = / f(I)e_%(B(k)’mdm = CB(k)(f)
TTL

avec B = Y(L'). Si une fonction f : T" — C est invariante (f o F;, = f), ses
coefficients de Fourier satisfont d’apres ce qui précede a

cpy(f) = cx(f o Fr) = e (f).

Remarquons par ailleurs que pour tout kg € Z™ — {0}, 'ensemble {B'(ko) | i € N}
est infini. Sinon, il existerait i # j tel que B'(ky) = B’ (ko) ; mais, par hypothese, B
n’a pas de valeur propre sur le cercle unité. Comme f € L?*(T",m), on peut pour
tout kg € Z™ — {0} écrire la majoration

> e < X lalHl = [ 1f12dm < o,
n=0 T

kez™

ce qui implique que ¢ (f) = 0. O

2. Non linéarité et stabilité structurelle

2.1. Le fer a cheval

En 1965 S. Smale a construit un difféomorphisme f : R? — R? du plan avec une
dynamique tres complexe qui admet une infinité d’orbites périodiques de périodes
arbitrairement grande.

A

f=

N

A° Al
Figure 5

En fait on ne s’intéresse qu’a un difféomorphisme du rectangle A = [0,1]? sur
son image. La construction s’effectue comme sur la figure par composition d’une
application linéaire hyperbolique A : (z,y) — (3z,y/3) avec une transformation
non linéaire ¢ le tout étant tel que

FA0) =B, flao: (3,9) — (32, 30)
f(AY) = A4, fiar : (x,y):(—3x+3,—%y+1).

Pour comprendre I'itération de f il est bon de chercher un sous ensemble A de
A invariant par le difféomorphisme. Remarquons que
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= A)NA={zeA|f(z) €A}
=ATUA®

AO- =f(A)NA={zeA|f(z)e A}

= A UAy = f(AL) U F(A?)

Ay

Par itération il vient

(A)NfHA)NA =z e Al f(z) €A, f2(z) € A}
Al UAY) N (AT UAY) = UA»0“-1 1wy wy € {0,1}
avec A“’O“’ L= A% frHAY-1),

De la méme maniere nous pouvons écrire
FMA) N NA =UA = (W, ..., w ) € {01}

et

n

Ao = () (A,

i=0
La largeur des rectangles verticaux décroit exponentiellement, et ﬂ F7HA) est la

réunion de 2" rectangles verticaux. Lorsque n — oo nous obtenons ﬂooo fHA) =
K x [0,1] ou K est I'ensemble de Cantor triadique.

De la méme maniere nous obtenons par image directe des réunions de rectangles
horizontaux

[

=AnN f(A) N fQ(A) = UAwl,ww (w17w2) € {07 1}2;
1
1

et plus généralement,
ANFA)---NfHA)=UAL, o, (W1, wy) € {0,1}"

avec

Doron = ﬂ FiA%.
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A nouveau l'intersection infinie nous donne
N f1(A)=[0,1] x K.
i=0

L’ensemble A = N+ fi(A) est un ensemble invariant par f; de plus A = K x K.
Nous pouvons aussi introduire les ensembles

W0 ey —
AWy ey Wo, Wy wy) = A0 "N A

Ce qui nous fournit une bijection & : ¥y = {0,1}%4 — K x K. En munissant Y, de
la topologie produit on peut montrer que h est un homéomorphisme. On obtient
surtout le résultat suivant.

ProproOSITION 2.1.2. — Le difféeomorphisme f du fer a cheval est, en restric-
tion a l’ensemble invariant A, conjugué a un décalage de Bernoulli. Ce qui s’écrit

finoh="hoo,.

Pour ces notions on peut se reporter a 'exposé de A. Fathi aux journées X-UPS
de février 1996. En utilisant la proposition 1.3.1 qui s’y trouve on obtient

COROLLAIRE 2.1.3. —  Les points périodiques de fix sont denses dans A, fia
est topologiquement transitif dans A.

On a méme des résultats plus précis : P,(fja) = 2" et fa est topologiquement
mélangeant dans A.

2.2. Difféomorphismes d’Anosov - Ensembles hyperboliques

Ce qui va suivre s’étendra sans peine aux tores. Mais pour l'instant conservons
en téte le modele du fer & cheval de S. Smale. Supposons que U est un ouvert de R*,
f: U — RF un O'-difféomorphisme sur son image, et qu’il existe un sous ensemble
A C U compact f-invariant.

DEFINITION 2.2.1. — L’ensemble A est dit hyperbolique pour 'application f
s’il existe C >0, XA € ]0,1[ et pour tout x € A une décomposition R¥ = Ei & E" en
sous espaces stables et instables tels que

(i) pour tout v € ES, ||D.f"(v)|| < CA"||v|| (n >0),
(ii) pour tout v € E¥ ||D.f"(u)|| < CA*||v|| (n >0),
(1ii) Dy f(E3) = E} . Dof (Eg) = Efy)-
Remarque. — En fait le choix de la norme importe peu, seul C' peut s’en trouver

modifié. Plus généralement on choisit pour chaque x un produit scalaire défini positif,
i.e. une métrique riemannienne.
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Exercice. — Montrer que ’ensemble A du fer a cheval est un ensemble hyper-
bolique et que I'on peut choisir A = 1/3; que la direction horizontale est la direction
instable et la direction verticale est la direction stable.

DEFINITION 2.2.2. — Un difféomorphisme du tore f : TF — T* est dit d’Ano-
sov st T* est un ensemble hyperbolique pour f.

PROPOSITION 2.2.3. — Un automorphisme hyperbolique du tore Fy : TF —
T* est un difféomorphisme d’Anosov.

Démonstration. — C’est presqu’une évidence, puisque nous avons pris dans la
section 1.1 une définition qui occulte la réelle difficulté, a savoir faire du calcul diffé-
rentiel sur un ensemble qui n’est pas naturellement un espace vectoriel. Mais nous
n’avons pas ici le temps de développer la théorie des variétés différentiables et de
leurs espaces tangents.

L’automorphisme F admet un relevé L qui est linéaire. Par conséquent F7, est
C>. D’autre part D,Fr : R¥ — R est donné par D, Fy(v) = D,L(v) = L(v),
puisqu’une application linéaire est sa propre différentielle. Dans ce cas particulier
notons que E = E° et EY = E" de sorte que la décomposition est alors indé-
pendante du point z.

2.3. Dynamique symbolique

Tres souvent, les systemes dynamiques sont codés par des dynamiques symbol-
iques. Un cas particulier a déja été rencontré avec le fer a cheval. Rappelons les
notations. Soit

Oy ={w=(..,w ,wo,wi,...) |w; €{0,...,N—1}}

ol on met une topologie donnée par la distance

S
N n n
dy(w,w’) = _2: W A>1
n=—oo
Exercice. — Montrer que c’est une distance.

La dynamique est donnée par le shift : o0 : Qy — Qu, 0(w) = W', W, = wWyy1.

Les principaux exemples ne sont pas définis sur tout les mots de ’alphabet mais
seulement un sous-ensemble déterminé par la donnée d’une matrice A. La procédure
est la suivante. Soit A = (a;;), 0 <4,j < N —1, a;; =0 ou 1, on considere alors

Qu ={w e Qy | ay,w,,, =1,pour n € Z}.

DEFINITION 2.3.1. — La restriction o), = o4 est appelée une chaine de
Markov topologique, on dit aussi souvent un sous-shift de type fins.



SYSTEMES DYNAMIQUES HYPERBOLIQUES 47

2.4. Codage et partitions de Markov

De la méme maniere que nous avons pu trouver un codage pour le fer a cheval,
nous allons développer tres brievement une approche analogue pour les automor-
phismes hyperboliques des tores. Des techniques semblables existent pour les difféo-
morphismes d’Anosov, mais cela nous conduirait un peu loin.

Reprenons notre exemple favori Fr(x,y) = (2 +y, z +y) sur le tore T?, tracons
des morceaux des variétés stables W et instable W' passant par l'origine jusqu’a
ce qu’elles se coupent suffisamment de fois pour séparer le tore en rectangles comme
par exemple sur la figure 6 extraite de [K.H]. On obtient, en tenant compte des

Figure 6

identifications, une partition de T? en deux rectangles R et R®). L’image de ces
deux rectangles vue dans R? est représentée sur la figure 7 par les symboles F'(R(2))
et F(R(1)). Si on fait le calcul explicite on constate, en utilisant les identifications,

o)

GV

Figure 7

que F(RW)) est la réunion de 3 rectangles X, Y1, X3, alors que F(R(2)) est la
réunion de ¥, et ;. Par un calcul (assez fastidieux) on obtient une matrice A =
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(aij),1 <1i,5 <5 telle que a;; = 0si F(X;) NE; =&, a;; = 1 autrement;

11010
11010
A=[1 1 0 1 0
00101
00101
Nous admettrons le résultat suivant.
PROPOSITION 2.4.1. —  L’automorphisme Fy, : (z,y) = (2z+y, x+y) mod (1)

du tore T? est semi-conjugué au sous-shift de type fini o4 sur ws.

Un des intérets de cet exemple est que la semi-conjugaison n’est pas une bijection
car le nombre de points périodiques de o, de période qui divise p est donné par
Ny(oa) =tr AP = X} + A\TP, avec A, = (3 +/5)/2, et satisfait, d’apres 1.4.2 (i),

Np(O'A) = Np(FL) + 2.
Exercice. — Montrer que o4 a trois points fixes alors que F;, n’en a qu’un seul.

2.5. Stabilité des automorphismes hyperboliques

Vous avez déja rencontré dans le texte [Fa] les notions de semi-conjugaison et
de stabilité structurelle. Le théoreme 2.3.1 de I'exposé de A. Fathi montre que le
systéme dynamique m, : S — S, p > ¢, 2 — 2z est structurellement stable. La
preuve s’effectue en montrant que la semi-conjugaison cherchée s’obtient comme
point fixe d’un certain opérateur contractant dans un espace de fonctions continues.
Nous allons développer une stratégie semblable sur le tore T".

Nous allons juste rappeler/admettre quelques résultats sur ’homotopie que nous

spécialiserons a notre contexte.

Deux applications continues f,g: X — Y ou X et Y sont des espaces topologi-
ques, sont homotopes s’il existe une application H : [0, 1] x X — Y, continue et telle
que

H(0,z) = f(z),  H(l,z)=g(x)
ProproOSITION 2.5.1. — Soient f,g: T" — T" deux applications continues.

(i) elles sont homotopes si et seulement si leur différence admet un relévement f—
g:R" — R"™, qui est une application Z™ périodique i.e. pour tout (z1,...,2,) €
Z'I’L
(f - g)(xl + 21,0, Tn +Zn) = (f - g)(xla' . '73771)-

(i1) De plus une application f : T™ — T™ homotope a l'identité Idrn est surjective.
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Démonstration (partielle). — L’homotopie H : [0,1] x T" — T" telle que
H(0,0) = f(e), H(1, ) = g(e) se releve aussi en une homotopie H : [0, 1]x R" — R”
telle que H (0, ®) = f(o) est un relevé de f, H(1, ) = j(e) est un relevé de g.

On a ﬁ(t,y—l—z) = H(t,y) + Ay(z), pour t € [0,1], y € R", z € Z", et A;
est une endomorphisme de R™ a coefficients necessairement entiers. Par continuité
Ag(z) = Ay(z), pour tout z € Z" et donc (f — §)(y +2) = (f — §) ().

Pour la réciproque supposons que f —g= R est une application Z"-périodique.
Définissons H : [0, 1] x R" — R" par H(t,y) = §(y)+(1—1)h(y). On vérifie aisément
que H se projette en une homotopie sur T".

Voici un premier résultat de stabilité.

THEOREME 2.5.2. —  Tout difféomorphisme g : T" — T" homotope a un au-
tomorphisme linéaire hyperbolique Fy, : T" — T™ admet F;, comme facteur i.e. il
existe h : T" — T™ continue surjective telle que ho g = Fp, o h. La semi-conjugaison
est unique et homotope a lidentité. De plus si g est C'-proche de Fy, alors la semi-
congugaison est C-proche de l'identité.

Démonstration. — On cherche une application A : T™ — T", homotope a
I'identité et telle que h o g = F o h. D’apres la proposition 2.5.1, h sera alors
surjective et il existera h:R" — R™, Z"-périodique, telle que Idgr» +h soit un
relevé de h. Comme h et F7, sont homotopes, il existe une application g : R* — R",
continue, Z"-périodique telle que L + g est une relevement de g. L’équation de semi-
conjugaison qui s’écrit aussi sous la forme h = F; ' o h o g, se traduit en termes de
relevement en

Idgs +2 = L™ o (Idg» +1) o (L + ).

Ce qui nous conduit a
(%) h=L"5+L " oho(L+g) % ch).

Notre espace fonctionnel est ’ensemble F des applications continues Z"-pé-
riodiques doté de la distance || — @ = SUDye[o,1]n 14(y) — @(y)]|. 1l est complet.
Malheureusement £ n’est pas un opérateur contractant pour cette distance. Utilisons
I’hyperbolicité de L. Il existe une décomposition R" = E" @ E*, et au-moins une
norme adaptée que nous prenons pour définir une distance d; sur F. Nous noterons
aussi p, et ps le projecteur sur E* parallelement a E® (respectivement sur E* paralle-
lement a E™) B = Pu © hy Gu = Pu © §, ete. L'équation (x) se décompose en utilisant
I'invariance de la décomposition par L en

() hy=L7'Gy+ L7 ohyo(L+3) % £,(h)
et

(% % %) hy=L;'G,+ L, o hyo(L+3) % L,(hs).
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On vérifie que £, est un opérateur contractant car
1L0() = Lu(ha)ll = 1Ly (hy = ha) o (LGN < 1L - 1, — Pl

et ||ILt] =X < 1.
Il existe donc un unique point fixe h,,. De plus comme quand n — oo, L(0) — h,,
nous avons la majoration

< (A" - 1£.0)]
n=0
1
< —— NILZY - |G
S N A
< 2 Gl
< 719

Pour résoudre ’équation (x * x) il vaut mieux la réécrire en utilisant le fait que
L + g est inversible puisque g est un homéomorphisme. On obtient ainsi, en posant

S=(L+9)7,
hy=Lsohs,08 —G,05 % F,(h).
Il s’agit encore d’un opérateur contractant. Pour le point fixe on peut obtenir
I’estimée 1.l
1]l < 7=

l—p
Finalement nous obtenons une solution unique h= BS + ?Lu, qui est bien Z"-pé-
riodique, et qui se projette donc sur le tore T".

avec = || L.

Rappelons une définition.

DEFINITION 2.5.3. — Soit || || une norme sur R", d la distance sur T™ qui
s’en déduit. On définit une topologie sur C'(T™ T") par la distance dei(f1, f2) =
supgern A(f1(2), f2(2)) + sup,eqn || Dafi — Dy fo||. Cette topologie ne dépend pas du
choiz de la norme || ||. On Uappelle C*-topologie.

Avec des arguments proches de ceux du théoreme on obtiendrait le résultat
suivant :

PROPOSITION 2.5.4. — Toute C'-application g : T* — T™ suffisamment pro-
che, dans la C'-topologie, d’un automorphisme linéaire hyperbolique Fy, du tore est

un facteur pour Fr, i.e. il existe h' : T™ — T™ continue surjective telle que go h' =
h' o FL-

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme de stabilité struc-
turelle.

THEOREME 2.5.5 (Anosov). — Soit F, : T" — T" un automorphisme liné-
aire hyperbolique du tore. Il existe un voisinage U C C'(T", T") de Fy dans la
C'-topologie, tel que toute application f € U est topologiquement conjuguée a Fr,.
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Démonstration (indication). — En combinant le théoreme 2.5.2 et la proposi-
tion 2.5.4 on obtient deux semi-conjugaisons h et h’. On vérifie aisément que hh' = h"
commute avec F7,. Il resterait a vérifier que ceci n’est possible que pour l'identité.

Epilogue. — Pour conclure, je voudrais citer un résultat dont les techniques
sortent du cadre de cet exposé.

THEOREME (Franks). —  Tout difféomorphisme d’Anosov sur le tore T" est
topologiquement conjugué a un automorphisme linéaire hyperbolique.

Remarque finale. — Les notes de cet exposé doivent beaucoup a plusieurs ou-
vrages. Les deux principales sources ont été le livre [K.H] de A. Katok et B. Hassel-
blatt et le cours [F.L] “Systéemes dynamiques”.
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Propriétés spectrales
de systemes dynamiques discrets

MARTINE QUEFFELEC

Cet exposé fait suite aux exposés de A. Fathi [7] et P. Arnoux [2].

Nous nous proposons d’étudier des systemes dynamiques qui sont a l'opposé
des systemes chaotiques, et dans lesquels, en particulier, tout point est d’orbite
dense (systemes minimaux). C’est le cas de la rotation irrationnelle agissant sur le
cercle. Un systeme minimal peut également s’obtenir en partant d’une suite a valeurs
dans un ensemble fini {1,2,...,s} et en lui associant le systeme (X,T) ou X est
lorbite fermée de la suite dans {1,2,...,s}N (ou {1,2,...,s}%), sous l'action du
shift unilatéral T' (ou bilatéral). Lorsque la suite initiale est récurrente et presque
périodique, c’est-a-dire tout mot de la suite y apparait avec lacunes bornées, le
systéme est minimal. Pierre Arnoux dans [2] a défini un outil combinatoire : la
fonction complexité, pour mesurer le degré d’imprévisibilité d’une telle suite, et par
la-méme la relative richesse du systeme associé.

On développera ici une approche spectrale de cette tentative de classification : si
i est une mesure sur X invariante par le shift 7', on fait une étude fine du spectre
de lopérateur unitaire f — foT sur L*(X,u), cette étude étant particulierement,
significative lorsque le systeme admet une seule mesure invariante! Cette analyse
peut étre menée a bout pour certaines classes de systemes dont on choisira quelques
exemples représentatifs.

Un autre point de vue, considéré initialement par les physiciens, consiste a dé-
crire le spectre de 'opérateur de Schrodinger discret dont le potentiel est une suite
a valeurs dans un ensemble fini. Rappelons que cet opérateur H est défini sur [*(Z)
par

Ho(n) =p(n+ 1)+ ¢(n —1) +v(n)e(n)

ou v est le potentiel de H.

Lorsque v est une suite périodique, le spectre de H est absolument continu, alors
qu'il est (ps) discret dans le cas aléatoire. Que peut-on dire dans le cas d’une suite
“intermédiaire” 7

1. Systemes dynamiques discrets : propriétés statistiques

Albert Fathi a défini un systeme dynamique discret comme étant un couple
(X,T), o X est un espace topologique et T' une application continue de X dans
lui-meme. Etudier la dynamique du systeme, c’est étudier le comportement des
orbites, c’est-a~dire des itérées T™(x) suivant le point initial .

23
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On sera amené a élargir la notion de systeme dynamique au cadre mesurable et
plus seulement topologique, méme si les exemples intéressants sont en dynamique
topologique.

Rappelons les deux exemples fondamentaux, cités dans [7], qui, du point de vue
de la dynamique, sont diamétralement opposés :

e le premier, important car il permet de modéliser de nombreux phénomenes
dynamiques, est celui du shift a n symboles. Dans ce cas X est I'espace métrique
compact {0,1,...,n—1}N (ou {0,1,...,n—1}%), noté parfois 3, et la transforma-
tion, 7', est le shift unilatéral (ou décalage) défini par

T(z)p = Tp4a

(ou le méme shift bilatéral). Ce systéme, a lui seul, possede toutes les propriétés
caractéristiques du chaos tel qu'il est défini dans [6] : il est transitif, sensible aux
conditions initiales et ’ensemble des orbites périodiques est dense dans X.

e Le second est celui de la rotation irrationnelle sur le cercle unité, c’est-a-dire
I’application R, définie par :

R,x =z +amod1

avec « irrationnel, si on identifie le cercle unité T a R/Z. Dans cet exemple, tout
point initial est d’orbite dense. La dynamique de ce systeme est donc réduite,
puisqu’il n’y a pas d’orbite périodique, pas de sensibilité aux conditions initiales
(deux points voisins engendrent des orbites proches). Par contre, I’étude approfondie
de l'orbite d’un point a soulevé de nombreuses questions de nature arithmétique (ap-
proximation diophantienne, fractions continues).

C’est aux systemes de cette seconde espece que nous allons nous intéresser.

DEFINITION 1.1. —  Un systéme dynamique (X,T) est dit minimal si toute
orbite est dense dans X, ou de fagcon équivalente, si les seuls sous-ensembles fermés
E vérifiant

T(E)C E

sont X et @.

Les problemes qui se posent alors sont les suivants :

1. Peut-on décrire le comportement de chaque orbite, ou, tout du moins, de la
plupart d’entre elles?

2. Comment mesurer la complexité d’une orbite 7 Quels outils utiliser ?

Pour tenter d’apporter des réponses, nous allons, lorsque ce sera possible, munir
notre systeme d’une mesure invariante par 7.
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1.1. Mesures invariantes

Avant de définir précisément ce qu’est une mesure invariante, rappelons que la
notion apparait naturellement en physique statistique avec la mesure d’équilibre p
d’un systeme physique évoluant au cours du temps. Si le systeme au temps initial
est dans ’état x, il est dans I’état Tz au temps suivant, et 1" est une transformation
de l'espace des états X dans lui-méme. Par exemple, lorsque le systeme est fini et A
un ensemble d’états possibles, p(A) est la probabilité que le systeme soit dans I'un
de ces états, ceci indépendamment de I'instant considéré. La mesure p est invariante
par T.

Les mesures invariantes apparaissent de facon naturelle en mathématiques égale-
ment comme nous allons le voir, mais commencons par en donner une définition.

DEFINITION 1.2. —  Soit X un espace muni d’une tribu A et T une application
mesurable de X dans lui-méme. La mesure de probabilité u définie sur (X, A) est
invariante par T ou T-invariante si, pour tout ensemble A de la tribu,

W(T4) = (A).

Revenons a nos deux exemples.

1. Le shift bilatéral a n symboles. — L’espace métrique compact
X={0,1,...,n—1}%

est muni naturellement de la tribu de ses boréliens. Cette tribu est engendrée par les
cylindres qui sont a la fois ouverts et fermés. Supposons qu’a chaque étape les valeurs
0,1,...,n—1 apparaissent avec probabilités respectives py, p1,...,p, 1 (c'est-a-dire
pi > 0et S p; = 1), et ceci indépendamment d’une étape a autre. Cela revient a
considérer sur le systeme la mesure produit

n= {p07p17 cee 7pn71}Z7

qui est clairement invariante par 7. On parle alors de Bernoulli-shift.
Notons qu’il y a déja beaucoup de mesures invariantes sur (X, 7).

2. La rotation irrationnelle. — On sait qu’il n’existe qu'une seule mesure de
probabilité sur le cercle invariante par toutes les translations, a savoir la mesure de
Haar ou de Lebesgue sur T identifié & [0, 1). C’est aussi la seule mesure de probabilité
invariante par R, quand « est irrationnel : il suffit en effet de prouver que la mesure
de Lebesgue est la seule mesure de probabilité p sur T vérifiant

/fx—l—adu /f Vdu(z

pour n'importe quelle fonction continue f sur T; mais en itérant cette identité, u
vérifie

/fx+noadu /f Ydp(x
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pour tout n. Par densité modulo 1 de la suite (na) et en utilisant la continuité
uniforme de f, on obtient, quitte a prendre une sous-suite,

[ fw+ Hdu@) = [ f@)dut)

ceci pour tout ¢. D’otu le résultat. (On peut aussi calculer les coefficients de Fourier
de la mesure p, et vérifier qu’ils sont tous nuls sauf celui d’indice 0. )

M. Keane écrit dans [3] : “measure-preserving transformations are beautiful!”.
J’ajouterais “invariant measures are beautiful too”. Voici donc d’autres exemples
pour illustrer cette affirmation.

1. Fractions continues et mesure de Gauss.
Prenons X :=[0,1] \ Q et définissons T" par

1
la partie fractionnaire de —. Gauss, dans une lettre a Laplace (1812), écrit qu’il a

x
trouvé une probabilité invariante par T'; il s’agit de la mesure a densité

1 1
log21+=x

par rapport a la mesure de Lebesgue m sur X. Malheureusement, il n’explique pas
comment il I’a trouvée et c’est beaucoup plus tard qu’on la retrouve comme point
fixe d’un opérateur de Perron-Frobenius. C’est donc la seule probabilité T-invariante
équivalente a la mesure de Lebesgue m (ayant les mémes ensembles négligeables).
L’opérateur de Perron-Frobenius dans ce cas est 'opérateur ® défini sur L'(X,m)
par :

Sf(@) =3 flea)

=1 x+n)(x+n)2

et ® admet un seul point fixe f qui est tel que u = f-m est une mesure T-invariante.
3]

2. Produit de Riesz.

On s’intéresse cette fois a la transformation définie par Tz = 22

sur le cercle

unité, que 'on préfere voir comme la transformation 7T'x := 2z mod 1 sur l'espace

X := T identifié a [0,1). Cette transformation possede de nombreuses probabilités
S ) e s 1 . 12

discretes invariantes, par exemple la probabilité de masses — aux points {=, =}... et

une seule probabilité équivalente a la mesure de Lebesgue m, la mesure de Lebesgue
elle-méme! Mais elle admet de nombreuses probabilités continues, singulieres par
rapport a m c’est-a-dire portées par un borélien de mesure de Lebesgue nulle. Un
exemple est celui-ci qui apparaitra naturellement dans la suite. Il s’agit d’une mesure
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faisant partie d’une classe d’exemples construits par M. Riesz qui, initialement,
cherchait une mesure dont on connaisse de fagon explicite les coefficients de Fourier.

Notons
N—1

Py(t) == ] (1 — cos2mw2"t)
n=0
pour tout N > 1. La suite (Py) - m converge pré-faiblement dans M (T), espace des
mesures bornées sur T, vers une probabilité p continue, T-invariante, vérifiant

p(2n) = p(n)

~

p(n) +p(n+1)
2

p2n+1)=—
pour n > 0, et
p(—n) = p(n)
On la note abusivement

o.¢]
p:= ] (1 - cos2m2"t).

3. 0-shift.

1++5
2

et la transformation

Counsidérons le nombre d’or § =

Tx :=60x mod 1

définie sur X := [0, 1). Il existe une unique probabilité T-invariante équivalente & la
mesure de Lebesgue, qui admet la densité

—— 51 0<x<O”
14072 -

92
m si 9_1§1'<]_

Le terme 6-shift sera justifié plus loin.

Remarque. — Le probleme d’existence ou d’unicité de mesure invariante (finie
ou non) reste un probleme difficile et crucial puisque, en général, I'espace et la trans-
formation sont donnés, mais pas la mesure invariante. Le probleme peut d’ailleurs
se poser pour une famille de transformations. Une généralisation de 1. est le résultat
suivant (voir par exemple [13]) : Si X est un espace métrique compact et (7;) une
famille d’isométries de X, il existe une mesure invariante par tous les T1;.

On se restreindra aux cas ol il existe une mesure de probabilité invariante.
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Si X est un espace métrique compact, et 7" une application continue de X dans
lui-méme, il existe toujours des probabilités boréliennes préservées par 7T'. Il suffit
de prendre une limite pré-faible dans M (X) de la suite de probabilités

1
UN = N Z Ornyp

Probléeme. — Pour terminer ce paragraphe citons une conjecture partiellement
résolue : une probabilité sur [0, 1), continue, qui est a la fois 2- et 3-invariante est-elle
nécessairement la mesure de Lebesgue?

1.2. Ergodicité

On oublie un instant la propriété topologique de minimalité, pour s’intéresser a
la propriété d’ergodicité, propriété analogue dans le cadre mesurable, mais qui dé-
pend de la mesure invariante choisie. Soit (X, A, T, u) notre systeme, ol, désormais,
i est T-invariante; on veut préciser ’analyse de chaque orbite d’un point de vue
statistique si possible.

Question 1. — Fixons B € A partie mesurable de X ; étant donné x € X,
visite-t-il B sous 'action de T" et combien de fois?

Une réponse partielle est fournie par le théoreme de récurrence de Poincaré :

THEOREME 1.1 (Poincaré). — Soit (X, A, T, ) un systéme dynamique et B €
A partie de X de mesure > 0 ; alors, pour u-presque tout x € B

N(z,B):={n>0;T"x € B}

est infini.

Commentaires.

1. Ce théoreme donne une réponse pour les points de B, mais ne dit rien sur les
points du complémentaire de B

2. La question 1, pour tout x de X, n’a d’intéret que si X ne se décompose
pas en deux morceaux de mesure positive et invariants par 7', car alors les orbites
pourraient étre piégées dans I’'un de ces morceaux. C’est ’hypothese que nous allons
faire et qui n’est pas restrictive.

DEFINITION 1.3. —  La probabilité n définie sur (X, A, T) et T-invariante est
dite ergodique si tout ensemble A de A vérifiant

T 'ACA

est de mesure 0 ou 1.
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On remarque que la propriété se teste en fait aussi bien sur les ensembles comple-
tement invariants, c’est-a-dire vérifiant 7-'A = A.

La réponse a la question 1 est alors donnée par le théoréme ergodique (qui est
une généralisation de la loi forte des grands nombres) :

THEOREME 1.2 (ergodique de Birkhoff). — Soit (X, A, T, u) un systéme dy-
namique ot i est une probabilité ergodique ; soit B un ensemble fizé dans A. Alors,
St 0N pose

Sp(z) :=#{0 < k < n;T*z € B},

pour p-presque tout x,
1
lim —S,(z) = u(B).

n—oo n
Plus généralement, si f est une fonction p-intégrable sur X, alors, pour p-presque
tout x,

,}Lngo% > f(Tre) = /fdu-

k<n

Commentaire. — Malgré son nom, ce théoreme admet une version plus générale
sans ’hypothese d’ergodicité, et fournit alors une version améliorée du théoreme de
Poincaré :

lim 4N (2, B) N [0,n — 1)) > 0

n—oo 7,

pour p-presque tout point x de B.

Exemples.

1. La mesure de Lebesgue est ergodique pour la rotation irrationnelle; plus géné-
ralement, lorsque 7" admet une unique probabilité invariante, celle-ci est automa-
tiquement ergodique, car les probabilités ergodiques sont les points extrémaux du
convexe compact Mp(X) constitué des probabilités T-invariantes sur X. Un tel
systeéme (ou plus simplement I’application T') sera dit uniquement ergodique.

2. La mesure de Lebesgue est également ergodique pour la transformation 7'x :=
2z mod 1 comme on peut le vérifier en utilisant une définition équivalente de ’er-
godicité :

DEFINITION 1.4. —  Soit (X, A, T, 1) un systéeme dynamique. La probabilité u
est ergodique pour T si et seulement si, toute fonction mesurable f : X — R vérifiant
f(Tz) = f(x)

w-presque partout, est égale presque partout a une constante.

I1 suffit de le vérifier pour les fonctions bornées sur T et d’utiliser le développement
d’une telle f en série de Fourier.

Le produit de Riesz p défini dans le paragraphe précédent est aussi ergodique
pour cette transformation (elle possede en fait une propriété plus forte). Or on
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peut vérifier que deux probabilités ergodiques distinctes du méme convexe compact
My (X) sont nécessairement étrangeres (elles habitent sur des boréliens disjoints).
Cela prouve que cette mesure est singuliere.

On pourrait déduire la singularité du théoreme ergodique appliqué a f(z) := ™
sur [0, 1) avec les mesures m et p successivement, en remarquant que

/fdsz

alors que
- 1
[ fap=p01) =3
3. La mesure de Gauss et la mesure associée au 6-shift sont toutes deux ergodiques
et cela peut résulter du théoreme de Ruelle-Perron-Frobenius. En appliquant le
théoreme ergodique a la transformation 7" de Gauss par exemple, on peut obtenir

des résultats presque strs sur la répartition des quotients partiels : a tout z € [0, 1]\Q
1

on associe la suite d’entiers a; = a(z) = {—] et pour n > 1, a, = a,(z) = a,—1(Tx),
x

appelés quotients partiels de .

PROPOSITION 1.1. — Pour chaque entier k > 1, pour presque tout x, la fré-
quence relative d’apparition de k parmi les a,(x) est
1 (k+ 1)

log 2 ©8 k(k+2)

En particulier presque tout x est a quotients partiels non bornés.

Question 2. — Peut-on décider, pour un point initial x fixé, s’il appartient ou
non a cet ensemble de mesure pleine pour lequel la limite existe dans le théoreme
ergodique ?

DEFINITION 1.5. —  Supposons que X soit un espace métrique compact. Le
point x est dit générique pour le systeme dynamique (X, A, T, p) si

lim 3 f(14) = [ fd

k<n

pour toute f continue sur X.

Par le théoreme ergodique, p-presque tout x est générique mais il est difficile d’ex-
hiber un seul point, comme on peut le voir par exemple avec les nombres normaux.
On rappelle qu'un nombre est normal en base ¢, si la suite de ses digits en base ¢
est une suite normale, c’est-a-dire telle que, pour chaque n, tout motif de longueur
n apparait dans la suite avec la fréquence ¢~". Il résulte du théoreme ergodique
appliqué a la transformation x — ¢z mod 1 que presque tout nombre est normal en
base ¢ (et méme en toute base); mais on ne sait pas décider si le nombre /2 par
exemple est normal en base 2, comme le pensait Borel.

Le résultat suivant sera précieux puisqu’il nous permettra d’étudier toute orbite :
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THEOREME 1.3 (Oxtoby). —  Supposons l’espace métrique compact et le sys-
teme uniquement ergodique. Alors tout point est générique; plus précisément, pour
toute f continue sur X

.1 k
T}Lngoﬁlgf(T z) —/fdu
n

uniformément sur X.

Commentaires.

1. Il y a en fait équivalence entre I'unique ergodicité du systeme et la convergence
uniforme vers une constante des moyennes de Birkhoff de toute fonction continue.
La démonstration en est assez simple (voir par exemple [14]).

2. Aprés cette étude (rapide) on peut dire que la minimalité est la version
topologique de 1'unique ergodicité, alors que la version topologique de I’ergodicité
est la transitivité (existence d’un point d’orbite dense lorsque X est un compact
sans point isolé. )

A noter une classe importante d’exemples [6] :

PROPOSITION 1.2. — Tout homéomorphisme du cercle sans orbite périodique
— donc de nombre de rotation irrationnel — est uniquement ergodique.

1.3. Isomorphismes de systéemes et codage

La probleme d’isomorphisme entre systemes dynamiques est naturel : étant donné
un systeme, n’est-il pas simplement une autre version d’'un systeme déja connu, dont
la dynamique est plus simple a étudier 7 Cela peut répondre aussi a un besoin de clas-
sification. Enfin, les systemes symboliques sont relativement bien connus, et un outil
pour comprendre un systeme dynamique abstrait serait une représentation symbo-
lique d’un tel systéme. Fathi a défini dans [7] la notion de semi-conjugaison et de
conjugaison en dynamique topologique, deux systemes (topologiquement) conjugués
ayant la méme dynamique.

On va introduire une notion d’isomorphisme pour les systemes mesurés, moins
exigeante que la notion de conjugaison pour les systemes topologiques et plus adaptée
a notre préoccupation. Un tel systeme, rappelons-le, est muni d’une probabilité
invariante.

DEFINITION 1.6. —  Les systémes (X, A, T, pn) et (X', A", T', u') sont métrique-
ment isomorphes s’il existe une application mesurable h : X — X' vérifiant

pw(h tA") = p/(A") pour A" € A’
hoT =T'oh
et s’il existe Y C X et Y' C X' vérifiant
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tels que h 'Y — Y’ soit bijective et bimesurable (h est une presque-bijection
bimesurable).

La théorie ergodique s’intéresse aux propriétés préservées par ce type d’isomor-
phisme (ergodicité par exemple). L’exemple suivant va éclaircir et justifier cette
définition.

Exemple 1. — Notons 15 'application = — 2x mod 1 définie sur X identifié
a [0,1). Il est prouvé dans [7] que le systeme (X, T5) est semi-conjugué au 2-shift,
(X5,7), ou ©F désigne le compact {0,1}N. Les rationnels dyadiques admettant
deux décompositions, 'application ne peut étre bijective; de toute facon, les deux
systémes ne peuvent étre conjugués puisque X3 est totalement discontinu.

Par contre, (33,7, {3, 3}™) et (X, T, m) sont des systémes métriquement iso-
morphes. Pour le voir, il suffit de considérer I'application de semi-conjugaison h :
Y5 — X définie par

Ooun

h(u) =" on
1
Puis on la restreint au départ a I’ensemble des suites de 0 — 1 qui, a partir d’'un
certain rang, ne sont pas identiquement nulles ou identiquement égales a 1 , et a
I’arrivée, a X privé des rationnels dyadiques. Par ailleurs les mesures sont échangées
par h.
La semi-conjugaison s’est révélée un excellent candidat comme isomorphisme de
systemes mesurés, ce qui sera souvent le cas.

Exemple 2. — Considérons le systeme (X, T, 1) ou la transformation T est dé-
1+5

. On a exhibé

sur X une probabilité T-invariante (équivalente & la mesure de Lebesgue et unique
parmi celles-ci) notée u. Ce systeme est (métriquement) isomorphe & un sous-shift
de type fini appelé le 0-shift, muni d’une mesure markovienne.

finie sur X := [0, 1) par Tz := fx mod 1, § étant le nombre d’or

Rappelons qu’un sous-shift désigne simplement un systeme topologique cons-
titué d’une partie fermée Y de X = {0,1,...,n — 1}N%Z invariante par le shift. Le
complémentaire de Y dans X étant ouvert, c’est une union dénombrable de cylindres
ouverts disjoints, qu’on peut, sans restriction, supposer définis par des contraintes
portant sur des coordonnées consécutives ou blocs; ainsi, le fermé est défini par
une liste dénombrable de blocs interdits. Le sous-shift (Y, T) est dit sous-shift de
type fini lorsque la liste des blocs interdits est finie. A un tel sous-shift est associée
une matrice de transition (a coefficients 0 — 1) M qui contient une grande partie
de I'information statistique du systeme, et de coefficients M;; = 1 si ij est un mot
permis, 0 sinon. Ainsi Y := ¥, est I’ensemble

{x € {07 L...,n— 1}NOUZ : Ml‘il‘iﬂ = 1}
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Le §-shift est le sous-shift de X5 constitué des suites de 0 et de 1 dans les quelles le
bloc 11 n’apparait pas. On le note ¥y. La matrice M correspondante est simplement

1 1
1 0
de polynome caractéristique X? — X — 1 = 0. A toute suite (z,) de Xy on peut
associer le réel v = Y x,0~"; il est aussi naturel de définir 'application de X dans
Yl par
: n -1
z i (z,) € {0,13N ou m, = {0 S?T v €0,677],
1 sinon
c’est-a-dire la décomposition en base ), qui est bien définie en dehors des réels
admettant deux écritures (les réels de Q(f) ayant une écriture avec un nombre fini
de termes non nuls et une se terminant par la suite 0101010101 - - -).
La mesure invariante sur Xy est la mesure transportée par cette application. C’est
une mesure de Markov définie sur les cylindres de ¥y par

p]) = Gy

siw=uwp---w et si(ga)a (da)a sont les vecteurs propres a gauche et a droite de la
matrice M pour la valeur propre ¢, normalisés par >, god, = 1.

Comme application du théoreme ergodique, on peut obtenir des résultats sur la
fréquence d’apparition d’une lettre ou d’'un mot dans le développement de presque
tout nombre. Par exemple

PROPOSITION 1.3. —  Pour presque tout x € [0,1), la fréquence d’apparition
de 0 dans son développement en base 6 est
92
1+ 62

Etant donné une partition finie de X,
X=X, UX,U---UX,
on peut associer & tout x la suite w(z) € Q = {agp, ai,...,a,}~ définie par
wx)h, =a; si T'zreX;.

On a codé l'orbite de = par une suite infinie de €2, et on dit que la partition est
génératrice si deux points différents de X ont des codages différents. En général le
codage n’est pas défini de maniere unique aux points frontieres de la partition et en
leurs pré-images, ce qui induit au mieux un isomorphisme métrique entre le systeme
initial et le systeme symbolique.
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Exemples. — Cestlecasdex — 2z mod 1 etlapartition Xo = [0,3[ X; =
[5,1) ou z+— 6z  mod 1 et la partition Xo = [0,67' X;=1[""1).

Un autre exemple important est celui du codage de fonction unimodale [6].

Le désordre est plus facile a mesurer pour les systémes symboliques. C’est un
des intéréts du codage.

Un outil pour mesurer la richesse d'un systeme dynamique est la notion d’en-
tropie, entropie topologique h,,, dans le cadre topologique et entropie métrique
h, dans le cadre d’un systeme muni d’une mesure p. Pour un sous-shift X, notons
W (X, k) le nombre de blocs de longueur k£ apparaissant dans X ; alors

1
hiop = lim sup z log W (X, k)
k—o0

que l'on peut adopter comme définition.

PROPOSITION 1.4. — Soit Xy un sous-shift de type fini de matrice M primi-
tive (une puissance de M a tous ses coefficients > 0). Alors lentropie topologique
est log A ou A\ est la valeur propre dominante de la matrice.

Démonstration. — Notons plus simplement W (X, n) par W(n); W(2) est le
nombre de 1 dans M et donc

W(2) = Z M;;
i7j
Maintenant si n > 2,

M = 3 My Mg, - My,
1,82, msin—1
et My, M, i, -+ M;, ; = 1 signifie que it1ig+ - 7,_1J est un mot de X de longueur
n+1; Mi(jn) est donc le nombre de mots de W (n + 1) commencant par i et finissant
par j, et
Wn+1) =3 M
Z7J

La proposition résulte alors du théoreme de Perron-Frobenius [11] :

THEOREME 1.4 (Perron-Frobenius). — Soit M une matrice carrée, a coeffi-
cients positifs, et primitive. Alors M admet une valeur propre dominante strictement
positive, racine simple de son polynome caractéristique, et admettant un vecteur pro-
pre a droite et a gauche strictement positifs.

Si A est cette valeur propre dominante, on a clairement

nggg

ol ¢ et C sont deux constantes positives, et la proposition suit. <
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La proposition reste vraie lorsque la matrice M est seulement irréductible (pour
chaque couple (i, j) on peut trouver un entier n tel que M} soit > 0) en utilisant la
version du théoreme de Perron-Frobenius dans ce cas.

L’entropie topologique est un invariant topologique (pour la conjugaison) et ’en-
tropie métrique un invariant pour l'isomorphisme métrique; un systeme d’entropie
strictement positive, tel que le sous-shift de type fini, est un systeme dont 1’aléatoire
est riche.

1.4. Systeme associé a une suite

On s’intéresse désormais aux systemes (X, 7T, u) avec X métrique compact et
d’entropie topologique nulle. Pour un tel systeme, I’entropie, quelqu’elle soit, est un
outil insuffisant pour mesurer 1’aléatoire qu’il contient. (Pour un espace métrique
compact X et un homéomorphisme T, hy,, = sup{h,;p € Mp(X)}, ce qui nous
dispense d’introduire la notion d’entropie métrique!). De ce point de vue, les syste-
mes infinis les plus pauvres sont les systémes sturmiens. Un systeme sturmien est
un systeme engendré par une suite sturmienne, c’est-a-dire une suite de complexité
minimale parmi les suites non-périodiques. Etant donné une suite u ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs, on considére pour tout n le nombre p(n) des mots de la suite
de longueur n; la fonction p, appelée fonction complexité, a été étudiée en [2].

Le systéme engendré par u, est (X,T) avec X = Orb(u), T le shift (unilatéral
ou bilatéral) sur X. Par construction de X, une suite = est dans X si et seulement
si tout mot x;x;41 -+ - ; de x est un mot de la suite initiale.

Les systemes sturmiens apparaissent lors du codage de la rotation irrationnelle
et ont été analysés dans [2]. Rappelons un des résultats :

PROPOSITION 1.5. — Soit R, la rotation irrationnelle sur X = [0,1), et no-
tons Xo =[0,1—af, X1 =[1—a,1). Alors le systéme (X, R,, m) est métriquement
1somorphe a un systeme sturmien.

35

Exemple. — Lorsque o = , le codage envoie 0 sur la suite

v = 001001010010010100101001001010010010100101 - - -

et le systéme initial, sur le systeme engendré par la suite u, c’est-a-dire (X, T, 1) ou
i 'image de m.

Soit plus généralement u une suite récurrente de AZ. Le systeme (X, T) associé &
la suite u est minimal si et seulement si tout mot de la suite (ou de n’importe quelle
autre suite de X)) y apparait avec des lacunes bornées. Cela résulte d’une caracté-
risation plus générale de Gottschalk. En combinant ceci avec le théoreme d’Oxtoby
on obtient alors :

THEOREME 1.5. — Le systéme associé a la suite u est minimal et uniquement
ergodique (on dit alors strictement ergodique) si et seulement si tout mot de
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la suite admet une fréquence uniforme > 0; plus précisément, si B = bibs---b
apparait dans u,

1
lim —#{k;m+1§k§m+n:uk+1uk+2---uk+l:blbg---bl}:dg>O
n

n—oo

uniformément par rapport a m.

Démonstration. — B étant un mot de u, notons [B] le cylindre engendré par B.
Supposons le systeme strictement ergodique. Si p est 'unique probabilité invariante
du systeme, il suffit d’appliquer le théoreme d’Oxtoby a la fonction continue f = 1jp
pour obtenir la limite cherchée avec dp = p([B]). Par minimalité, cette limite est
> 0.

Réciproquement, la fonction d’ensembles dg vérifie

OSngl, delsiBZQ,

dp = Zde = Zde-

beA beA
Il existe alors une mesure p de probabilité T-invariante sur les boréliens de X telle
que u([B]) = dp pour tout mot B. Le fait que (X,7T) soit uniquement ergodique
résulte de la caractérisation d’Oxtoby d’un tel systeme, et la minimalité découle de
la condition dg > 0 pour tout B. A noter que par minimalité, le support fermé de
i est X tout entier.

Toute I'information statistique d’'un systeme strictement ergodique est contenue
dans 'une quelconque des suites © € X. On se restreint a ce type de systeme lorsque
I’on veut étudier le désordre d’une suite ou d’une configuration bien déterminée.
C’est une situation tres différente de celle d’'un Bernoulli-shift par exemple.

Exemples. — Certaines classes de suites ont été systématiquement étudiées;
nous allons commencer par des cas particuliers avant de tenter une généralisation.

1. Suite de Thue-Morse. — Considérons A% ou A = {—1,+1}. On définit la
suite (my)n>0 par
my, = (—1)%"

ol S, désigne la somme des chiffres de I'entier n écrit en base 2, c’est-a-dire
Sn:nl—l—ng—l—---—i-nk

lorsque
n:n1+2-n2+---+2k_1-nk

de sorte que les n; valent 0 ou 1. Il est facile de voir que la suite m est completement
déterminée par les relations

mo = 1, mg, = my, Mapy1 = —Mmy, 1 >0
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ce qui implique que la suite est 2-automatique comme nous le verrons plus tard, et
aussi bien par les relations

mo =1, Mon-1,p = —my, k>0, n>1

ce qui signifie que la suite est 2-multiplicative. Cette suite qui a été souvent étudiée
et rencontrée dans différents domaines des mathématiques s’appelle suite de Thue-
Morse.

PROPOSITION 1.6. — La suite m prolongée auz entiers négatifs par m, =
m_,_1 engendre sous le shift un systeme strictement ergodique et ['unique mesure
invariante p sur (X = Orb(m),T) vérifie

1

W(IBD) € {550 55)

pour tout mot B de m de longueur [, 2F +1 <[ <2k |k >1

La stricte ergodicité n’est pas plus difficile a établir dans un cadre plus général, ce
qu’on verra plus loin. La description de p sur les cylindres a été faite par Dekking
et V. Berthé [4].

2. Suite de Toeplitz. — Considérons la suite définie pour tout n € Z par
bn = Mp * My

Il est facile de voir que

+1 sin =0,
t,=+¢ —1 si n est impair,
(=D sin=2F2m+1), k> 1.

On peut construire cette suite ainsi : on se figure les entiers comme des cases a
remplir; on place 1 en case 0, puis —1 dans toutes les cases impaires. On remplit
alors une case restante sur deux par 1, puis a nouveau une case restante sur deux
par —1, une case restante sur deux par 1, etc. en alternant les 1 et les —1.

Cette suite appelée suite de Toeplitz engendre elle aussi un systeme stricte-
ment ergodique, comme on le verra ci-dessous.

On s’apercoit que le procédé de construction peut étre généralisé a d’autres
suites, en remplissant différemment les trous; c’est ainsi, par exemple, qu’on peut
construire les suites de papiers pliés [1].
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3. Suite de Fibonacci. — Considérons A = {a, b} et la suite dite de Fibonacci
a valeurs dans A définie de proche en proche par le regle suivante : on part de a
et on lui substitue le mot ab; puis on recommence en remplacant chaque a par ab
et chaque b par a. On obtient une suite de mots de longueur tendant vers linfini,
chacun commencant par le précédent, qui converge donc vers la suite u

abaababaabaababaababaabaababaabaababa - - - .

La suite des longueurs des mots successifs n’est autre que la suite de Fibonacci d’ol
le nom de la suite. De la méme facon, on obtient

PROPOSITION 1.7. — La suite u engendre sous le shift un systeme strictement
ergodique et 'unique mesure invariante p sur (X = Orb(u),T) vérifie

pllal) = 0%, p(p]) =0

{7, &) sin=1F,—1
wu([B]) { (5, s gir} 86 Fp <n < Fpy — 1

pour tout mot B de u de longueur n > 2, ou 0 désigne comme toujours le nombre
d’or.

Il est facile d’établir que la fréquence d’apparition de la lettre a est 6! et celle de b,
62. La fréquence de tout mot a été calculée par Dekking et V. Berthé ([4]) a étudié
le cas plus général des suites sturmiennes.

4. Suites substitutives. — Les trois suites précédentes peuvent s’obtenir par un
procédé de substitution,
a — ab, b — ba

pour la suite de Thue-Morse, et
a — ab, b — aa

pour la suite de Toeplitz.

Plus généralement, A étant un alphabet fini noté simplement {0,1,...,s — 1},
une substitution ¢ est une application de A dans I’ensemble des mots construits sur
A, qui se prolonge par juxtaposition, en une application encore notée ¢ de AN dans
lui-méme. Une suite u est substitutive si elle est point fixe d’une substitution. La
substitution est de longueur constante, ¢, si les mots associés a chacune des lettres
de A ont méme longueur ¢; dans ce cas on désigne par suite g-automatique toute
image d’un point fixe par une application de A dans C.

Un critere de Cobbham permet de décider si une suite est g-automatique :

PROPOSITION 1.8. — (uy,) est g-automatique si et seulement si ’ensemble des
suites {u(q*n +m)n>o} lorsque k > 0 et m < ¢* est un ensemble fini.
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On définit la matrice de la substitution M = M(() : c’est une matrice s X s a
coefficients entiers dont le coefficient M;; est le nombre de ¢ dans le mot ¢(j). Si on
itére n fois la substitution ¢, M({™) = M(¢)".

On suppose pour simplifier et assurer I’existence d’un point fixe v que, pour une
lettre a, le mot ((a) commence par a, et que la suite des longueurs des mots (™(b)
tend vers oo avec n, pour b € A. Alors u = (*°(a) est un point fixe de (. Le systéme
associé a la suite u est comme toujours désigné par (X = Orb(u),T) o, a priori,
X est une partie de AN. C’est un sous-shift avec beaucoup plus de contraintes que
n’en possede un sous-shift de type fini; ces contraintes d’ailleurs ne sont pas comple-
tement décrites par la matrice M comme c’était le cas pour un sous-shift de type
fini, puisqu’elle ne rend pas compte de 'ordre d’apparition des lettres dans chaque
substitué; c¢’est toute la différence! Pour les décrire, il faudrait introduire la matrice
des 2-mots. Cependant, on peut déja établir avec la simple matrice M quelques
résultats.

THEOREME 1.6. — Si la matrice M(() est primitive, le systéme est stricte-
ment ergodique.

La démonstration (due a P. Michel) résulte du théoreme de Perron-Frobenius et se
trouve dans [10].

PROPOSITION 1.9. —  Tout systéeme (X = Orb(u),T) est d’entropie nulle, et
lorsque la matrice est primitive la fonction complexité est en O(n).

Démonstration. — La fonction complexité d’une suite substitutive est de I'une
des formes suivantes : O(1), O(n), O(nloglogn), O(nlogn), O(n?), [1] et le fait
qu’elle soit de I'ordre de n pour une substitution primitive résulte une fois de plus
du théoreme de Perron-Frobenius [10].

5. — D’autres classes de suites sont intéressantes, telles que les suites multipli-
catives, les suites de Morses généralisées ou les suites définies par itération d’un
cocycle a valeurs dans un groupe fini. ..

2. Propriétés spectrales

On se place dans ce paragraphe, dans le cadre d’un systéme dynamique (X, T, u),
avec (X, u) espace de Lebesgue (isomorphe a l'intervalle unité muni de la tribu de
Lebesgue et de la mesure de Lebesgue- ce qui n’est pas tres restrictif) et T inversible.
L’opérateur Ur défini sur I'espace de Hilbert L?(X, ) par

Ur(f)=foT

est un opérateur unitaire, auquel on va appliquer la théorie de la décomposition
spectrale. Ceci nous fournira un nouveau procédé de classification, qui, comme on
le verra, permettra de distinguer les systemes d’entropie nulle.
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Deux systemes sont spectralement isomorphes, si les opérateurs associés sont
unitairement conjugués. Il est clair que I'isomorphisme métrique entraine l'isomor-
phisme spectral, puisque, avec les notations du paragraphe 1.3, les opérateurs Uy
et Up sont conjugués par l'opérateur V;, de multiplication par h. La réciproque est
vraie pour certaines classes de systemes.

2.1. Généralités sur la théorie spectrale

Rappelons, dans le cas plus général d’un opérateur unitaire U agissant sur un
espace de Hilbert séparable H, les principales caractéristiques spectrales. I faut
noter que le spectre ensembliste ne sera d’aucune utilité pour 'opérateur Uy avec T'
ergodique, car toujours égal a T.

1. — On note [U, h], lespace cyclique engendré par h, c’est-a-dire la fermeture
de espace vectoriel engendré par les U"h , n € Z.

U restreint a un espace cyclique [U, h] est isométriquement isomorphe a 1'opé-
rateur V' de multiplication par la fonction e?™ sur le Hilbert L*(T,0y) o oy, la
mesure spectrale de h, est une mesure positive et bornée sur T définie par ses coef-
ficients de Fourier :

an(n) := (U"h, h)

pour tout n € Z.
Cela résulte de l'identité

(PU) b, PU) By = [ |P(2)2do (1)

pout tout polynome trigonométrique P et h dans H.

2. Spectre discret. — U est a spectre discret si I’espace vectoriel engendré par
les fonctions propres est dense dans H.

3. Spectre simple. — U est a spectre simple s’il existe h € H tel que [U, h] = H.

4. Spectre simple de Lebesgue. — U est a spectre simple de Lebesgue, si U
est unitairement conjugué a V sur L*(T,m), ou encore §'il existe h € H tel que
(U™h)pez forme une base orthonormale de H. Dans ce cas, en effet, o, = m.

5. — On dit que U a une composante d’un certain type dans son spectre, si le
spectre de la restriction de U a un sous-Hilbert invariant de H est de ce type. Ainsi,
U a toujours un spectre discret en restriction a l'espace vectoriel engendré par les
fonctions propres.
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Le théoreme de décomposition spectrale peut s’énoncer ainsi :

THEOREME 2.1. — Soit U un opérateur unitaire sur un Hilbert séparable H.
Il eziste alors une suite (hy),>1 d’éléments de H telle que

a) [U, hy| L [U, hy] pour tous n # m

b) H=@,>1[U, hn|

C) Oh, > Oh, > .-

et la suite de mesures (op,,) est unique d une équivalence prés.

La multiplicité spectrale de U est le nombre minimal (fini ou infini) d’éléments
fi,- .., fm pour lesquels il existe une décomposition H = @,,>,[U, fa]-

Revenons au cas d’un systeme dynamique et de 'opérateur Ur avec T' ergodique.
Dans ce cas, les fonctions propres, étant de module invariant par 7', sont de module
constant, que ’on peut choisir égal a 1. Les valeurs propres sont simples et forment
un sous-groupe de T, de méme que la famille de fonctions propres normalisées.

Citons un premier résultat que l’on peut trouver dans [9] et qui clarifie les choses :

PROPOSITION 2.1. —  Soit (X, T, p) avec T inversible : ou bien T est d’en-
tropie métrique nulle, ou bien Ur a une composante de Lebesque de multiplicité
nfinie.

Autrement dit, les systemes avec composante de Lebesgue de multiplicité infinie
sont tres riches du point de vue de l’aléatoire. Intuitivement, I'apparition d’une
composante de Lebesgue dans le spectre dénote un certain hasard dans la description
du systeme, alors qu’a 'opposé, un spectre discret est le fait d’un systeme rigide
comme nous allons le voir. En fait I’étude spectrale apporte un autre éclairage a 1’é-
tude des systemes de basse complexité, peut-eétre parce qu’on ne sait pas interpréter
celle-ci? Explorons quelques exemples en entropie nulle.

1. Spectre discret. — La rotation irrationnelle R,x := x+ «a mod 1 agissant sur
[0,1) est & spectre discret; en effet les fonctions €™ avec n dans Z sont fonctions
propres de R, et forment une base de L?(T,m).

Le résultat suivant est dit a Halmos

PROPOSITION 2.2. —  Toute transformation ergodique a spectre discret est mé-
triqguement isomorphe a une rotation sur un groupe métrique compact abélien muns
de la mesure de Haar.

C’est un des cas ou les notions d’isomorphisme spectral et d’isomorphisme métrique
coincident. Si I' est le groupe discret des valeurs propres de la transformation 7,
toute translation ergodique Ty, sur G' = [ admet I’ comme spectre. Reste a montrer
que deux systemes discrets avec le méme spectre I' sont métriquement isomorphes;
pour cela on construit a ’aide des fonctions propres normalisées (f,) et (g,) et de
leur propriété de groupe, un isomorphisme des g-algebres qu’on étend aux espaces
eux-memes.
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Exemple 1. — La transformation de Kakutani définie sur ([0, 1], m) par
) 1
T+ = sty < —,
1 2 3
Tx = — si— <z < -,

est a spectre discret car isomorphe a 7, ’addition de 1 avec retenue sur le groupe {2
des entiers dyadiques muni de sa mesure de Haar.

Rappelons que € est 'ensemble {0, 1} muni de I’addition composante par com-
posante avec retenue. €2 est un groupe métrique compact pour la distance dyadique
d(w,w") = inf{k, wr # W'x}. Un élément w € Q peut étre représenté formellement
par la somme infinie w = 32°, w;2%, de sorte que les entiers naturels, qui sont les w
avec un nombre fini de 1, sont denses dans (€2, d). A noter que dans cette représen-
tation, —1 = (1,1,...,1,...) et (0,...,0,1,1,...) = —2".

—

La mesure de Haar du groupe  n’est autre que la mesure produit {

Ce systéme (uniquement ergodique) (€2, 7) est appelé le 2-odométre.

Voir [8] pour une description géométrique de la transformation de Kakutani, et
[9] pour une démonstration directe du fait que le spectre est discret.

L

Exemple 2. — Un exemple important est celui-ci : soit # le nombre d’or; on
considere X, l’ensemble des suites de 0 — 1 sans 11 (qui a permis de définir le 6-
shift) mais muni cette fois de 'addition 7j de 1 avec retenue. Il s’agit en fait de la
transformation induite par 7 sur Xy, car x étant dans Xy, 7(z) y est encore si le
mot 11 n’y apparait pas; sinon on définit

Tp(z) = 7O (z), n(x)=inf{n > 1; 7"(z) € X,}.
On peut montrer que le systeme (Xy, Tp) est uniquement ergodique et discret (alors
que le @-shift est d’entropie positive!). On montre pour cela qu’il est isomorphe a la

— 5—1
rotation Ry sur [0,1), 00 0 =1/0 = \/_2 :
Notons (F},) la suite de Fibonacci avec F 1 = 0, Fy = F; = 1 et considérons
pour = € Xy,

o(x) = i 2y (Fp0 — F_1) (mod1).

n=0

(Rappelons que de la théorie des fractions continues, il résulte |F,,0 —F, || < 5 ).
n+1

On montre alors que ¢ est une application continue de Xy dans [0, 1) qui vérifie

Pour établir ce dernier point, soit z € Xy et notons j le premier indice pour lequel
zjxj11 = 00; les composantes précédentes de x sont donc 0101 ---01 ou 1010---01
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suivant la parité de j puisque 11 n’apparait pas. Si j n’existe pas, on pose Ty(x) = 0.
Ainsi, pour les autres, Tp(x) = (0---010x49---) et

¢(Tg($)) = Fjg — ijl + i lvk(Fkg - Fk*l)a

k=j+2

alors que

¢($) = FQ? - F1 + F4y — F3 + -+ P}_ly - Fj_g + Z l'k(Fkg - Fk—l)-
k=j+2
L’identité découle de la relation F,,, = F, + F,_1.
On montre enfin que ¢ est injective en dehors des suites 010101 --- et 101010 - -
et surjective.

2. Spectre continu. — Les fonctions constantes étant invariantes par Urp, 1 est
toujours valeur propre, et on se restreint a l’orthogonal des constantes. Le spectre
est continu si Ur n’admet pas d’autres valeurs propres; toutes les mesures spectrales
sont alors des mesures continues. Le premier exemple de transformation a spectre
continu a été donné par Chacon; son idée était de détruire 'arithmétique de la
rotation afin de supprimer les valeurs propres. Il s’agit d’un 3-odometre perturbé.
La construction initiale de Chacon était géométrique (voir [8]), mais on peut la dé-
crire comme le shift d’un systeme symbolique, et méme un systeme associé a une
substitution primitive.

On construit une suite de 0—1 par blocs de la facon suivante : on part de By = 0,
B; = 0010, et de proche en proche, on définit B, ,; = B, B, 1B,,. Cette suite de blocs
converge vers une suite

w = 0010001010010001000101001010010001010010 - - -

n

La longueur du bloc B, est . La transformation de Chacon est le shift sur

le systeme engendré par w qui est minimal puisque tout mot de w y apparait avec
lacunes bornées. Donnons une idée rapide de ’absence de valeur propre (autre que
1). Soit f une fonction propre associée a la valeur propre \. Les suites w et T*w
commencent par le méme mot B, et sont donc voisines pour n grand. Supposons
que f puisse étre choisie continue, de module 1; alors

F(TPw) = A f(w) ~ f(w)

pour n grand et A tend vers 1, ce qui, compte tenu de 'expression de ¢, implique
A=1.

Cette transformation possede d’autres propriétés : on peut établir ainsi que le
spectre est simple et singulier (les mesures spectrales sont singulieres pour h dans
l'orthogonal des constantes). C’est le cas générique pour des transformations er-
godiques d’entropie métrique nulle. L’existence d’une transformation a spectre sim-
ple de Lebesgue est un probleme ouvert, et exhiber une transformation avec une
composante de Lebesgue de multiplicité finie est déja une opération difficile.
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2.2. Classification spectrale de suites

On se restreint pour finir aux suites ne prenant qu'un nombre fini de valeurs
complexes, d’entropie nulle, et engendrant un systeme uniquement ergodique, de
sorte que toute suite du systeme a le méme comportement. On va essayer de décrire
sur des exemples les mesures spectrales, et selon leur nature (discrete, singuliere, ou
absolument continue), on en déduira une classification de la suite (ou du systéme)
de l'ordre vers le désordre.

Considérons le systeme associé a la suite u prolongée a gauche de facon a con-
server la stricte ergodicité. X est alors 'ensemble des z € AZ telles que x4 - - T
soit un mot de la suite initiale, pour tous 2,7 € Z. Notons p 'unique mesure in-
variante du systeme. Il résulte du théoreme ergodique d’Oxtoby que, pour f continue
sur X, et pour tout x € X,

: 1 k+n, )\ £(Tk\ n, .\ £(\
lim — 3 () fTR) = [ f() f)d
77 (n)

Si 7y désigne la projection de X sur la composante d’indice 0, on a en particulier
(puisqu’elle est continue sur X)

.1 e s | .
A}Lmoo — 3 w(TF ") mo (Tha) = ]\}1_1)1100 N > Tpk Tk = 0,(n)
k<N k<N

ol o, n'est autre que la mesure de corrélation de la suite z introduite par Wiener.
Cette mesure peut aussi se définir comme la limite pré-faible dans M(T), quand N
tend vers oo, de la suite de mesures absolument continues (Py) - m ou

2

Z T 62m'nt
n

n<N

Px(t) = %

La famille de mesures spectrales contient donc la mesure de corrélation de toutes
les suites x, la mesure de corrélation de toute suite h(z) ou h: A — C, et beaucoup
plus.

2.2.1. Exemple 1 : suites sturmiennes

Elles ont été définies en [2]. Soit donc « et # deux réels de |0, 1] avec «v irrationnel.
On définit sur les réels modulo 1, T

(41 si0<t<§p,
fﬁ(t)_{—l Sp<t<l.

et la suite a de composante a, = fz(na) pour tout entier n € Z. Le systeme engendré
(X, T) est constitué des suites x de la forme

x = (fp(t +na))nez
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ou
z = (gs(t + na))nez,

g étant la fonction définie par

[+l si0<t < B,
gﬂ(t)_{_1 siff<t<l.

Si on pose ¢(x) = t, Papplication ¢ est un isomorphisme métrique de (X, T) sur
(T, R,) puisque continue et injective, sauf peut-étre pour les = associées a ¢ tel que
t4+ na =0 out+ na = F pour un n, auquel cas deux suites distinctes ont méme
image par ¢. Mais cet ensemble est dénombrable.

On en déduit que le systeme est discret, ce qui n’est pas surprenant.

2.2.2. Exemple 2 : suite de Toeplitz

Soit t la suite de Toeplitz définie précédemment et (Xy, S, v) le systeme associé.
On va montrer que ce systeme est discret, en établissant un isomorphisme entre ce
systeme et le 2-odometre (€2, 7) avec sa mesure de Haar, ot 7 est 1'addition de 1
avec retenue.

Par construction, la suite de Toeplitz est constante sur des progressions arithmé-
tiques de plus en plus lacunaires qui remplissent N. Plus précisément, si P} est
la progression arithmétique {2¥(2m + 1), m = 0,1,2,...}, on rappelle que ¢ vaut
constamment (—1)**! sur Py, ceci pour tout k > 0. Les entiers naturels sont denses
dans 2 pour la métrique 2-adique. On définit donc ¢ de X dans N par

¢(5"t) =n

Il est clair que ¢ échange 7 et S. Maintenant, si S™t et S™¢ sont proches dans X; et
commencent par un méme bloc de taille 2%, avec k grand, n et m sont voisins pour
la métrique 2-adique, puisque divisibles par une méme puissance 2¥. L’application
¢, uniformément continue, se prolonge donc en une application continue de X, sur
Q) vérifiant encore ¢poS = 7o . Elle n’est pas injective, car t admet 2 prolongements
a gauche, selon que 1’on choisit t; = 1 ou ¢t; = —1 avant de remplir les cases vers la
gauche avec la méme regle. Ainsi [¢~'(—2")| = 2; la mesure de Haar du groupe des
entiers dyadiques ne charge pas cet ensemble dénombrable et par unique ergodicité
des deux systemes, les mesures invariantes sont échangées par ¢. On a bien un
isomorphisme métrique. On peut préciser les valeurs propres du systeme qui sont
les rationnels dyadiques.

2.2.3. Exemple 3 : suite de Thue-Morse

Soit m la suite de Thue-Morse définie précédemment et (X,,, T, u) le systeme
associé. On va décomposer H = L*(X,,, 1) en deux sous-espaces invariants sur
lesquels le spectre est facile a décrire. L’application 1 définie sur X,, par

Y(T) = (Tn1%n)nez
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commute avec le shift et définit donc un homomorphisme de (X,,,T) sur (X, S),
I'espace associé a la suite de Toeplitz, vérifiant ¢ (z) = ¢(2') si et seulement si
x=—1.

On décompose H = H; & H,. ou Hy est le sous-espace fermé de H constitué des
fonctions paires, et H, le sous-espace fermé de H constitué des fonctions impaires.
Ces espaces sont invariants par 1" ou Ur et orthogonaux. D’apres ce qui précede, Urp
sur Hy est spectralement isomorphe & Ug sur L?(X,,v) et donc a spectre discret.
Cela signifie que les fonctions paires sont dans le sous-espace fermé de L*(X,,, )
engendré par les fonctions propres de Ur.

Si f est impaire, m - f est une fonction paire et s’approche donc dans L?(X,,, 1)
par des combinaisons linéaires de fonctions propres. Si g, est une telle combinaison
21<j<n A5l

loy = oxogullar < 1F =m0 - gl o

Par le théoreme spectral,
Oro-gn K Omohy T 7+ Orghy

et, si h est une fonction propre de module 1 associée a la valeur propre A,
Frann) = [ (roh)(T"2)(moh) (@) = N7 ()

Tout revient a décrire la mesure de corrélation o de la suite m. Il est facile d’établir
a 'aide des propriétés de m, les relations suivantes pour o :

d(2n) = a(n)

g(n)+ao(n+1)
2

d(2n+1)=—

pour n > 0, et
o(—n) = a(n)

On en déduit ]

lim — Y |6(k)]> =0

.y 1o
et cela prouve que la mesure est continue d’apres un critere de Wiener. Le fait qu’elle
soit étrangere a la mesure de Lebesgue découle de la théorie ergodique : en effet,
o est invariante et ergodique pour la transformation x — 2z mod 1, tout comme
la mesure de Lebesgue; comme elles sont différentes, elles sont étrangeres. On peut
aussi décrire completement cette mesure en calculant

2
1 .
— 2mint
Pynvii(t) = SN T Z mpe
n<2N+1
1 2
_ 2mint 2mint
T 9N+l Z mpe + Z mnpé
n<2N+1 n=2k n<2N+1 n=2k+1
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2

1 . :
— SN Z mk627r7,2kt - Z mk627r7,(2k+1)t
k<2N k<2N
= Pyn(2t)(1 — cos(27t))
N
= JJ (1 — cos2r2"t)
n=0

On retrouve ainsi le produit de Riesz p défini en début de texte.

On déduit de cette analyse que toute fonction de H. est a mesure spectrale
continue, plus précisément, absolument continue par rapport au produit de Riesz p.
La suite de Morse est donc plus imprévisible que ne le sont les suites sturmiennes
ou de Toeplitz. Par la-méme le systeme associé est plus riche qu’il n’y parait.

Il résulte aussi de cette étude que le systeme de Morse est une extension par
un cocycle au-dessus du systeme de Toeplitz isomorphe a son facteur discret. Par
ce procédé, on a changé la nature du spectre. Un exemple intéressant de Helson et
Parry [9] permet d’obtenir une composante dénombrable de Lebesgue par I’extension
d’un systeme discret.

2.2.4. Exemple 4 : suite de Rudin-Shapiro

La suite (r,) de Rudin-Shapiro est a valeurs +1 obtenue de proche en proche
comme coefficients d’une suite de polynémes trigonométriques (P,), (Q,) vérifiant

pour k > 1.
Brillhart et Carlitz ont remarqué que, si n se décompose en z’g £;2,

Ty = (_1)5051+E1€2+---+€k715k

autrement dit, r, = (—1)/™ ot f(n) est le nombre de 11 dans I’écriture binaire de
n. En particulier, roq,p = (—1)%r,, soit

Ton = Tn, Top+1 = (_1)717,71

On démontre que le systeme engendré est a spectre mixte : une partie discrete
et une partie continue qui est Lebesgue de multiplicité 2. Ceci peut s’établir en
suivant le schéma de la démonstration pour le systeme de Morse et en considérant
le systeme associé a la suite de type Toeplitz (r,_17,) isomorphe au 2-odometre. En
particulier, on établit que la mesure de corrélation o de la suite (r,) est la mesure
de Lebesgue. Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce résultat; 'une, due a
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Kamae et purement arithmétique, utilise I'identité r, = (—1)/("). Une autre, plus
analytique, part de la définition de la mesure de corrélation comme limite pré-faible
de la suite de probabilités a densités

2

Ry(t) =

Z r 627rint
n

n<N

1
N
On utilise pour cela la relation :

|P'n,|2 4 |Qn|2 — 2n+1

qui découle de la regle du parallelogramme, de laquelle on déduit Ry (t) < C, pour
tout réel ¢ et tout N > 1. Maintenant, si K désigne le noyau de Fejer d’ordre L,
(o0 x K1) est une suite bornée par C' dans L*; si f € L™ est une valeur d’adhérence

~ 1
pré-faible de cette suite, f = 7. Par ailleurs, on vérifie que 2_n(|Pn|2+ |Qn|?) converge

vaguement vers 2f - m; comme chaque polynome vaut identiquement 2, f = 1 et
o =m.

Ce systeme est particulierement intéressant de notre point de vue : c’est un
systeme de basse complexité avec cependant une composante de Lebesgue; cette
suite, d'une certaine facon, simule le hasard.

2.2.5. Exemple 5 : substitutions

Les exemples précédents peuvent, je pense, motiver une étude systématique des
suites définies par substitution. Si les suites sturmiennes forment une classe beaucoup
plus importante du point de vue de la cardinalité que celle des suites substitutives,
les autres exemples relevent des substitutions; on ’a vu pour les suites de Morse
et Toeplitz, mais c’est aussi le cas de la suite de Chacon ou de la suite de Rudin-
Shapiro (ci-dessous) ou méme des suites de Morse généralisées obtenues par itération
de substitutions différentes.

On va exhiber la regle de substitution qui fournit la suite de Rudin-Shapiro. Par
le critere de Cobbham, la suite est 2-automatique. Il nous faut donc trouver une
substitution de longueur 2 : si V,, désigne le bloc des coefficients de P,, et W, le bloc
des coefficients de (), tous deux de longueur 2", on a :

Vo=Wy=1
Vn+1 - Van
Wn+1 - Van

ot W est le mot W dans lequel on a échangé 1 et —1. On code alors les 2-mots
11, 1 —1, —11, —1 — 1 par a, b, b, @ pour obtenir la suite abababababababab - - -
d’olt la substitution @ — ab, b — ab en composant avec 'opération de symétrie;
la suite de Rudin-Shapiro s’obtient en projetant a,b sur 1, et @, b sur —1.
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La suite de Chacon s’obtient a partir de la substitution définie sur A = {a, b, c}
par
a — ab, b— cab, ¢ — ccab

et de la projection h: A — {0, 1} vérifiant h(a) =1, h(b) = h(c) = 0.

Pour les substitutions de longueur constante, il existe un critere tres simple di a
M. Dekking permettant de vérifier que le systeme associé est discret (et ainsi toutes
les mesures spectrales discreétes)

THEOREME 2.2. — Le systéme associé a la substitution primitive ¢ de lon-
gueur q sur l'alphabet A = {a;---as} est discret si et seulement si elle admet une
coincidence, c’est-a-dire, si [’on peut trouver n et k < q" tels que

("(a)y = ("(ag)y = -+ = ("(as)k
(ot ((a)y, est la k-ieme lettre du mot ((a)).

Il en résulte immédiatement que la suite de Toeplitz engendre un systeme discret.

Par contre il n’existe pas de tel critere pour les substitutions de longueur non-
constante. Ainsi la suite de Fibonacci engendre un systeme discret puisqu’elle est
sturmienne. On peut aussi établir un isomorphisme entre le systeme de Fibonacci, et
le systeme discret (X, Tp) étudié en 2. 1. Cette démonstration conduit a la conjecture
suivante :

CONJECTURE. — Une substitution primitive dont la valeur propre de Perron-
Frobenius est un nombre de Pisot unitaire est a spectre discret.

La question n’est pas méme résolue lorsque 'alphabet est {0,1}.

Un nombre de Pisot # > 1 est un entier algébrique dont tous les conjugués sont a
l'intérieur du disque ouvert {|z| < 1}. Il est unitaire si le produit des racines de 1’é-
quation vaut £1. C’est le cas du nombre d’or 6 puisqu’il est racine de X?— X —1=0
et que son conjugué ' = —é.

Les questions suivantes sont ouvertes :

(Questions.

1. Peut-on caractériser les substitutions ayant une composante de Lebesgue, pro-
duisant ainsi des suites de basse complexité mais imprévisibles ?

2. Existe-t-il une transformation ergodique a spectre simple de Lebesgue 7 (ques-
tion attribuée a Banach)
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Le doublement de ’angle

ADRIEN DOUADY

Introduction (a lire en dernier)

Dans les systemes dynamiques, on distingue deux grandes tendances de com-
portement, appelées hyperbolique et quasi-périodique. Le doublement de I’angle con-
stitue un exemple des plus typiques du comportement hyperbolique. Le caractere
expansif est évident; le caractere contractant, généralement présent dans les syste-
mes hyperboliques, est ici absent, remplacé par le fait que 'application n’est pas
injective.

Comme il s’agit d’un systeme particulierement simple, un grand nombre de pro-
priétés peuvent étre établies de facon élémentaire. Cela ne veut pas dire que les
démonstrations sont faciles, mais qu’elles utilisent peu d’outils théoriques. Nous
nous efforcons de n’utiliser que des notions figurant au programme de Math. Spé.

Notations et définitions

On pose T = R/Z. C’est le groupe des angles (plans orientés), en prenant le tour
complet et non le radian comme unité. On peut le considérer comme le quotient de
I'intervalle [0, 1] par la relation d’équivalence identifiant 0 & 1. Un point de T est
parfois appelé un angle, un angle est dit rationnel si ses représentants sont rationnels,
etc. Un arc dans T est I'image d’un intervalle de R, un demi-cercle I'image d’un
intervalle de longueur 1/2.

On considere 'application q : ¢t — 2t de T dans lui-méme. On note q¢" la n-eme
itérée de g. Etant donné t € T, l'orbite O(t) de t est I’ensemble des g"(¢). On note
w(t) ’ensemble des points de T qui sont limite d’une suite extraite de la suite des
q"(t). L’ orbite fermée de t est la fermeture de O(t), c’est donc O(t) U w(t).

Une étoile (x) indique un fait énoncé sans démonstration, celle-ci étant laissée
au lecteur. Quand elle est un peu difficile, on mettra (%) ou (x  *). Les endroits
qui s’écartent du programme de Math. Spé. sont indiqués par (!).

Un grand nombre de propriétés s’étendent a g4 : t — dt pour d entier > 2 (la
généralisation étant souvent plus facile quand d est premier),

81
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Plan de ’exposé

Nous montrons d’abord que les points d’orbite finie sont les points rationnels de
T. Par analogie avec le fait que ’ensemble des nt est fini pour ¢ rationnel et dense
pour ¢ irrationnel, on pourrait penser que l'orbite (par g) de tout point irrationnel
est dense dans T. Nous montrons au chapitre 1 qu’il n’en est rien et nous donnons
des exemples montrant ce que peut étre l'orbite fermée, apres quoi nous donnons
(avec ou sans démonstration) des propriétés générales des orbites fermées quand
elles ne sont pas T tout entier.

Au chapitre 2, nous étudions les orbites contenues dans un demi-cercle, qui for-
ment une famille particulierement intéressante.

Le chapitre 3 est consacré aux propriétés de g qui découlent de son caractere
expansif.

Les images de ensemble de Mandelbrot et de la courbe de Julia (exposé suivant)
ont été obtenues par Dan Sorensen (dan@mat.dtu.dk). Je ’en remercie.

1. Types d’orbites fermées

1.1. Orbites finies

Un point ¢ € T est dit périodique (pour q) s’il existe un entier k& > 0 tel que
q"(t) = t; le plus petit k ayant cette propriété est appelé la période de t. On dit que
t est prépériodique 8'il existe un entier £ tel que g“(t) soit périodique; nous appelons
le plus petit ¢ ayant cette propriété la prépériode. Les points prépériodiques de
prépériode 0 sont les points périodiques. Ces définitions valent pour une application
quelconque d’un ensemble dans lui-méme. Les points d’orbite finie sont les points
prépériodiques (x).

Pour 'application g, nous avons :

THEOREME 1. — Les points d’orbite finie sont les points rationnels de T.

Démonstration.

(a) t rationnel = t d’orbite finie.

Sit = [p/q| (classe mod Z de p/q), 'orbite de t est contenue dans l’ensemble
des [i/q], i =0,...,q — 1. Elle est donc finie.

(b) t prépériodique = ¢ rationnel.

Si t est périodique d’ordre k, on a 2Ft = t, soit (2¥ — 1)t = 0. Si z est un
représentant de ¢ dans R, le nombre (2% — 1)z est un entier p et on a x = p/(2k —1).

Si t est prépériodique de prépériode £ et si x est un représentant de ¢, alors 2tz
est de la forme p/(2% — 1), et on a x = p/2¢(2%¥ — 1). O
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Remarque. — En combinant les deux parties de cette démonstration on voit
que tout rationnel peut se mettre sous la forme p/2¢(2F — 1).
Cela peut se voir directement dans le cadre arithmétique (x).

1.2. Interprétation de g comme décalage

En représentant chaque nombre de R, par son développement en base 2, et
en ne retenant que la partie apres la virgule, on obtient une correspondance entre
T et {0,1}N°, ot N* = {1,2,...}. L'usage est d’exclure les développements ne
comportant que des 1 a partir d’un certain rang. Nous nous écartons de cet usage,
et nous considérons qu’un nombre dyadique, c’est-a-dire de la forme p/2%, a deux
développements, un se terminant par une infinité de 0 et I’autre par une infinité de
1. L’application g se traduit sur les écritures en base 2 par le décalage d’'un cran
vers la gauche, avec suppression du premier terme.

Reprenons cela de fagon plus précise. Notons E l'ensemble {0, 1}N" des suites
w=(Uy,...,Upy,...)ou les u; sont égaux a 0 ou 1. Les éléments de E seront appelés
écritures. A chaque écriture u = (uq, us,...) est associé le nombre Y u,/2" qu’elle
représente, et sa classe ¢ dans T. On obtient ainsi une application v : £ — T.

On définit le décalage s : E — F par s(u) = u' avec u!, = ty41.

On a (x) un diagramme commutatif :

S
rE —

T —

On définit une distance d sur E par d(u,u’) = 27% ou k est le plus petit i tel que
u; soit différent de w}. Muni de cette distance, E' est homéomorphe a ’ensemble de
Cantor triadique (x). On munit T de la distance définie par d(¢,t') = inf d(z,2’)
pour z représentant de ¢t dans R et 2/ de t/, la distance sur R étant la distance
usuelle. Alors v est continue et méme lipschitzienne de rapport 2, ce qui signifie
qu'on a d(v(t),v(t")) < 2-d(t,t).

L’application v est surjective mais non injective. Cependant elle est “presque”
bijective : a I’exception des angles dyadiques qui forment un ensemble dénombrable,
chaque point de T a un seul point dans son image réciproque. On ne peut pas trouver
d’application continue s : T — E telle que v o s soit I'identité de T. En effet T est
connexe et toute application continue de T dans E est constante.

Pour u € F, 'orbite de v(u) par q est I'image par v de l'orbite de u par s. Il en
est de méme pour les orbites fermées (x).

1.3. Exemples d’orbites non denses

Soit Y ’ensemble des écritures ou ne figurent jamais trois 0 consécutifs, ni trois 1
consécutifs, et posons X = v(Y'). L’ensemble Y est infini non dénombrable (x), donc
X aussi, et X contient des points irrationnels. On a s(Y) =Y, d'ot g(X) = X; en
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fait X est I’ensemble des ¢t € T dont 'orbite ne rencontre pas I’arc ouvert |—1/8,1/8|.
Pour t € X, 'orbite de ¢ est contenue dans X, donc aussi I'orbite fermée puisque X
est fermé (x).

Pour tout ouvert U de T, on peut définir de la méme facon un ensemble Xy :
I’ensemble des points dont I'orbite ne rencontre pas U. C’est un ensemble fermé et
on a q(Xy) C Xy.

L’ensemble X peut étre fini ou infini, dénombrable ou homéomorphe a l'en-
semble de Cantor ou encore non dénombrable et avec des points isolés. Nous
étudierons au Chapitre 2 le cas ou U est un demi-cercle.

PROPOSITION 1. — Si U est un arc ouvert de longueur < 1/2, ’ensemble Xy
n’est pas vide, et on a q(Xy) = Xy .

Démonstration. — Pour tout n soit A, l'ensemble des ¢t € T tels que q(t)
n’appartienne pas a U pour i = 0,...,n—1.Ona Ay =T—-Uet A, = g '(4,)U
(T—U). On a g(A,41) = A,. En effet I'inclusion g(A4,1) C A, est immédiate, et
pour chaque élément de A, I'une de ses deux images réciproques est dans T — U.
Pour tout n, ’ensemble A,, est donc un fermé non vide, et ces fermés forment une
suite décroissante.

Leur intersection, qui est Xy est donc (!7) non vide.

On a Xy = q 1(Xy)N(T-U), et il en résulte comme plus haut que g(Xy) = Xy
O

PROPOSITION 2 (x). — Si U est un arc de longueur > 1/2, ’ensemble Xy, est

fina.

1.4. Exemples d’orbite dense

Les exemples du numéro précédent sont en fait exceptionnels. Si on prend un ¢
au hasard dans T, il y a toutes les chances pour qu’il ait une orbite dense. C’est
ce que nous verrons au §1.6 (!). Dans ce §, nous nous préoccupons de construire
effectivement un ¢ irrationnel dont on sache qu’il a une orbite dense.

Cette propriété est équivalente (x) au fait que, dans I’écriture binaire u de t,
toute suite finie de 0 et de 1 apparaisse quelque part. Pour obtenir une écriture
ayant cette propriété, considérons toutes les suites finies de 0 et de 1, qui forment
un ensemble dénombrable. On peut donc les numéroter par les entiers et les écrire
toutes a la file :

.01 000110 11 000 001 010 011 100 101 ---

A ma connaissance, la question de savoir si ’angle de 1 radian a une orbite dense
par doublement est une question ouverte. Il s’agit de savoir si toute suite finie de 0
et de 1 apparait dans le développement binaire de 1/27. On ne sait pas démontrer
qu’il y a une infinité de 7 dans le développement décimal de 7, et ces deux questions
ont l'air d’étre du méme ordre de difficulté.
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1.5. Exemple d’orbite fermée dénombrable
Considérons t = 3 27" d’écriture
.1 .00 1 0000 1 000000 1 00000000 1 - - -
[’ensemble w(t) est formé des angles ayant au plus un 1 dans leur écriture dyadique,

c’est-a-dire des 27" et de 0. Il est donc infini dénombrable, et comme 'orbite de ¢
est aussi dénombrable, ’orbite fermée est infinie dénombrable.

1.6. Toute orbite fermée différente de T est de mesure nulle

La théorie de la mesure de Lebesgue n’est pas au programme de Math. Spé.,
mais pour les ensembles fermés d’un intervalle de R, on peut faire une théorie “a
bon marché”.

DEFINITION. — Soit X un fermé de R contenu dans un intervalle ouvert
J =la,b]. Les composantes connexes de J — X forment une famille dénombrable
d’intervalles ouverts L;, notons {; leur longueur. On pose mes(X) =b—a — Y {;.

Pour justifier cette définition, il faut vérifier (%) que si on remplace J par un
intervalle plus grand, cela ne change pas mes(X).
En théorie de la mesure, on n’est jamais a un point pres : on a

mes(X U {c}) = mes(X)

(ce n’est pas comme en topologie ol un intervalle cesse d’étre connexe si on lui enleve
un point). On peut donc définir mes(X) pour X fermé de T comme mes(y (X)),
ou x désigne l'application de passage au quotient [0,1] — T.

On a mes(X') = mes(X) si X’ est un translaté de X. Si X' est homothétique de
X dans le rapport k, on a mes(X') = k - mes(X).

La formule mes(X U X') = mes(X) + mes(X') —mes(X N X') est assez difficile &
démontrer avec cette définition, mais nous aurons seulement besoin de la propriété
suivante, beaucoup plus facile (x) :

PROPOSITION 3. — Pour X C [a,b] et X' C [b,c]| fermés, on a
mes(X UX') = mes(X)+ mes(X').
On en déduit (x) :
PROPOSITION 4. — Pour X C T fermé, on a mes(q (X)) = mes(X).
Nous allons montrer :

THEOREME 2. — Soit X C T un sous-ensemble strict, fermé et tel que q(X) C
X. Alors mes(X) = 0.

Dans T ou dans [0, 1], appelons intervalle dyadique élémentaire d’ordre k un
intervalle de la forme |p/2*, (p + 1)/2¥[ avec p € {0, ...,2% — 1}. Pour démontrer le
théoréme, il suffit (x) de démontrer :

LEMME. —  Pour J intervalle dyadique élémentaire, on a mes(X,) = 0.
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Démonstration du lemme. — Soit k l'ordre de J. On a
mes(q ¥ (X)) = mes(X)).

Mais ¢~*(X) est réunion des translatés de Y = ¢=%(X;)[0,27%] dans tous les in-
tervalles élémentaires d’ordre k, donc

mes(X ;) = mes(q *(X;)) = 2" mes(Y).
D’autre part X est contenu dans g *(X;) N (T — J), d’ou
mes(X;) < (28 = Dmes(Y) = (1 —2%)mes(X;).
Ceci n’est possible que si mes(X ;) =0. O

COROLLAIRE. — Pourt € T, lorbite fermée de t est soit T, soit un ensemble
de mesure nulle.

1.7. Presque tout point a une orbite dense (!)

Ici nous sortons, je crois du programme de Math. Spé, et nous ne pouvons pas
tricher comme au n° précédent, car il faut admettre 'existence d’une théorie cohé-
rente de la mesure des ensembles, pour laquelle une réunion dénombrable d’ensem-
bles de mesure nulle est un ensemble de mesure nulle.

Mais si on accepte cela le travail qui reste a faire est facile : pour tout point
t ayant une orbite dense, il existe un intervalle dyadique élémentaire .J disjoint de
I'orbite fermée de t. Alors ¢t appartient a X ;. Par suite [’ensemble des points de T
ayant une orbite non dense est la réunion des X; pour J intervalle dyadique élé-
mentaire. Ces ensembles forment une famille dénombrable et chacun est de mesure
nulle. Il en résulte :

THEOREME 3. — L’ensemble des points de T ayant une orbite non dense est
de mesure nulle.

1.8. Orbites uniformément réparties et loi des grands nombres (!!)

Pour t € T, J un intervalle de T et n € N, notons N(¢,.J,n) le nombre des
i €{0,...,n—1} tels que g'(t) appartienne & J. On dit que ¢ a une orbite uniformé-
ment répartie si, pour tout intervalle J de T, on a N(t,.J,n)/n — mes(J) quand n
tend vers 'infini.

Un simple découpage d’espilons donne (x) :

PROPOSITION 5. —  Pour montrer qu’un point t a une orbite uniformément

répartie, suffit de montrer que, pour tout intervalle dyadique élémentaire J d’ordre
k, on a N(t, J, k) — 27F.
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Le théoreme suivant est une traduction de la “loi des grands nombres” en théorie
des probabilités.

THEOREME 4. — L’ensemble des points de T dont [’orbite n’est pas uniformé-
ment répartie est de mesure nulle.

La loi des grands nombres invoquée est le résultat suivant, énoncé dans le langage
des probabilités pour le jeu de pile ou face.

Une partie infinie du jeu de pile ou face (a coups indépendants donnant 0 ou
1 de fagon équiprobable) a pour résultat une suite v = (uq,...,uy,,...). Soit v =
(vi,...,v) € {0,1}*, et définissons le nombre N(u,v,n) d’occurences de v dans
u jusqu'au (n + k)-éme coup comme le nombre de valeurs de ¢ € {1,...,n} pour
lesquelles on a ;1 j—1 = v; pour j =1,... k.

THEOREME LGN. — Dans ces conditions, N(u,v,n)/n — 2% presque sire-
ment quand n tend vers ['infin.

Pour passer d’un énoncé a ’autre, il suffit de se convaincre que tirer un nombre
au hasard dans [0, 1] suivant la loi de densité constante 1 revient a tirer a pile ou face
les chiffres de son développement en base 2. Et de sortir du langage des probabilités.

2. Orbites tournantes

2.1. Ordre cyclique

Soit f une application de T dans lui-méme. Etant donné une partie finie X de
T, on dit que f préserve l’ordre cyclique sur X s’il existe une application g : T — T
qui est un homéomorphisme préservant l'orientation et qui coincide avec f sur X.
Si on choisit un point ¢, dans X, des représentants xy et yo dans R pour ¢y et f(to),
si pour t € T on note r(t) et r'(t) ses représentants dans [zg,xo + 1] et [yo, yo + 1]
respectivement, la condition que f préserve 'ordre cyclique sur X est équivalente
& : Papplication 7' o f o1 : [z9, 20 + 1[— [0, Yo + 1] est strictement croissante sur
r(X).

Si X est un ensemble éventuellement infini, on dit que f préserve ’ordre cyclique
sur X si elle préserve l'ordre cyclique sur toute partie finie de X. Il suffit de le vérifier
pour les parties a 3 éléments.

PROPOSITION 1 (x). — Soit X une partie de T. Pour que q préserve l'ordre
cyclique sur X, il faut et il suffit que X soit contenue dans un demi-cercle semi-
ouvert.

COROLLAIRE. — Soit t un point de T. Pour que q préserve 'ordre cyclique sur
Dorbite de t, il faut et il suffit que t soit périodique ou irrationnel, et appartienne a
un ensemble X ; avec J un demi-cercle ouvert.
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Pour étudier X; quand J est un demi-cercle, nous allons utiliser ’application
f7 de T dans lui-méme qui coincide avec q sur T — J et qui est constante sur la
fermeture de J. Pour t € X, l'orbite de ¢t par q est la méme, et avec la méme
indexation, que son orbite par f;. Nous aurons a considérer 1’angle de rotation de
f; mais d’abord il nous faudra donner quelques généralités sur la notion d’angle de
rotation.

2.2. Angle de rotation

Soit f : T — T une application continue. On peut (x) relever f en une appli-
cation continue F' : R — R (qui n’est déterminée par f qu’a une constante entiere
additive pres). On a F(z + 1) = F(z) + d, ou d est un entier appelé le degré de f.
L’application f; définie au §2.1 pour J un demi-cercle est de degré 1.

On dit que f est monotone si F est monotone, c¢’est-a-dire croissante (au sens
large) ou décroissante (id.). Pour f monotone de degré 1, on peut définir I'angle de
rotation de f. On définit d’abord le nombre de rotation de F'.

THEOREME 1 ET DEFINITION. — Soit F': R — R une application croissante
vérifiant F(x + 1) = F(z) + 1. Alors (F™(x) — x)/n a une limite quand n tend vers
l'infini. Cette limite ne dépend pas de x, elle est appelée nombre de rotation de F
et notée Rot(F).

St f T — T est une application monotone croissante de degré 1, l’angle de
rotation rot(f) de f est la classe dans T de Rot(F), ou F' est un relévement de f
(cet angle ne dépend pas du choix de F).

Démonstration. — Le nombre (F™(z) — z)/n ne change pas si 'on remplace x
par z+1. Pourz <y <z+1,ona F"(x) < F"(y) < F"(z)+1, donc (F"(xz)—z)/n
et (F™(y) —y)/n different d’au plus 1/n. Par suite 'ensemble R,, des (F"(x) —z)/n
pour z € R est un intervalle fermé de longueur < 1/n. Pour p multiple de n, on a
R, C R,. Il en résulte que l'intersection des R, est réduite a un point Rot(F) et

que

% _ Rot(F) < 1/n

pour tout z. O

PROPOSITION 2 ().

(a) Si f a un point périodique t de période k, alors rot(f) est rationel de dé-
nominateur k. La correspondance n -rot(f) — f"(t) préserve lordre cyclique. On a
rot(f) = [(F*(x) — x)/k], ou F est un relevé de f et x un représentant de t.

(b) Réciproquement, si rot(f) est rationnel de dénominateur k, 'application f
admet un point périodique de période k.

(c) Si rot(f) est wrrationnel, pour tout t la correspondance n - rot(f) — f"(t)
entre l'ensemble des multiples de rot(f) et l'orbite de t préserve l'ordre cyclique.
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PROPOSITION 3 ().

(a) Si F1 S FQ, on a ROt(Fl) S R,Ot(FQ)

(b) Si (Fy) est une famille continue d’applications (c’est-a-dire (s,x) — Fy(x)
continue), satisfaisant auz hypothéses du Th.1, alors Rot(Fy) dépend continiment
de s.

Remarque. — 1l est abominablement faux que, si (s,z) — Fs(x) est con-
tinument différentiable, 'application s — Rot(Fj) soit différentiable. La proposition
suivante montre que cette application a des propriétés qui, dans tout autre domaine
des mathématiques, seraient considérées comme pathologiques.

PROPOSITION 4 (x). —  Soit (Fy)ses une famille continue d’applications satis-
faisant auz hypothéses de la Prop.2. On suppose que S est un intervalle de R et
que, pour tout x, l'application s — F(x) est croissante. Alors, pour tout rationnel
r = p/q, Uensemble des s tels que Rot(Fs) = r est un intervalle fermé, qui n’est
réduit a un point sy que si l'application fy, déduite de Fy, vérifie fi = Idr.

2.3. L’abaque de l’escalier

Pour J demi-cercle ouvert ne contenant pas 0, 'ensemble X; est réduit a 0 ().
Nous sommes donc ramenés a étudier f; = f; pour J = J; image de |s —1/2, s avec
s € [0,1/2]. Cette application se releve en Fy définie par

2s pour t€ [s—1/2,s],
F,(t) = 2t pour t € [s,s+1/2],
2s+1 pour te€[s+1/2,5s+1],
Fi(t+1) = Fy(t)+1.

Quand s varie de 0 a 1/2 le nombre Rot(Fjy) varie continiment de 0 a 1, avec un
palier a chaque valeur rationnelle (on ne risque pas d’avoir f? =1Id car f; n’est pas
injective). Pour r €]0, 1] irrationnel, il y a donc au moins un s tel que Rot(Fs) = 7.
En fait il n’y en a qu’un, et voici comment on peut le déterminer :

On sait que [s] € X, car sinon on aurait X; C X avec J' de longueur > 1/2,
donc X fini et fy aurait un point périodique. Considérons dans T les points tg =
(1+5)/2], t, =[], ..., t, = [2"7" - s]. Le n-eme chiffre apres la virgule dans le
développement binaire de s est donné par la position de ¢, par rapport a {0,1/2}.
Mais il n’y a pas de points de X entre 0 et t; = s, ni entre 1/2 et ¢y, donc la position
de t, par rapport a {1/2,0} est la méme que par rapport a {to,t;}, et par la Prop.3
(c) c’est la méme que la position de n - r par rapport a {0,7}. On a donc

th €10,1/2] <= [n-r|€[r1];
th € [1/2,1] <= [n-r] €]0,r].

Finalement le développement de s est donné par I'abaque de l’escalier :
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pente r

s=.0010101011010010120

Figure 1 : L’abaque de l’escalier

Sur une feuille de papier quadrillé a carreaux unité on trace la droite D de pente
r passant par l'origine, puis le plus haut escalier extrait du quadrillage situé au-
dessous de D. On marque 1 aux abscisses entieres > 0 ou l’escalier monte, et 0 a
celles ot il ne monte pas.

2.4. Le cas r rationnel

Pour r = p/q rationnel, ’abaque de I'escalier donne deux valeurs s~ et st suivant
que l'on prend “au-dessous” au sens strict ou au sens large. Pour s € [s7,sT], on a

Rot(F) = 7.

PROPOSITION 5 (xx). — On a s = P7/Q et st = PT/Q avec Q@ = 27 —1
et PT = P~ + 1. Les points s~ et s de T sont dans la méme orbite par q, et la
correspondance

n-r—q's”

respecte [’ordre cyclique.

PROPOSITION 6 (k%). — Pour s €]s™, s™[ l'ensemble X, est fini : ¢’est Uorbite
commune de s~ et sT pour q. Pour s = s~ ou s* il est infini dénombrable, mais
tout point a une orbite finie.

2.5. Interprétation pour I’ensemble de Mandelbrot (!!)

L’ensemble de Mandelbrot M est ’ensemble des nombres complexes ¢ tels que
la suite (z,) définie par zp =0 et 2,1 = z?l + ¢ soit bornée. C’est un sous-ensemble
compact connexe de C. La composante connexe W de l'intérieur de M qui contient
0 est limitée par une cardioide. Notons D le disque unité ouvert de C. Il existe des
représentations conformes h: D — W et H: C—D — C — M qui envoient [0,1]
sur [0,1/4] et |1, 00 sur ]1/4, co[ respectivement. Pour ¢t € T, on définit le rayon
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rayon
externe °

‘rayon
\ Interne

N
0 1/4

Figure 2 : L’ensemble de Mandelbrot
image de Dan Sorensen

interne et le rayon externe de M d’argument ¢t comme image respectivement des
applications hy; : p — h(pe®™) et H; : p — H(pe*™) définies sur |0, 1] et |1, ool.
On peut démontrer (!!) :

THEOREME 2. — Soit r € T, et soit s l’angle correspondant a v si v est irra-
tionnel (cf. §2.8), s = s~ ou s sir est rationnel (cf. §2.4). Alors on a

lim Hy(p) = lim h,(p)
p—

p'—1
(et ces limites existent).

Autrement dit le rayon interne d’argument r et le rayon externe d’argument s
aboutissent au méme point du bord de M.

2.6. Une propriété de transcendance

A titre de curiosité, nous donnons le résultat suivant, di a P. Sentenac et ’au-
teur :

THEOREME 3. — Dans la correspondance étudiée au §2.3, pour tout r irra-
tionnel, s est transcendant.

Ce résultat s’appuie sur :

THEOREME (Roth, Thue). — Soit & un nombre algébrique. Alors, pour tout
b > 2, il existe un ¢ > 0 tel que pour tout rationnel p/q on ait |x — p/q| > ¢/q".
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Il suffit de démontrer

LEMME (). — Soit r € T irrationnel et soient (1) les réduites du développe-
ment de r en fraction continue. Notons s, = P, /Qn Uangle s~ ou st correspondant
Q4 Ty, le plus proche de s. Alors, pour une infinité de valeurs den on a |s,—s| < 1/Q°
ot b — 1 est le nombre d’or, i.e. b= (3 +/5)/2.

Indications. — On a g,11 > ¢ + Gn_1, et par suite g,.1/g, est supérieur au
nombre d’or pour au moins une valeur de n sur deux. Pour ces valeurs, on a

1 1
50 <o
QnQn+1 — Q)

lsn — 8| < |$n — Sna1| =

3. Propriétés hyperboliques de g

3.1. Ordre orbital

Soit t € T, et notons x,, le représentant de ¢"(t) = 2"¢ dans [0, 1[. L’ ordre orbital
défini par t est la relation d’ordre < (de préordre si t est rationnel) définie sur N
par

n<p<— x, <.

PROPOSITION 1 (x). — Deuz points différents de T ne peuvent pas définir le
meme ordre orbital.

Indication. — En procédant comme en 2.3, on peut écrire le développement de
t, (ou zg) en base 2 a partir de 1'ordre orbital.

Remarque. — La Prop.1 ne s’étend pas telle quelle a q4, d > 2. Exemple :
d=3,t=1/8, t' = 1/4. En degré 2 on peut détecter la position de 1/2. Pour
d > 2, on ne peut pas détecter la position des i/d par rapport a l'orbite. Il faut se
les donner pour avoir 'unicité.

Question. — Caractériser les relations d’ordre sur N qui peuvent étre I'ordre
orbital d’un point ¢ pour gq.

3.2. Conjugaison a q

Soit f : T — T continiment dérivable de degré 2, i.e. admettant un relevement
F:R — R vérifiant F(x+1) = F(2)+2. On pose f'(t) = F'(x) pour z représentant
de t.

THEOREME 1 (x). — On suppose f'(t) > 1 pour tout t. Alors il eriste un
homéomorphisme unique h : T — T préservant l'orientation et conjugant f a q,
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c’est-a-dire tel que ho foh™" = q. L ’homéomorphisme h est bihildérien, c’est-a-dire
qu’il existe des constantes c¢ et b telles que

d(h(z),h(z") < c-d(z,2")’
d(z,2") < c-d(h(z),h(z")".

Indications. — L’application f a un point fixe unique o. On prend hy arbi-
trairement tel que ho(o) = 0, et on définit h,, par qo h,y1 = hy 0 f, hyi1(o) = 0.
Les h,, forment une suite de Cauchy pour la convergence uniforme. Pour montrer
que h est bihdldérienne, on remarque que, en notant e™ et eM les bornes inférieure
et supérieure de f’, pour tout intervalle .J, le temps n que met J a recouvrir T
(c’est-a-dire le plus petit n tel que f*(J) = T) est lié a la longueur ¢ de J par

m(n —1) < —logl < Mn.

Remarques.

(1) Si ¢ est un point périodique de période k pour f et si le multiplicateur
(f5)(t) = TI*=) f'(t;) (ot les t; sont les points du cycle) n’est pas 2¥, il est exclu que
h ait une dérivée # 0 en ¢.

(2) Ceci s’étend a d > 2, mais avec d — 1 choix, correspondant aux d — 1 points
fixes de f.

(3) Si on suppose seulement f monotone de degré 2, on peut trouver h: T — T
continue monotone telle que h o f a q o h. Mais h n’est pas forcément injective, et
ne le sera pas si f a des points périodiques attractifs.

3.3. Lemme de poursuite

DEFINITION. — Soit ¢ > 0. On appelle e-pseudo-orbite (dans T pour q) une
suite (tp)nen telle que d(t,+1,q(t,)) < € pour tout n.

THEOREME 2 (x). — Soit ¢ < 1/4. Pour toute e-pseudo-orbite (t,), il existe
une véritable orbite (s,), unique, qui différe de (t,) d’au plus «.

Autrement dit, il existe un s € T unique tel que,

(Vn) d(q"(s),t,) <e.

Remarques.

(1) Ceci est di a l'expansivité de g, qui a un rapport 2. Pour une application
dilatante avec un rapport A > 1, on trouverait une correspondance € — 5.

1
(2) Il n’y a rien de pareil avec par exemple

T T+ l—O(Sinwx)Q.
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Le point fixe 0, qui fait une barriere aux orbites, est perméable aux e-pseudo-orbites
pour tout € > 0. Les orbites et les pseudo-orbites ont donc des comportements tres
différents.

Département de Mathématiques
Bat. 425

Université Paris-Sud
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France



Courbes de Julia sans tangente

ADRIEN DOUADY

Introduction

Etant donné un nombre complexe ¢, on note f, l'application z — 22 + ¢ de C
dans lui-méme. Considérons pour tout point zy € C 'orbite de z, par f., c’est-a-dire
la suite des 2, = f(2). Pour ¢ = 0, la situation est simple : si |25] < 1, la suite
zp tend vers 0, si |z] > 1, on a |2,| — oo, si |z| = 1, on a |z,| = 1 pour tout n;
I'application 7y : t — €™ est un homéomorphisme de T sur le cercle unité J, qui
conjugue 'application q : t — 2t a f restreinte a Jy.

Dans cet exposé nous allons montrer que, pour |¢| < 1/4, on a une situation
analogue jusqu’a un certain point.

THEOREME 1.

(a) Pour |c| < 1/4, il existe une courbe J. dans C telle que f.(J.) = J., et un
homéomorphisme v, de T sur J. conjuguant q a f.

(b) L’application f. a deuzx points fizes, un a. dans la région A entourée par J.
et un 3. sur J.. Pour zg € A, lorbite (z,) de zy tend vers a, ; pour zy dans la région
extérieure  J. on a |z,| — oo.

Commentaire. — Par courbe dans C, on entend un ensemble homéomorphe
a un cercle. L’assertion (a) est simplement qu’il existe une application continue
injective 7. : T — C telle que f.o 7. = 7.0 q; on peut appeler .J. son image et
comme T est compact 7. sera un homéomorphisme de T sur .J.. L’ensemble A est
I’ensemble des points de C — .J. par rapport auxquels 7, a un indice # 0.

Le théoreme suivant montre les limites de I'analogie avec le cas ¢ = 0.

THEOREME 2. — Dans les conditions du théoréme 1, sic # 0, la courbe J, n'a
de tangente en aucun point.

On dit que J, est la courbe de Julia de f.. Les théoremes 1 et 2 sont valables sous
une hypothese plus faible que |¢| < 1/4. Il suffit que f, ait un point fixe « attractif,
c’est-a~dire tel que f.(a) = a, |fi(«)| < 1. Les valeurs de ¢ pour lesquelles cela a lieu
forment la région W bornée par une cardioide symétrique par rapport a R, ayant un
rebroussement en 1/4 et passant par le point —3/4. Cette région contient le disque
D,/4. Mais la démonstration sous cette hypothese demanderait des outils savants
d’analyse complexe.

95
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7

)

Figure 1

Pour démontrer le théoreme 1, on construit 7, : T — C continue et satisfaisant
fe oY =7.0q. On montre ensuite qu’elle est injective en construisant un inverse.

La démonstration du théoreme 2 se fait en plusieurs étapes.

(1) Il y a un point ou J. n’a pas de tangente. Cela est facile si ¢ n’est pas réel :
le point fixe (3. convient car il a un multiplicateur non réel. Si ¢ est réel, on montre
qu’il y a un cycle d’ordre 3 a multiplicateur non réel, cela est assez délicat.

(2) Il y a dans J. un ensemble dense de points ou .J. n’a pas de tangente. C’est
facile a partir du résultat précédent par images réciproques.

(3) On montre que .J. possede une propriété d’autosimilitude avec distorsion
bornée. A partir de la, s’il y avait un point ou .J. a une tangente, on montre que .J,
contiendrait un arc C*, ¢’est-a-dire ayant une tangente en chaque point (et variant
continiment avec le point). Ce serait en contradiction avec le pas (2).

1. La courbe de Julia

1.1. Mise en place

On note D, le disque ouvert de centre a et de rayon r : D, , = {z| |z —a| < r}.
On écrit D, pour Dy, .

On fixe ¢ avec |c| < 1/4. La fonction f. a deux points fixes « et [, solutions de
2?2 —z+4 ¢ =0; on convient que |a| < |B]. On a |af| = |c| < 1/4, dou |a| < 1/2, et
f=1-—a,doul/2 <3| <3/2

Le point « est un point fixe attractif. Cela signifie que la dérivée de f. en « est

de module < 1. En effet cette dérivée est 2q, et on vient de voir que |o| < 1/2. Le
point fixe 3, lui est répulsif. En effet |3 > 1/2.

On pose

U[):Dg/g, %:Dl/g, A():U[)\VU:{Z|1/2< |Z| <3/2}
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Pour n > U, on pose
Un=f"U0), Va=Ff"(V0), An=f"(A0) =Un\Va.
On pose également,
Uy = fo(Us) =Degpa, Vor = fo(Vo) =Deyps, A =U\V_1 = fo(A).

Comme Ay est symétrique on a Ay = f, 1(A_y).

OnaV_, C Vyet Uy C Uy, dou Ay C A_; et A, C A,_; pour tout n. On
voit par récurrence (k) que, pour tout n, A, est limité par deux courbes simples
R-analytiques ') et I, entourant 0 et ¢, avec It bord de U, et T, bord de V.

On a |f!| <1 sur Vg, et sur V_; le module |f/| est borné par une constante < 1.
Il en résulte (%) que pour tout z € V_; 'orbite de z tend vers a. Cela a encore lieu
pour tout z € V,, = UV, puisque pour un tel z l'orbite finit par entrer dans V_;.
Réciproquement si 'orbite (z,) de z tend vers « on a z, € V; donc z € V,, pour un
certain n, donc V,, est exactement I'’ensemble des points dont 'orbite tend vers « :
c’est le bassin d’attraction de a.

Figure 2 : La courbe de Julia
image de Dan Sorensen

1.2. Construction du lacet v

On construit par récurrence une suite de lacets (v,) de § & 3 dans Ay (en fait
Y est dans A,,). Par un lacet v nous entendons une application continue de T dans
C, ou ce qui revient au méme de [0, 1] dans C avec 7(0) = y(1).
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On pose yo(t) = e*™ - 3. On définit v,[0,1] — Ay par récurrence par

o Tmii(t) € £ (m(20)),
® 7,.1 continue,

b 7n+1(ﬁ) = p.
On voit par récurrence (x) que, pour tout n, on a v,(1) = 5 et v, fait une fois
le tour de 0 et de ¢. L’image de 7, est contenue dans A,.

LEMME. — La suite d’applications (v, ) est uniformément convergente sur [0, 1].

Démonstration. — Pour z et 2’ dans A, définissons da,(z,2') comme la lon-
gueur minimum d’un chemin dérivable de z & 2’ dans A,, : c’est donc |2/ — 2| si le
segment [z, 2] est contenu dans A, et en tous cas on a |z — 2'| < dy, (2, 2).

On a |fi(2)] > 1 pour z € Ay, et A = (inf,ca, |f2(2)])™" < 1. Tout chemin 7 de
longueur ¢ dans Ay admet deux relevements 1’ et 1’ dans A;, de méme longueur
< M.

On peut construire (%) une application continue H : [0, 1] — Ay telle que
H(0,s)=H(1,s) =7,
H(1,0) =(t), H(t,1)=n()
Notons p la borne supérieure des longueurs des chemins n; : s — H(t, s) de (t)
a 71(t). On construit par récurrence pour tout ¢t un chemin 7, , de v,(t) a Y,41(%)

dans Ap : ce chemin est un relevement de 7g,_1) 2, et sa longueur est < A"u. Par
suite, pour tout £ et tout n, on a

70 () = Va1 (D] < dag(Va(t), Yut1(t)) < A%

Il en résulte que la suite de lacets (7,) est une suite de Cauchy pour la convergence
uniforme sur [0,1]. O

On note 7 la limite des 7,. C’est un lacet continu, et la relation

F(m4a () = 7a(21)
donne par passage a la limite f(y(t)) = v(2t).

1.3. Injectivité de vy

On va construire par récurrence une suite d’applications ¢, : A, — T. On définit
wo : Ag — T par

oo(z) = 5-Ara(=/0).

Quand z décrit un lacet dans A; qui fait un tour autour de 0, le point f(z) fait
2 tours dans Ay autour de ¢ et donc aussi de 0, et un relevement de py(f(2)) dans
R augmente de 2. On peut donc (*) définir ¢; : A; — R par

e 1(2) € q Y po(f(2))), o g: T — T est Papplication ¢ — 2t,

e (o continue,

e i (B8)=0.
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Quand z parcourt un lacet dans Aj, un représentant de ¢1(2) — @o(z) dans R
revient inchangé. Autrement dit ’application ¢; —¢pg : A; — T admet un relevement
continu 6 : 4; — R.

On peut définir par récurrence p,, : A, — T par

1
puni(s) = pal2) + |0 (2(2)
ou [z] désigne la classe de = dans T. On vérifie par récurrence que

20n11(2) = onl(fe(2)).
Sur NA,, la suite des ¢, converge uniformément vers une fonction continue ¢ :

NA, — T qui vérifie gop = po f..

L’image J de ~ est contenue dans NA,, et poy : T — T est une application
continue de degré 1 (ce qui signifie qu’elle admet un relevement g : R — R vérifiant
g(x +1) = g(x) + 1 commutant avec q). En effet

gopoy=ypofoy=poyogq.

Comme on 'a vu dans I’exposé précédent, ce ne peut étre que l'identité.

Il en résulte que v est injective. Comme T est compact, v est un homéomorphisme
de T sur son image J.

1.4. Points qui ne sont pas sur .J

Posons

" (1) = ﬁw) et (1) = %%w.

Les lacets 7, et v parametrent le bord intérieur I'y est le bord extérieur T’y de
Ap. On construit comme dans la section 1.2 des lacets v, et v : T — Ay qui
parametrent les bords intérieur et extérieur de A,,, avec

Jeo Vi1 =" 04

feoyi =7 oq

les points de base étant obtenus en relevant le chemin radial de f a 3, = 1/2- %
. p
ouafy =3/2- —.
o =32 g

Le méme raisonnement que pour la démonstration du lemme montre (%) que v,
et v, convergent uniformément vers le lacet .
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Soit z un point de C — J. Si I'indice de v par rapport a z est 1, pour n assez
grand, l'indice de +, par rapport a z est 1 aussi. Alors z € V,,, donc 'orbite de
z tend vers le point fixe attractif «. Si 'indice de ~ par rapport a z est 0, pour
n assez grand l'indice de 7, par rapport & z est 0 aussi. Alors z € C —U,, on a
fM(z) € C— Uy et lorbite de z tend vers oo. Enfin si 'indice de v par rapport a
z était un nombre v différent de 0 et 1, il en serait de méme pour v, pour n assez
grand, ce qui est impossible.

On a donc fait une partition de C en trois partie : la courbe J qui est un fermé,
le bassin d’attraction de « et celui de oo qui sont des ouverts.

2. Points fixes ou périodiques a multiplicateur non réel

2.1. Points fixes, points périodiques, multiplicateur

Soit f : C — C une application polynomiale. Un point fize £ pour f est un point
¢ € C tel que f(&) = £ Le multiplicateur de & est alors f'(£). On dit que £ est
attractif si |f'(€)] < 1, répulsifsi | f'(€)] > 1, indifférent si |f'(x)| = 1.

Un point périodique de période k est un point fixe de f*, qui n’est pas point fixe
de f* pour 0 < k' < k. Quand on parle du multiplicateur d’un point périodique
de période k, il s’agit de son multiplicateur pour f*. On parlera de méme de point
périodique attractif, répulsif, indifférent, etc.

Soit I' C C une courbe telle que f(I') C I'. Si I passe par un point périodique &
a multiplicateur p non réel, la courbe ' ne peut pas avoir de tangente en £. En effet,
si [' avait une tangente D en &, la droite D devrait étre préservée par l'application
tangente a f en &, qui est z — & + p(z — &), ce qui est impossible pour p non réel
(la multiplication par p fait tourner d’un angle égal a Pargument de p).

2.2. Existence d’un point sans tangente : cas ¢ non réel

Considérons I'application f. : z — 2% + ¢ avec |c| < 1/4. La courbe de Julia J.
passe par le point fixe 4 de f., qui a pour multiplicateur p = 2.

Si ¢ n’est pas réel, 3 n’est pas réel puisque ¢ = 8 — (3%, donc p est non réel et .J.
n’a pas de tangente en [3.

Que se passe t-il en fait?

Ici 3 est un point fixe répulsif, et J. satisfait & f,'(J.) = J.. Soit zy un point de
J voisin de (3 et définissons z_,, par z_, ; = f, '(2,), en utilisant la branche de f, !
qui a # pour point fixe.
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Les points z_,, tendent vers  approximativement sur une spirale logarithmique :
a chaque fois 2z, — @ a une longueur divisée approximativement par le module de
p, et son argument augmente approximativement de (—Argp). Cela est suffisant (x)
pour affirmer que la courbe .J tend vers ( en spiralant : quand un point z tend vers
@ sur J, une détermination continue de I’argument de z — [ dans R tend vers oo.

2.3. Cas créel

Ce cas est beaucoup plus délicat.
Le multiplicateur du point fixe (3 est réel.

Il y a sur J. un cycle d’ordre 2, a savoir {7(1/3),7v(2/3)}, ou v = 7. est appli-
cation étudiée dans la partie 1. Mais les points v(1/3) et v(2/3) sont conjugués, et
le multiplicateur de ce cycle est réel.

Il y a deux cycles d’ordre 3, a savoir

{(y(/7),7(2/7),7(4/T)} et {7(3/7),7(5/7),7(6/7)}

Ces deux cycles sont conjugués I'un de 'autre (conjugaison complexe), leurs multi-
plicateurs p/, p” sont conjugués.

PROPOSITION 1. — Pourc €]—1/4,1/4[—{0}, les multiplicateurs p' et p" sont
distincts, donc non réels.

Nous proposerons pour cette proposition une démonstration algébrique assez
savante (I!). Il se peut qu’on puisse en trouver de plus simples.

Démonstration. — On fait varier ¢ dans C tout entier. La condition pour que
z soit un point périodique de période divisant 3 s’écrit
fi(z) = 2=0.

La fonction (c,z) — f3(2) — z est un polynome & 2 variables, de degré 8 en z. Il est
divisible par f.(z) — z, qui est ’équation des points fixes.

En divisant, on obtient un polynoéme FE(c, z) qui est de degré 6 en z, qui s’écrit
sous la forme
2Pt es(c)2” + -+ er(c)z + eolc)
ou les e; sont des polynomes en c. Pour chaque ¢, il a 6 racines (éventuellement
confondues) 550), . ,féc), mais on ne peut pas choisir &;(c) par exemple dépendant

continument de c. Les points ;(c) forment, s’ils sont tous distincts, 2 cycles d’ordre
3, notons p’ et p” leurs multiplicateurs.

LEMME 1. — La somme si(c) = p' + p" et le produit so(c) = p'p" sont des
polynomes en c.
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Démonstration. — Considérons pour chaque c¢ le polynome
H(c,2) = 2% + hs(c)2® + - -+ + hi(c)z + ho(c)
dont les racines sont les multiplicateurs
pi(c) = 8&i(c) - fe(&i(0)) - fo(&ile)).

Les coefficients hy(c) sont donnés par les fonctions symétriques élémentaires des
pi(c), ils s’expriment comme polynomes symétriques en les &;(c), donc comme poly-
nomes en ey(c), ..., es(c), et finalement comme polynoémes en c.

Mais les trois & d’un méme cycle donnent le méme p, qui est racine triple de
z+— H(c,2z). On a donc

H(c,z) = (22 — s1(c)z + s0(c))>.
Ceci donne en particulier

hs(c) = —6s1(c)
ha(c) = 6s¢(c) — 15s1(c).

Comme hy et hs sont polynomiales en ¢, il en est de méme de sy et sg. O
LEMME 2. — Le polynome sy est de degré 3 en c, et sy est de degré < 1.
Considérons pour chaque ¢ I’ensemble K. des z tels que f7(z) ne tende pas vers oo.

SOUS-LEMME. — Pour |¢| > 0, l’'ensemble K. est contenu dans l’anneau

DQ\/H - DI/Q\/H'

Démonstration. — Pour |c| > 2 et |z] > 24/|c| on a

2] > 2/lel, el < \/ cf - [2]
3
2%+l > gV lellz] = 3l2|.

Par suite l'orbite (z,) de z reste dans C — D2\/H’ et satisfait

d’ou

|Zn+1| = 3| 2al.
Par suite K, C D2\/H'

Si|z| < 1/2-4/|c|, on a |2% +¢| > 3/4-]|c| et 3/4- |c| > 24/|c| si |¢] > 10, d’on
2 ¢ K. O
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Démonstration du lemme 2. — Tout point périodique de f. est dans K,. Pour
lc| > 10, les multiplicateurs

pr=8868 et p' =88EEs
(en choisissant bien les indexations) vérifient donc
e’ < |p| < 64]c*’”.
et on a

le]* < 5o

|51]

212|C|3

<
< 128|c2.

Comme s; et so sont des polynomes, le lemme 2 en résulte. O

Démonstration de la proposition. — Il faut montrer que le discriminant A(c) =
s1(c)? — 4so(c) est < 0 pour ¢ €] — 1/4,1/4[—{0}.
On sait déja que p et p” sont conjugués, donc que A(c) < 0 pour ¢ €]—1/4,1/4].

Pour ¢ =0, on a y(t) = e*™,

W2 E) G =1 f = =5 A0 =0

Mais A est un polynome de degré 3 en c. La racine en 0 est forcément double puisque
A(e) < 0 pour ¢ voisin de 0. Il ne peut y avoir une autre racine dans l'intervalle
| — 1/4,1/4] car elle serait simple et entrainerait un changement de signe. O

Remarque. — La troisiéme racine de A est en —7/4. Pour cette valeur de ¢, le
polynoéme z — E(c, z) a 3 racines doubles &1, &, &3, avec

fc(§1) = &, fc(§2) = &3, fc(§3) = &1

2.4. Densité des points sans tangente

Soient z un point de J, et 2’ € f(z). Alors 2’ € J., et si J. n’a pas de tangente
en z elle n’en a pas non plus en 2. Par récurrence, J. n’a alors de tangente en aucun
point de Uf, "(z).

LEMME. —  Pour tout z € J., l'ensemble Uf."(z) est dense dans J..

Démonstration. — Comme 7y est un homéomorphisme de T sur J. qui conjugue
q a f., il suffit de montrer que, pour tout ¢t € T, ’ensemble Ug " (t) est dense dans
T(x). O
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Nous avons montré :

PROPOSITION 2. — Si J. posséde un point ou elle n’a pas de tangente, [’ensem-
ble des points ou elle n’a pas de tangente est dense dans J..

Cela a lieu en particulier pour tout ¢ € Dy 4 — {0}.

3. Distorsion bornée

3.1. Introduction, fonctions holomorphes

Dans cette partie nous indiquons comment on démontre le théoreme 2. Nous
utiliserons pour cela un théoreme de distorsion bornée (théoréme 3 ci-dessous).

Nous aurons besoin de la notion de fonction holomorphe, mais nous évitons
I'usage de 'analyse complexe. Pour nous, une fonction holomorphe sur un ouvert U
de C est une fonction f : U — C admettant une dérivée

f(Z) = f(2)

2=z, 2 #2 2l — 2

f'(z) =

continue. Nous n’aurons pas besoin de 1’équivalence avec d’autres définitions. Nous
n’utiliserons pas le fait qu’une limite uniforme de fonctions holomorphes est holo-
morphe, mais seulement le fait, beaucoup plus élémentaire, que si (f,,) est une suite
de fonctions holomorphes sur U convergeant uniformément vers f et si f, converge
unziformément vers g, alors f est holomorphe et f' = g (en effet f(21) — f(z) =
/ 1 f(2)dz s’obtient par passage a la limite).
20

Nous utiliserons le théoreme d’Ascoli : Soient U un ouvert connexe vérifiant
diam*(U) < oo et (f,) une suite de fonctions sur U, lipschitziennes avec une con-
stante M indépendante de n. On suppose qu’il existe un point xq € U tel que la
suite (f,(x)) converge. Alors on peut extraire de la suite (f,,) une suite convergeant
uniformément sur U.

3.2. Distorsion

Soient U et V deux ouverts connexes de C, et f un homéomorphisme holomor-
phe de U sur V, c’est-a-dire admettant une dérivée f'(z) € C pour tout z € U
dépendant continument de z (par exemple f peut étre induite par un polynome).
Si f' est constante sur U, f est affine, c’est-a-dire induite par une transformation
z+— az +b.

DEFINITION. —  On appelle distorsion de f sur U et on note disty(f) la quan-

tité
f'(z1)
f(z0)|

sup
20,21€U

log
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Remarques.
(1) Pour choisir la détermination du log on prend un chemin de z5 & z;, et on

f'(2)

f'(20)
0 pour z = 2.
(2) La définition fait intervenir le module du log et non le log du module. Cela
permet de prendre en compte dans la distorsion le fait que f courbe les segments de
droite.

suit, pour z parcourant ce chemin, la détermination de log qui prend la valeur

Propriétés.

e On a disty(f~!) = disty(f).

eSif:U —Vetg:V — W sont des homéomorphsimes holomorphes, on a
disty (g o f) < disty(f) + disty (g).

e Pour z, et z; dans U, on note dy (29, 1) la longueur minimum d’un chemin de
2o & 2 dans U, et on définit le diamétre interne diam™(U) comme la borne supérieure
de dy (20, 21) quand zy est z; varient dans U. Si U est convexe, le diametre interne

de U coindice avec son diametre au sens ordinaire. On a
I

disty (f) < diam™(U) - sup

v | f'
/ 2 FI
En effet log Flz) est I'intégrale curviligne L) dz sur un chemin de 2y & z;.
f'(z0) w0 f'(2)

3.3. Majoration de la distorsion

Revenons a la situation qui nous intéresse, avec les notations des sections (1.1)
et (1.2). En particulier

A / —1
A= (inf )7 <1
Pour tout ouvert connexe W C A, de diametre < 1, 'image réciproque f, (W) est

réunion de deux ouverts W’ et W contenus dans A, application f, induisant un
homéomorphisme de chacun d’eux sur W; on a (x)

diam* W' = diam* W" < \diam* W.

!(z) appartienne a Ay pour
i < n. Choisissons p > 0 tel que le disque Wy = D, , soit contenu dans A, et dé-
finissons W; pour 1 < i < n en prenant pour W; la composante connexe de fC_IWi,l
qui contient z,_;. L’application f. induit pour 1 < ¢ < n un homéomorphisme
holomorphe de W; sur W;_4, et f” induit un homéomorphisme holomorphe de €2 =
W, sur W.

Soient z, un point de Ay et n un entier tel que z; = f*

fe
r

c

On a diam* W; < 2pA’. Sur Ag on a |f!] > 1 et f’ =2, dou < 2. Par suite

disty. (f.) < 4p\? et

disto(f) < distw, (f.) <4pd N <4pd N =

1=1 =1 1

4pA
1—X
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Cette inégalité montre que, pour I'application f" : Wy — €, on a que log((f. ™))
est lipschitzienne de rapport % En effet, pour w', w"” dans Wy, on peut considérer
|w/ - w//|

_ w'4w” I N
w = T wy =Dy olt p' = (1 +¢)

définir W/ pour ¢ < n par W) = W; n f7'W/_,.

avec € > 0 arbitrairement petit, et

Nous avons obtenu le résultat suivant, qui est ’application a notre situation d’un
théoreme plus général de distorsion bornée :

THEOREME 3. — La valeur de ¢ étant firée dans Dy yy, il existe un py > 0 et
un M < oo tels que, pour tout z € J., tout n et tout p tel que 0 < p < py, il existe
un voisinage 2 de z dans C tel que fI' induise un homéomorphisme holomorphe de
Q sur Dyn(,y, avec

L’application f,™ @ Dyn(s), — Q satisfait la propriété suivante : log((f. ")) est
lipschitzienne de rapport M /2.

4\
Ceci s’obtient en prenant pour py la distance de .J. au bord de Agy, et M = T
L’intéret du théoreme réside que ces valeurs sont indépendantes de z € J. et surtout

de n.

3.4. Contradiction en supposant I’existence d’une tangente

Soient ¢ € Dy4 et 29 € J.. Posons z, = f(2) et soit (n;) une suite d’entiers
telle que la suite extraite (z,, ) converge vers un point w. Soient M et py satisfaisant
aux conditions du théoreme 3. Pour tout k il existe un voisinage €2 de zy tel que
f'* induise un homéomorphisme holomorphe de € sur D, .

Choisissons p < po. Le disque Dy, , est contenu dans D, ,, pour k assez grand;
considérons f, ™ : Dy, , — Q et ¢, = Hy o f, ™ : D, , — C, ou Hy, est I'homothé-
tie de centre zy et de rapport hy = (f™)'(29), restreinte a ;. La fonction log(yy},)
differe de log((f, ™)) par une constante, donc est lipschitzienne de rapport M /2
indépendant de k. On a ¢ (z,,) = 1, donc |log(y)(w))| < M/2|w — z,,| — 0. Par
le théoreme d’Ascoli, quitte a extraire encore une suite, log ¢} tend uniformément
vers une fonction lipschitzienne ¢ : D,, , — C.

Alors ¢, tend uniformément vers la fonction ¢ : D,, , — C définie par

o) = w+ [ enc,

qui est holomorphe de dérivée e ne s’annulant en aucun point.

On a f.(J.) = f7'(J.) = J., et par suite

JC N Dw,p = (Q;I(Fk) ou Fk = Hk(JC N Qk)
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On a |hg| > 1/A™, donc |hy| tend vers l'infini et T’y peut étre considéré comme un
“zoom” de J. sur zg. Les fonctions ¢, sont bornées indépendamment de k, donc
diam €5, — 0.

Quitte a extraire encore une fois une suite, on peut suposer que ’argument de
hi a une limite . Supposons que .J. ait en z; une tangente L, et soit L’ la droite
déduite de L par une rotation d’angle 6.

LEMME. — J.ND,, C ¢ (L.

Démonstration. — Soit w' € J.ND,, ,. Pour tout &, 'angle (mod 7) de ¢y (w')—
2o avec L' est majoré par la borne supérieure oy pour 2z’ € i N J. de angle de
2" — 2y avec L. Mais ay, tend vers 0 par définition des tangentes. Par suite ¢(w') € L'.
d

Comme ¢ est dérivable en tout point de D,, ,, ceci entraine que J. a une tangente
en tout point de J. N Dy, .

On a vu que ceci est impossible si ¢ # 0, et cela acheve la démonstration du
théoreme 2.



