
SOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRESJOËL BELLAÏCHE AND GAËTAN CHENEVIERRésumé. In this paper, we 
hara
terize the subsets of the Bruhat-Tits tree of PGL2that are the sets of �xed point of a subgroup of GL2. Those are the �strips� in the tree.We also evaluate the form of the strip �xed by a given subgroup in terms of algebrai
invariants of this subgroup, whi
h allows us to give a new generalization of Ribet'slemma 1. Introdu
tionDans tout l'arti
le1 on �xe un anneau de valuation dis
rete 
omplet (A, m, k), K son
orps de fra
tions, et π une uniformisante de A.Soit G un groupe, et ρ une représentation ρ : G → GLn(K), que nous supposerons dans
ette introdu
tion, pour simpli�er la dis
ussion, d'image bornée. Cette représentationinduit une a
tion par automorphismes sur l'immeuble de Bruhat-Tis X de PGLn(K).Soit C(ρ) l'ensemble des points �xes de X sous 
ette a
tion : 
'est 
e que Bruhat et Titsappellent une partie �
lose� de l'immeuble, et que nous appelons le 
los de ρ. Lorsque Gest un sous-groupe de GLn(K) et ρ est l'inje
tion 
anonique, on é
rit parfois C(G) aulieu de C(ρ). En général, on a C(ρ) = C(ρ(G)).On sait qu'il est possible d'établir un di
tionnaire simple entre des proprétés algé-briques de la représentation ρ et des propriétés géométriques de l'ensemble C(ρ). Pourn'en donner i
i qu'un exemple, ρ est irrédu
tible si et seulement si C(ρ) est borné. Desfragments de 
e di
tionnaire se trouvent dans Serre ([S℄) pour le 
as d = 2 et dans [B℄ et[BG℄ pour le 
as général. Ce di
tionnaire permet, entre autres, suivant une idée de Serre,de donner une preuve 
on
eptuelle et simple du fameux �lemme de Ribet� (a�rmantl'existen
e d'un réseau stable de rédu
tion mod π indé
omposable quand ρ est irrédu
-tible et d = 2, 
f. [R℄) et d'en donner la généralisation optimale pour d quel
onque ([B℄et [BG℄).Cependant, pour obtenir des résulats plus �ns 
on
ernant en parti
ulier la 
onstru
tionde réseaux stables sous ρ ayant des propriétés désirées modulo πn, et non seulementmodulo π, il apparaît né
essaire de savoir quelles sont les parties 
loses de X qui peuventapparaître 
omme 
los C(ρ) d'une représentation, autrement dit, quelle est l'image del'appli
ation C. Ce
i n'est d'ailleurs pas la seule raison de s'intéresser aux ensembles
C(ρ). Par exemple les sommets de 
et ensemble paramètrent les A-réseaux de Kn stablepar ρ à homothétie près, et il peut être intéressnt de 
ompter le nombre de tels réseauxquand 
elui-
i est �ni (e.g. quand K est lo
alement 
ompa
t et ρ irrédu
tible). De tels1Lors de la �n de la réda
tion de 
et arti
le, le premier auteur a béné�
ié d'un NSF grant (DMS05-01023). 1
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIERdénombrement semblent par exemple être utile lors de la 
omparaion des 
orrespondan
esde Langlands p-adique et modulo p. Par ailleurs. le 
al
ul de 
ertaines intégrales orbitalesapparaissant dans la théorie de la formule des tra
e se ramènent au dénombrement d'un
C(G).Dans 
et arti
le, nous résolvons 
e problème pour d = 2 ; autrement dit, nous dé-terminons 
omplètement les parties de l'arbre de Bruhat-Tits de PGL2(K) qui sont dela forme C(ρ) pour un 
ertain ρ. Il revient évidemment au m�meme de déterminer lesensembles de la forme C(G), où G est un sous-groupe de GL2(K). Le résultat est tréssimple : 
eux des ensembles de la forme C(G) qui sont bornés (
'est le 
as le plus déli
at,
f. théorème ??, ainsi que la proposition ?? pour le 
as général) sont exa
tement lesbandes bornées, i.e. les ensembles de points à distan
e majorée par une épaisseur en-tière r d'un segment géodésique. La preuve o

upe la partie 3 de 
ette arti
le, et reposesur des résultas préliminaires sur les arbres développés dans la partie 2. L'idée en estsimple : supposant C(G) borné, par des rédu
tions on se ramène à supposer que G estengendré (topologiquement) par des élément semi-simples réguliers, et don
 que C(G)est une interse
tion d'ensembles de la forme C(H), où H est un groupe engendré par unélément semi-simple régulier. On montre d'une part que 
es ensembles sont des bandes,éventuellement in�nies (prop. 4), et d'autre part qu'une interse
tion de bandes est unebande (prop. 2).Comme 
ette des
ription de notre preuve le suggère, on utilise vraiment les propriétésde groupes de Lie de GL2(K). D'ailleurs le résultat serait tout di�érent si l'on 
her
haità déterminer les parties de la forme C(G), pour G un sous-groupe du groupe des auto-morphismes de l'arbre X ; en e�et, toute partie 
lose est de 
ette forme. Ce
i 
ontrastefortement ave
 la situation pour d ≥ 3 : dans 
e 
as, le groupe d'automorphisme del'immeubles est PGLd(K), et la détermination des parties de la formes C(ρ) se ramènedon
 à un problème purement immobilier, sans théorie des groupes. La solution de 
eproblème (que nous ne 
onnaissons pas) aurait bien sûr des appli
ations analogues à
elle de notre résulat. Notons à 
e sujet que la détermination des ensembles de la fome
C(ρ), pour d quel
onque, mais ρ résiduellement sans multipli
ité a déjà été faite : 
e sontexa
tement les parties 
loses 
ontenues dans un appartments de X ([BG℄).Dans la dernière partie de 
ette arti
le, nous essayons de déterminer, pour une re-présentation irrédu
tible ρ, la forme de la bande C(ρ). Une telle bande est dé
rite pardeux invariants : son diamètre et son épaisseur. Nous donnons des en
adrements de 
esinvariants en fon
tions de deux invariants algébriques de ρ, son lieu de rédu
tibilité, etson �lieu de non multipli
ité un�. Le point le plus déli
at, et le plus utile, est la mini-ration du diamètre de C(ρ) en fon
tion du lieu d'irrédu
tibilité de ρ (théorème 2). Onen déduit di�érentes appli
ations : une généralisation du lemme de Ribet (pour d = 2)permettant de 
onstruire des extension non triviales entre 
ara
tères modulo πn, un ana-logue du théor�̀eme de Lie-Kol
hin, et un résultat 
on
ernant les notions �
onvergen
esen tra
e� et �
onvergen
e physique� gén¯alisant (mais seulement pour d = 2) l'un de 
euxde [BCKL℄.
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hSOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRES 32. L'arbre de PGL2(K)2.1. Dé�nitions. On renvoie à Serre ([S℄) pour plus de détails sur 
e qui suit.L'arbre de PGL2(K) est le graphe (non orienté) dé�ni de la manière suivante. L'en-semble des sommets T = T (K) est l'ensemble des 
lasses d'homotheties de A-réseauxdans K2. Deux sommets sont voisins si on peut trouver deux réseaux Λ et Λ′ les repré-sentant ave
 Λ ⊂ Λ′ et Λ/Λ′ ≃ k en tant que A-module. Il est élementaire et bien 
onnuque 
e graphe est un arbre homogène, 
haque sommet ayant exa
tement |k| + 1 voisins.On note d la distan
e sur T induite par 
ette stru
ture de graphe. Si x est un sommetde T , représenté par un réseau Λ, et n un entier, les points de T qui sont à distan
e de
n de x 
orrespondent bije
tivement et 
anoniquement au sous-A/πnA-modules libres derang un de Λ/πnΛ.Une géodésique est un ensemble de sommets {xi, i ∈ I} où I est un intervalle de Ztelle que d(xi, xj) = |j − i| pour tout i, j dans i. Quand I = Z, une telle géodésiqueest dite droite ou appartement. Quand I = [a, +∞] ou [−∞, a], on parle de demi-droitesd'extrémité xa. Quand I = [a, b], on parle de segment d'extrémités xa et xb.On dit que deux demi-droites sont 
o�nales si leur interse
tion est in�nie. Il revientau même de demander que 
ette interse
tion est une demi-droite. La 
o�nalité est unerelation d'équivalen
e, don
 les 
lasses s'appellent les bouts de l'arbre. Les bouts de Tsont en bije
tion naturelle (donné par le stabilisateur) ave
 les sous-groupes de Borelde PGL2(K) (ou de GL2(K)), ou si l'on veut veut, ave
 les K-droites dans K2. Lesdroites de T 
orrespondent bije
tivement aux sous-groupes de Levi de PGL2(K) (ou deGL2(K)), ou si l'on veut aux dé
ompositions de K2 en somme dire
te de deux K-droites.Comme T est un arbre, étant donnés deux points x et y dans T , il existe un segmentet un seul d'extrémités x et y, et on le note [x, y]. On dit qu'un ensemble S est 
onvexe(ou 
los) dans T si pour tout x, y dans T , on a [x, y] ⊂ T . Un point d'un 
onvexe Sest dit extrémal s'il n'a qu'un seul voisin dans S, ou bien si S est réduit à 
e point. Lafermeture 
onvexe d'un sous-ensemble de T est le plus petit 
onvexe le 
ontenant.Nous utiliserons librement le résultat suivant, qui est fa
ile en utilisant l'axiome du
hoix : un 
onvexe S ⊂ T est borné si et seulement s'il ne 
ontient pas de demi-droites.Comme T est un arbre, etant donnée S une partie 
onvexe de T et x un S, il existeun unique point y ∈ S tel que d(x, y) = d(x, S) := minz∈S d(x, z). On l'appele le projetéde x sur S.2.2. Demi-sommets et milieu d'un segment. A tout 
ouple (x, y) de sommets voi-sins dans T , on asso
ie formellement un point mx,y qu'on imagine au mileu de l'arête
[x, y]. Si DT désigne l'ensemble de tous les sommets ou demi-sommets, on dé�nit unedistan
e (en
ore noté d) sur DT prolongeant 
elle de T en posant pour x, y, z, t dans T :

d(mx,y, z) := min(d(x, z), d(y, z)) +
1

2
=

1

2
(d(x, z) + d(y, z))puis

d(mx,y, mz,t) = min(d(mx,y, z), d(mx,y, t)) +
1

2
.
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIERLa distan
e 2d sur DT est a valeurs entières, et on se 
onvain
 aisément que 
'est ladistan
e atta
hée à une (unique) stru
ture de graphe sur DT , qui fait de DT un arbrebi-homogène : les points de DT − T ont valen
e 2 (le point mx,y a pour voisins x et y),et les points de T ont valen
e |k| + 1 > 2.Si x et y sont dans T , il existe un point et un seul m dans DT tel que d(x, m) =

d(m, y) = d(x,y)
2

. On l'appelle milieu du segment [x, y]. Le milieu de [x, y] est dans T siet seulement si d(x, y) est pair.Remarque 1. Cette 
onstru
tion d'un arbre bi-homogène DT à partir d'un arbre ho-mogène T est standard.2.3. Boules. Si m ∈ DT , et r est un réel, on appelle boule de 
entre m et de rayon ret on note B(m, r) l'ensemble des sommets x de T tels que d(x, m) ≤ r. Une boule ne
hange pas si l'on rempla
e r par sa partie entière si m est dans T , et par l'entier le pluspro
he (en arrondissant au supérieur), si m est dans DT − T . Ainsi, toute boule peutêtre dé�nie ave
 un rayon entier. Une boule derayon négatif est vide. Il est fa
ile de voir que le 
entre d'une boule non vide est biendéterminé, et que son rayon l'est aussi dès lors qu'on lui impose d'être entier.Si [x, y] est un segment de T , on appelle boule de diamètre [x, y] la boule de 
entre lemilieu de (x, y) et de rayon d(x, y)/2.2.4. Bandes.Dé�nition 1. Si S est une géodésique de T , et r un entier, la bande de nerf S et derayon r est l'ensemble des x dans T tel que d(x, S) ≤ r.Remarque 2. - Il est fa
ile de voir que le nerf et le rayon d'une bande sont biendéterminés. (Si C est une bande, pour r ≥ 0, soit N(r) l'ensemble des x ∈ C telsque B(x, r) ⊂ C ; il est 
lair que le rayon de la bande est le plus petit r tel que N(r)est non vide et que 
e N(r) en est le nerf.)- Une bande est bornée si et seulement si son nerf S est �ni.Exemples 1. Une droite, une demi-droite, un segment sont des bandes (de rayon 0).Une boule est une bande. Plus pré
isément, la boule B(m, r) est la bande de nerf {m}et de rayon r si m est dans T , et la bande de nerf [x, y] et de rayon r − 1 si m = mx,yest dans DT − TProposition 1. Une interse
tion de deux bandes est une bande.Démonstration � Soient B(S, r) et B(S ′, r′) deux bandes, I leur interse
tion. On note
Z la fermeture 
onvexe de S ∪ S ′. Si z est dans Z, on pose

nz := min(r − d(z, S), r′ − d(z, S ′)).Nous a�rmons d'abord que I est la réunion des boules de 
entre z dans Z et de rayon
nz :

I =
⋃

z∈Z

B(z, nz).(1)
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hSOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRES 5En e�et, soit x dans B(z, nz) ; 
omme d(z, S) ≤ r − nz, d(x, S) ≤ r par l'inégalitetriangulaire, et don
 x ∈ B(S, r) ; par symétrie, x ∈ B(S ′, r′) et don
 x ∈ I. Ré
i-proquement, 
omme S est un segment du 
onvexe Z, pour tout x sommet de l'arbreon a d(x, S) = d(x, z) + d(z, S), où z est le projeté de x sur Z. Si x est dans I, ona d(x, S) ≤ r, don
 d(x, z) ≤ r − d(z, S), et de meme d(x, z) ≤ r′ − d(z, S ′). Don

d(x, z) ≤ nz, et x ∈ B(z, nz). Ce
i prouve (1).Soit N l'ensemble des z dans Z tels que nz est maximal (
'est un ensemble non videpuisque nz est majoré par min(r, r′)). Nous allons montrer que I est la bande de nerf Net de rayon nt pour (n'importe quel) t dans N .Il y a lieu de distinguer deux 
as :(a) Cas où S ∩ S ′ = ∅Dans 
e 
as on note X le segment réalisant la distan
e minimale de S à S ′, de sorteque Z = S ∪S ′ ∪X. on note d la longueur de X. On distinge trois sous-
as (non ex
lusifa priori) :

(r−d−1,r’)

(r−d−2,r’)

S’

b

(r−d+1,r’−1)

(r−d−1,r’)

(r−d−2,r’)

(r,d−r’−1)

(r,d−r’−2)

(r,d−r’−1)

)r,d−r’−2)

(r,r’−d)
(r−1,r’−d+1)

S

X

a (r−d,r’)

Fig. 1. Cas S ∩ S ′ = ∅(i) Sous-
as où N ren
ontre S.Notons a l'interse
tion de X ave
 S. Soit t un point de N ∩ S. Pour z dans S, on a
nz = min(r, r′ − d(z, S ′)), don
 les points z de S plus pro
hes de a (ou, 
e qui revient aumême, de S ′) que t sont aussi dans N . Il vient don
 que N ∩S est un segment 
entré en
a.
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIERPar ailleurs, on a r ≤ r′ − d (puisque na = min(r, r′ − d) ≥ na′ = min(r− 1, r′ − d+ 1)où a′ est le voisin de a dans X), et don
 et
na = r = ntpour tout t dans N ∩ S.Nous allons voir que pour tout z ∈ Z, B(z, nz) est 
ontenu dans un B(t, nt) pour un
ertain t dans N . En e�et, 
'est tautologique pour z ∈ N . Pour z ∈ S − (N ∩ S), on a

nz ≤ na − d(z, t), d'où il vient que B(z, nz) ⊂ B(t, nt) = B(t, r) pour t le projeté de zsur N . Finalement, pour z ∈ Z−S, si l'on pose l := d(z, a) > 0, on a nz ≤ na− l = r− l,de sorte que pour un tel z, B(z, nz) est in
lus dans B(a, na).Notons au passage que pour z ∈ Z −S, nz < na, et don
 z 6∈ N , si bien que N ∩S estun segemnt 
entré en a.Ainsi, I est la reunion des B(t, nt) = B(t, r) pour t dans le segment N . C'est don
 labande de nerf N et de rayon r.(ii) Sous-
as où N ren
ontre S ′ : 
e sous-
as est symétrique du pré
édent.(iii) il ne reste don
 que le sous-
as N ne ren
ontre ni S ni S ′.On a don
 N ⊂ X − {a, b}, où a désigne l'insterse
tion de X ave
 S et b 
elle de Xave
 S ′. Il est 
lair que la fon
tion nz, quand z va de a à b le long de X 
roit d'abordpuis dé
roit, et don
 que N est réduit soit à un sommet t, soit à une arrête (t, t′) dans
X − {a, b}. On en déduit fa
ilement, en raisonnant 
omme en (i), que I est la bande denerf N et de rayon nt (= nt′).(b) Cas où S ∩ S ′ est non vide.On note Y l'interse
tion de S et S ′, 
'est une géodésique.

S’

Y

S

(r−1,r’)

(r−1,r’)
(r,r’−1)

(r,r’−1)

(r,r’)

(r,r’)

Fig. 2. Cas S ∩ S ′ = Y 6= ∅Si z est dans Y , nz = min(r, r′) ; don
 Y ⊂ N .Supposons par exemple r ≤ r′. On voit que si z est dans S ′ a distan
e l de Y , alors
nz ≤ r − l. Si z n'est pas dans Y , i.e. l > 0, nz < r et z n'est pas dans N . Autrement
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hSOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRES 7dit N ⊂ S. De plus, pour un tel z, B(z, nz) est in
lu dans B(y, ny) = B(y, r) pour y leprojeté de z sur Y .On est don
 ramene a I = ∪z∈SB(z, nz), mais 
omme pour z ∈ S, on voit aisémentque nz = r− d(z, N), on en déduit que N est une géodésique de S, et que I est la bande
B(N, r).

�On peut renfor
er 
e résultat :Proposition 2. Une interse
tion quel
onque de bandes est une bande.Démonstration � Par le lemme de Zorn et la proposition pré
édente, on est ramenéà traiter le 
as d'une interse
tion dé
roissante. Il résulte de la remarque 2 que si deuxbandes B et B′ de rayons r et r′ véri�ent B ∩ B′, on a r ≤ r′ et en 
as d'égalité, le nerfde B est in
lus dans le nerf de B′. Par la proposition pré
édente, on est don
 ramené àtraiter le 
as d'une interset
ion de bande de même rayon r et de nerf dé
roissants. Il est
lair que le résultat est la bande de rayon r et de nerf l'interse
tion des nerfs, qui estbien une géodésique. �2.5. Sapins de Noël.Dé�nition 2. Si D est une demi-droite d'extrémité a, on appellera sapin de Noël de Dla réunion SN(D) des boules de 
entre x ∈ D et de rayon d(x, a).Notons que D ⊂ SN(D). Cependant SN(D) ne détermine pas D :Lemme 1. (i) Toute demi-droite 
ontenue dans SN(D) est 
o�nale à D.(ii) Si D et D′ sont deux demi-droites, on a SN(D) = SN(D′) si et seulement si D et
D′ sont 
o�nales, et, si a, a′ et b désignent les extrémités respe
tives des demi-droites
D, D′ et D ∩ D′, on a d(a, b) = d(a′, b).Démonstration � Si D′ = {xi}i∈N n'est pas 
o�nal à D, la proje
tion p(xi) de xi sur

D est 
onstante pour i assez grand. Comme d(xi, p(xi)) → ∞ quand i → ∞, il existe itelle que d(xi, p(xi)) ≥ d(p(xi), a) où a est l'éxtrémité de D. Don
 D′ 6⊂ SN(D). Ce
iprouve (i).Si SN(D) = SN(D′), alors D′ ⊂ SN(D) don
 D′ et D sont 
o�nale par (i). Ave
 lesnotations de l'énon
é, on a, puisque a ∈ SN(D′), et que b est le projeté de a sur D′,
d(a, b) ≤ d(a′, b). Par symétrie, on a don
 d(a, b) = d(a′, b). La ré
iproque est évidente.
�Lemme 2. Si un sapin de Noël 
ontint deux sommets a et b, la boule de diamètre [a, b]est 
ontenue dans le sapin.Démonstration � C'est 
lair, 
ar un Sapin de Noël est par dé�nition une union 
rois-sante de boules, et la propriété à montrer est évidente pour une boule. �
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIERLemme 3. Si S est un sous-ensemble de T telle que pour tout a, b dans S, S 
ontiennela boule de diamètre [a, b], alors S est soit une boule, soit un sapin de n�'oel, soit toutl'arbre.Démonstration � Comme la boule de diamètre [a, b] 
ontient [a, b], l'hypothèse impliqueen parti
ulier que S est 
onvexe.Soit n le nombre de bouts qui ont au moins un représentant (i.e. une demi-droite)
ontenu dans S.Si n = 0, alors S est borné. Soit a, b dans S tel que d(a, b) soit maximal. S 
ontient laboule de diamètre [a, b] par hypothèse, et est 
ontenu dans 
ette boule par maximalité.C'est don
 une boule.Si n = 1, il existe une demi-droite D ⊂ S maximale (sinon, la réunion stri
tement
roissante d'une famille in�nies de demi-droite serait une droite 
ontenue dans S, et S
ontiendrait aux moins deux bouts). Notons D = {xi, i ∈ N} ave
 x0 = a et d(xi, a) = i.On a SN(D) ⊂ S 
ar la boule de 
entre xi et de rayon d(xi, a) = i n'est autre que laboule de diamètre [x0, x2i]. Montrons l'autre in
lusion. Soit x dans S, xi son projeté sur
D, et posons d = d(x, xi). Par hypothèse, S 
ontient la boule de diamètre [x, xi+d] quin'est autre que la boule de 
entre xi et de rayon d. Par maximalité de D, S ne 
ontientqu'un seul voisin de a = x0 (à savoir x1), don
 d(xi, a) ≥ d = d(xi, x) : on a don

x ∈ SN(D). On a prouvé S = SN(D).Si n = 2, 
omme S est 
onvexe, il 
ontient une droite, et on en déduit aisément que
S = T . �3. Clos des sous-groupes de GL2(K)3.1. Dé�nition et première propriétés. Pour G un sous-groupe de GL2(K), on note
C(G) l'ensemble des sommets de l'arbre T de PGL2(K) qui sont �xes par G : on l'appelele 
los de G. C'est une partie 
onvexe de T , et nous allons 
her
her a la 
ara
tériser parmiles parties 
onvexes de T .Lemme 4. Si C(G) est non vide, C(G) est borné si et seulement si G agit irrédu
tible-ment sur K2.Démonstration �Comme C(G) est 
onvexe, il est borné si, et seulement si,il ne 
ontient pas de demi-droite. Par ailleurs, 
omme il est non vide, C(G) 
ontient (un repre±entant) d'un bout
b si, et seulement si, G est 
ontenu dans le Borel 
orrespondant à 
e bout. Ces deuxéquivalen
es donnent le lemme. �Un 
as important dans les appli
ations est 
elui où G est borné :Proposition 3. Supposns que G est un sous-groupe borné de GL2(K). Alors :(a) C(G) est non vide, et tout réseau Λ représentant un sommet x de C(G) est stablepar G.
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hSOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRES 9(b) Pour tout x ∈ C(G), Λ représentant x, et n ≥ 0 les sous-A/πnA-modules libresde Λ/πnΛ stables par G sont en bije
tion 
anoniques ave
 les points de C(G) àdistan
e n de x. Pour m ≤ n, l'image d'un sous-A/πnA-module libre et fa
teurdire
t, 
orrespondant à un sommet y de l'arbre, dans Λ/πmΛ 
orrespond à l'uniquepoint de [x, y] à distan
e m de x.(
) En parti
ulier, pour tout x ∈ C(G), Λ représentant x, les droites stables par lareprésentation de dimension 2, notée ρ̄x, de G sur le k-espa
e ve
toriel Λ/πΛ sonten bije
tions ave
 les voisins de x dans C(G).(d) Pour x ∈ C(G), on a les équivalen
e suivantes(i) ρ̄x irrédu
tible si, et seulement si, x n'a pas de voisins dans C(G) si, et seule-ment si, C(G) = {x}.(ii) ρ̄x rédu
tible mais indé
omposable si, et seulement si, x a exa
tement un voisindans C(G) (i.e. x est un point extrémal).(iii) ρ̄x est dé
omposable, somme de deux 
ara
tères distin
ts si, et seulement si,
x a exa
tement deux voisins dans C(G).(iv) ρ̄x est dé
omposable, somme de deux 
ara
tères égaux si, et seulement si, tousles voisins de x dans T sont dans C(G)Démonstration � C'est un exer
i
e fa
ile. �Lemme 5. (a) Si H ⊂ G, alors C(G) ⊂ C(H).(b) Si C(〈{Gi}i〉) =

⋂

i C(Gi).(
) Si C(G) est borné, il existe un sous-groupe ouvert G′ de GL2(K), 
ontenant G.Z,tel que C(G) = C(G′).Démonstration � (a) et (b) sont triviaux, prouvons (
). Soit x ∈ T un sommet quel-
onque, Gn := 〈G, stab(B(x, n))〉, n ∈ N. Si n est assez grand, B(x, n) 
ontient C(G),et don
 C(Gn) = C(G) par (b). Comme stab(B(x, n)) est ouvert, Gn l'est aussi. �Lemme 6. Si C(G) est borné, C(G) est une interse
tion de C(〈x〉), où x ∈ G est unélément semi-simple régulier de GL2(K). Si K est lo
alement 
ompa
t, on peut supposerque 
ette interse
tion est �nie.Démonstration � Les éléments semi-simples réguliers de GL2(K) sont denses parun argument 
lassique. On peut supposer que G est ouvert et 
ontient un groupe de
ongruen
e G(N) assez petit ayant un 
los 
ontenant C(G). L'ensemble Gsr ren
ontredon
 
haque G(N)-
lasse a droite de G, que l'on peut e
rire giG(N). Cela 
on
lut par le(b) du lemme pré
édent 
ar G =< G(N), (gi)i >. �On va étudier les 
los des groupes monogènes engendrés par 
ha
un des elements deGL2(K).
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIER3.2. Clos de 
ertains éléments de GL2(K). Soit g ∈ GL2(K) semi-simple régulier,
g est diagonalisable à valeurs propres distin
tes soit dans K, soit dans une extensionquadratique K ′ de K.Lemme 7. Si g est un élément de GL2(A) diagonal à valeurs propres distin
tes a et b,
C(G) est la bande de nerf la droite dé�nie par g et de rayon v(a − b).Démonstration � Si x un point de l'appartement D de�ni par g, représentá par unréseau Λ, alors g est l'identité sur Λ/πrΛ, de sorte que la boule de 
entre x de rayon rest dans T , 
e qui fournit une in
lusion.Soit x un point �xe par g qui n'est pas dans D, p(x) dans le projeté de x sur D,
s = d(x, p(x)) et y, z les points de D à distan
e s de p(x). Alors dans Λ/πsΛ, les sommets
p(x), y et z dé�nissent tros A/πs-droites fa
teurs dire
tes stables par g (prop 3(ii)),distin
tes même modulo π, et l'on en déduit que g est don
 homothétique modulo πs,i.e. a = b mod πs, et don
 s ≤ r. C'est l'autre in
lusion. �Proposition 4. Si g un élément semi-simple régulier de GL2(A), alors son 
los est unebande. Plus pré
isément, 
'est une bande in�nie si g est diagonalisable, une boule sinon.Démonstration � Le 
as diagonalisable a déjà été traité. Notons a et b les valeurspropes de g, r = v(a− b) ∈ Z

2
et supposons don
 que a, b sont quadratiques, K ′ := K(a),

A′ son anneau d'entiers. Soit T ′ l'arbre de PGL2(K
′). On dispose d'une inje
tion de Tdans T ′ 
orrespondant à l'appli
ation Λ 7→ Λ⊗AA′. Il est 
lair que 
ette inje
tion est uneisométrie (i.e. respe
te la stru
ture de graphe) si K ′/K est non rami�é, et multiplie lesdistan
es par 2 si K ′/K est rami�é. Dans 
e dernier 
as, on peut étendre 
ette inje
tionet plonger naturellement DT dans T ′ : si mx,y est un point de DT − T , et si Λ, Λ′représentent x et y et véri�ent Λ′ ⊂ Λ et Λ/Λ′ ≃ k as an A-module, on envoie mx,y sur la
lasse de l'unique A′-réseau L de K ′2 tel que Λ′⊗A A′ ⊂ L ⊂ Λ⊗A A′ et (Λ⊗A A′)/L ≃ kas an A′-module. On obtient ainsi une inje
tion de DT dans T ′ qui envoie le double dela distan
e d de DT sur la distan
e de T ′.En résumé, on a plongé T dans le 
as non-rami�é, DT dans le 
as rami�é, 
omme unsous-arbre (en parti
ulier 
onvexe) de T ′. Dans 
e dernier 
as, DT est l'ensemble despoints de T ′ à distan
e (de T ′) au plus 1 de T .Soit s le générateur de Gal(K ′/K). s agit semi-linéairement sur K ′2, don
 par auto-morphismes de graphes (isométries) sur T ′. Si x ∈ T ′ est �xe par s alors tous les réseaux
orrespondant à x le sont. Le lemme suivant est peut-être un 
as parti
ulier d'un résultatde Bruhat-Tits.Notons C ′(G) l'ensemble des points �xe par un sous-groupe G dans T ′. D'après lelemme pré
édent, C ′(〈g〉) est une bande de rayon r. Son interse
tion ave
 T est C(〈g〉).Notons que 
omme g ∈ GL2(K), s stabilise C ′(〈g〉) (si hgh−1 est dans GL2(A

′), alors
s(h)gs(h)−1 aussi, i.e. h(A′2) stable ssi s(h)(A2) l'est).Soit D le nerf de la bande C ′(〈g〉). Par uni
ité du nerf, on a s(D) = D.
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ontient un unique point x0 �xe par s. Ce point est leprojeté sur D de tout point de T .Démonstration � Comme s respe
te la stru
ture de graphe de T ′, le projeté d'un pointde T sur D est �xe par s, d'où l'existen
e d'un point �xe. L'uni
ité provient de 
e que
s2 = 1, et que s ne �xe pas tout D. Par uni
ité, tous les points de T ont don
 mêmeprojeté sur D.

�

D

T

x0

x1

Fig. 3. L'enveloppe 
onvexe de D ∪ T , 
as K ′ rami�éDé�nissons x1 
omme le projeté de x sur DT . Le 
hemin le plus 
ourt d'un point z de
T à D, est le segment [z, x0], et par dé�nition, 
e segment 
ontient x1. Ainsi, C(〈g〉) estla boule de 
entre x1 de rayon r − d(x1, x0). Ce
i termine la preuve.

�Proposition 5. Si g est un élément unipotent de GL2(K), son 
los est un sapin de Noël.Démonstration � Dans une 
ertaine base e1, e2, g a pour matri
e
(

1 1
0 1

)

.Il est 
lair que C(g) est le sapin de Noël dé�nie par la demi-droite dont les sommets sontles 
lasses des réseaux Ae1 + Aπne2, n ≥ 0. �
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIER3.3. Clos des sous-groupes de GL2(K). Si C est une partie de T , on notera Γ(C) lestaibilistauer de la partie C dans GL2(K). On notera Z le 
ebtre de GL2(K).Théorème 1. Soit G un sous-groupe irrédu
tible de GL2(K). Alors C(G) est une bandebornée. Ré
iproquement, toute bande bornée est est de la forme C(G) pour G un sous-groupe irrédu
tible de GL2(K)Démonstration � Si G est irrédu
tible, C(G) est borné (lemme 4). C'est don
 (
f. 6)une interse
tion de 
onvexes de la forme C(g) ave
 g semi-simple régulier. Ces 
onvexessont des bandes (
f. prop 4), et don
 C(G) est aussi une bande (prop. 2).Ré
iproquement, soit S un segment géodésique de longueur l, r un entier, et B =
B(S, r). Quitte à 
hanger de base (e1, e2) de K2, on peut supposer que lesextrémités de S sont les 
lasses des réseaux Ae1 ⊕ Ae2 et Ae1 ⊕ prAe2. Notons Γ(C)le stabilisateur dans GL2(K) d'une partie C de T .Nous allons voir que

Γ(B(S, r)) = Z{

(

a b
c d

)

∈ GL2(Zp), a, d ∈ 1 + prZp, v(b) ≥ r, v(c) ≥ r + s},(2)de quoi il résulte fa
ilement que C(Γ(B(S, r))) = B(S, r) et le théorème.Pour véri�er l'égalité 
i-dessus, notons que B(S, r) = ∪x∈SB(x, r) d'où il dé
oule
Γ(B(S, r)) = S ∩x∈S Γ(B(x, r))(3)Soit u la matri
e diagonale (1, p). Si x0 est le sommet représentant le réseau A2, lespoints de S sont les uix0, i = 0, . . . , l. Or Γ(B(uix0, r)) = uiZΓ(B(x0, r))u

−i. D'où
Γ(B(S, r)) = Z ∩i∈{0,...,l} uiΓ(B(x0, r))u

−i(4)On 
al
ule aisément Γ(B(x0, r)) : 
'est le sous-groupe de 
ongruen
e Gr = ZKer (GL2(A) →GL2(A/πr))), d'où le résultat. �Notons 
e 
orollaire (du théorème ave
 sa preuve).Corollaire 1. Si G est un sous-groupe irrédu
tible de GL2(K),
C(Γ(C(G))) = C(G).Démonstration � En e�et, C(G) = B(S, r) pour un 
ertain segment S, et l'on a vuque C(Γ(B(S, r)) = B(S, r). �Notons également :Proposition 6. Si G est un sous-groupe irrédu
tible de GL2(K) dont l'adhéren
e estengendrée (topologiquement) par ses éléments unipotents, C(G) est une boule.Démonstration � En e�et, C(G) est interse
tion de 
onvexes de la forme C(g) pour

g unipotent (lemme 6), qui sont des sapins de Noël (prop. 5). En 
onséquen
e, d'après
C(G) véri�e la propriété que pour tout a, b dans C(G) la boule de diamètre [a, b] est
ontenue dans C(G) (lemme 2). D'après le lemme 3, et 
omme C(G) est borné d'aprèsle lemme 4, 
'est une boule. �
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omplet, déterminons aussi le 
los d'un sous-groupe rédu
tible.Proposition 7. Soit G un sous-groupe rédu
tible de GL2(K) : la représentation naturelle
ρ de G est somme de deux 
ara
tères χ1 et χ2 : G → K∗. Si C(G) est non vide, alors :(a) Si ρ est semi-simple et χ1 = χ2, on a C(G) = T .(b) Si ρ est semi-simple et χ1 = χ2, C(G) est une bande de nerf la droite 
orrespondantà l'unique Levi 
ontenant G.(
) Si ρ est non semi-simple et χ1 = χ2, C(G) est un sapin de Nöel SN(D) òu Ddé�nit le bout de T 
oorespondant à l'unique Borel 
ontenant G.(d) Si ρ est non semi-simple et χ1 6= χ2, C(G) est l'interse
tion d'un Sapin de Noël

SN(D) et d'une bande de nerf D,Démonstration � Dans le 
as (a), G est dans le 
entre de GL2(K), don
 le résultatest 
lair. La preuve de (b) se fait 
omme 
elle de la prop 5, 
elle de (
) 
omme 
elle dulemme 7, et (d) résulte de (b) et (
) puisque G peut s'é
rire 
omme le produit de sonsous-groupe unipotent maximal et d'un groupe diagonalisable. �4. Estimation des invariants du 
losDans toute 
ette se
tion on �xe un sous-groupe borné irrédu
tible G de GL2(K).Notons ρ l'inje
tion 
anonique de G dans GL2(K) que nous voyons 
omme une repré-sentation de G.4.1. Les invariants n(G) et m(G). Considérons le plus grand entier :(a) n(G) tel qu'il existe deux 
ara
tères 
ontinus χi : G → (A/πn)∗ satisfaisant
∀g ∈ G, det(X − g) = (X − χ1(g))(X − χ2(g)) mod πn(G),(b) m(G) tel qu'il existe un 
ara
tère 
ontinu χ : G → (A/πn)∗ satisfaisant

∀g ∈ G, det(X − g) = (X − χ(g))2 mod πm(G).Il est 
lair que l'on a
m(G) ≤ n(G).(5)L'idéal πn(G) mérite le nom d'idéal de rédu
tibilité de ρ. C'est le plus grand idéalmodulo qui le polyn�me 
ara
téristique de ρ devient 
elui de la somme de deux 
ara
tères
ontinus. Le nombre m(G) mesure à quel point ρ est éloigné d'avoir la propriété d'êtrerésiduellement sans multipli
ité : 
ette propriété, qui est souvent une hypothèse (
f.[1℄,[BG℄,[U℄) dans les travaux généralisant le lemme de Ribet, est en e�et équivalente à

m(G) = 0Notons que n(G) et m(G) ne dépendent que de la 
lasse de 
onjugaison de G, i.e. dela 
lasse d'équuivalen
e de ρ.Remarque 3. (a) Si α et β sont deux solutions 
onjuguées d'une équation quadra-tique X2 + aX + b = 0 dans A/πn (i.e. si α + β = −a et αβ = b), et si m désignele plus grand entier tel que α ≡ β (mod πm), alors α + γ et β − γ sont aussi deuxsolutions 
onjuguées dès que γ est divisible par πi ave
 i ≥ max(n − m, n/2). Ainsi
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIERl'on voit, déja dans le 
as d'un groupe monogène, que les 
ara
tères χ1 et χ2 de ladé�niton de n(G) ne sont pas uniquement déterminés. Seule leur restri
tion modulo
π[max(n−m,n/2)] est bien déterminée.(b) On a m(G) ≤ n(G)/2 ou bien m(G) = n(G). En e�et, si m(G) > n(G)/2 on a
χ1 = χ2 (mod p⌈n(G)/2⌉), et l'on voit aisément que χ := (χ1 + χ2)/2 est aussi un
ara
tere, et que det(X − g) = (X − χ(g))2 mod πn(G) pour tout g ∈ G.(
) Lorsque K est un 
orps lo
al d'inégal 
ara
téristique, on peut �ter de la dé�nitionde n(G) et de m(G) le mot �
ontinû�. En e�et, d'après un théorème de Lazard, un
ara
tère sur un groupe de Lie p-adique est automatiquement 
ontinû.Rappelons que C(G) est une bande bornée B(S, r). Une telle bande possède deuxinvariants : son épaisseur r = r(G) et son diamètre d = d(G) = l(S)+2r. Le but de 
ettese
tion est de donné des en
adrements de r(G) et d(G) en fon
tion de n(G) et m(G).Pour 
ela, notons qu'on peut supposer que G est un sous-groupe ouvert. En e�et, enremplaçant G par le sous-groupe engendré G′ par G et un sous-groupe de 
ongruen
e

G(N) pour N assez grand, on peut supposer que C(G′) = C(G) 
omme dans le lemme 6,mais aussi que les 
ara
tères χ1, χ2 et χ se prolongent à G′, et don
 que n(G) = n(G′)et m(G) = m(G′).4.2. Majoration de d(G) et de r(G).Proposition 8. On a d(G) ≤ n(G) et r(G) ≤ m(G)Démonstration � Soit [x, y] un segment de C(G) de longueur d(G), et Λ un réseaureprésentant x. L'a
tion de G sur Λ/πd(G)Λ possède un sous-A/πd(G)-module libre stable,
orrespondant à y, d'après la proposition 3. Autrement dit l'a
tion de G sur Λ/πd(G)Λse trigonalise, d'où il vient d(G) ≤ n(G).Soit z un point du nerf de C(G), Λ un réseau représentant z. Comme tous les pointsde T à distan
e r(G) de z sont dans C(G), la proposition 3 implique que tous les sous-
A/πr(G)-modules libres de Λ/πr(G)Λ sont stables par l'aa
tion de G, don
 que 
ette a
tionest s
alaire. On en déduit r(G) ≤ m(G). �4.3. Exemples.Lemme 9. Si B(S, r) est une bande bornée, de diam�tre d = l(S)+2r, et G = Γ(B(S, r)),on a n(G) = d(G) = d et m(G) = r(G) = rDémonstration � On sait déja que n(G) ≤ d et m(G) ≤ r par la prop 8. Mais on voitimmédiatement d'après (2) que les formules

(

a b
c d

)

7→ a resp. d (mod πd)dé�nissent des 
ara
tères de G, d'où n(G) ≥ d, et aussi que 
es 
ara

tères sont égaux(entre eux, et au 
ara
tère trivial) modulo πr, d'où m(G) ≤ r. �



fren
hSOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRES 15Cet exemple montre que m(G) peut prendre toutes les valeurs entières 
omprises entre
0 et n(G)/2.Lemme 10. Je ne 
omprends pas 
e lemme Soit n ≥ 0 un entier et G = Γ1(π

n)dé�ni 
omme le groupe des matri
es qui sont unipotentes supérieures mod πn. Dans 
e 
as
C(G) est une boule de diamètre n don
 une bande de diamètre d(G) = N et d'épaisseur
r(G) = [n/2]. De plus, on a n(G) = m(G) = n. (ou bien N)G) = 2n ? ? ?).4.4. Une minoration utilisant un élément résiduellement unipotent. Soit x unpoint extremal de C(G). (Un tel point existe puisque C(G) est borné). Soit Λ un réseaureprésentant x. D'après la proposition 3, la représentation ρ̄x de G sur Λ/πΛ est rédu
tibleet indé
omposable. En parti
ulier, il existe un élément u, tel que ρ̄x(u) est trigonalisable,mais non diagonalisable (autrement dit, à un s
alaire pres, ρ̄x(u) est unipotente nontriviale, d'où le titre de 
ette sous-se
tion).Lemme 11. Soit y est un point de T , distin
t de x, et �xe par u. Posons i = d(x, y).Alors il existe une base de Λ tel que dans la base déduite de 
elle-
i, l'a
tion de u sur
Λ/πiΛ soit donnée par la matri
e

(

α 1
0 β

)

,ave
 α, β ∈ (A/πi)∗, et telle que le A/πi-module libre engendrée par le premier ve
teurde la base 
orresponde au point y.Démonstration � Le point y dé�nit un sous-A/πi-module libre de Λ/πiΛ qui est stablepar G. On peut prendre un générateur de 
e sous-module et le 
ompléter en une basede Λ/πiΛ (un sous-module libre d'un module libre sur un anneau artinien étant toujoursfa
teur dire
t), qu'on peut relever en une base de Λ. Pour 
ette base, l'a
tion de u estdonnée par la matri
e
(

α γ
0 β

)

,ave
 α, β ∈ (A/πi)∗. La rédu
tion de γ modulo π est non nulle, s inon l'a
tion de u sur
Λ/πΛ serait diagonalisable. Autrement dit, γ est inversible, et on peut don
 
hanger lese
ond ve
teur de la base de manière à avoir γ = 1. �En parti
ulier, pour i = 1, il existe un voisin de x �xe par u, d'où une base e1, e2, pourlaquelle l'a
tion de u sur Λ/πΛ a la forme donnée par le lemme.Lemme 12. Il existe un point z �xe par u tel que d(x, z) = n(G). De plus toute l'inter-se
tion de la boule de diamètre [x, z] et de la bande de nerf [x, z] et de rayon m(G) (
'estune bande de nerf in
lus dans [x, z]) est �xe par u.Démonstration � Le ve
teur e2 est tel que e2, ρ̄x(u−α0)e2 est une base de Λ/πΛ. Parle lemme de Nakayama, appliqué à Λ/πn(G)Λ vu 
omme u− χ2(u) module, le ve
teur e2
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hJ. BELLAÏCHE AND G. CHENEVIERse relève en un v tel que v, u(v) − χ2(u)v est une famille génératri
e, don
 une base de
Λ/πn(G)Λ. Notons e2, e1 
ette base. Dans la base (e1, e2), la matri
e u a don
 la forme

(

a 1
b χ2(u)

)

.En é
rivant que la tra
e de u est χ1(u)+χ2(u), il vient a = χ1(u) dans A/πn(G). Puis, ené
rivant que le déterminant de u est χ1(u)χ2(u), il vient b = 0 ∈ A/πn(G). Ce
i montreque le A/πn(G)-module libre engendré par e1 est stable par u, d'où la première assertionvue la proposition 3.Soit maintenant y le point de [x, z] à distan
e i de x, 0 ≤ i ≤ n(G). Un reseau
orrespondant à y est Λy := OKe1 + πiOKe2. Dans la base e1, π
ie2 de 
e réseau, lamatri
e de u est de la forme (

χ1(u) πi

πn(G)−ib′ χ2(u)

)

. On en déduit que la boule de 
entre
y et de rayon k(i) := min(i, n(G) − i, m(G)) est �xe par u, 
ar la matri
e de u modulo
πk(i) est s
alaire. Mais la réunion de 
es boules est l'ensemble de l'énon
é. �Lemme 13. Tout point y de T �xe par u tel que d(x, y) ≤ m(G) est �xe par tout G.Démonstration � Soit y un tel point et i := d(x, y). Prenons une base de Λ/πiΛ 
ommedans le lemme 11. Dans 
ette base, é
rivons la matri
e d'un élément g ∈ G : (

a b
c d

).Comme i ≤ m(G), on a dans A/πi,tr (g) = 2χ(g), et tr (gu) = 2χ(g)χ(u), d'où tr (gu) = tr (g)χ(u)Par les expressions des matri
es g et u, on voit quetr (g) = a + d et tr(gu) = aχ(u) + dχ(u) + c.D'où c = 0, 
e qui signi�e que le point y est �xe par g. �Proposition 9. Pour tout x point extrémal de C(G), il existe une boule de diamètre
m(G) dans C(G) 
ontenant x.Démonstration � Soit z 
omme dans le lemme 12 et t le point de [x, z] à distan
e m(G)de x. La boule de diamètre [x, t] est dans C(G). En e�et, 
ette boule est évidemmentin
luse dans la bande de nerf [x, z] et d'épaisseur m(G), ainsi que dans la boule de dimètre
[x, z], don
 elle est �xe par u par le lemme 12. Mais 
omme 
ette boule est également
ontenue dans la boule de 
entre x et de rayon m(G), elle st �xe par G par le lemme 13.
�
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hSOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRES 174.5. Une minoration utilisant un élément diagonalisable. Posons
Gi := Ker (χ1/χ2 (mod πi)),pour 0 ≤ i ≤ n(G). C'est un suite dé
roissante de sous-groupes fermés de G.Lemme 14. Soit g un élément semi-simple elliptique de G, alors g ∈ G⌈n/2⌉.Démonstration � Soit P = (X − x)(X − s(x)) ∈ A[X] le polynome 
ara
téristiquede g. Soit λi un relevé quel
onque dans A de χi(g) ∈ A/πn(G). Alors pour i = 1, 2,

v(P (λi)) = 2v(λi − x) ≥ n(G) par dé�nition de n(G), et don
 2v(λ1 − λ2) ≥ n(G), i.e.
λ1 ≡ λ2 mod π⌈n(G)/2⌉. �On suppose dans le reste de 
ette sous-se
tion que m(G) ≤ ⌈n(G)/2⌉ − 1. Cette
ondition est équivalente à m(G) < n(G) si n(G) est pair, et m(G) ≤ n(G)/2 si n(G)est impair.Dans tous les 
as, on a m(G) < n(G)/2, et don
 par dé�nition Gm(G)+1 est un sous-groupe fermé propre de G.Par densité des éléments semi-simples réguliers de G, il y a un tel élément qui n'estpas dans Gm(G)+1, don
 qui n'est pas dans G⌈n(G)/2⌉. Par le lemme pré
édent, un telélément est diagonalisable : appelons-le δ = diag(α, β) dans une 
ertaine base (e1, e2)de K2. Cette base dé�nit une droite D de T . On a α ≡ β (mod πm(G)) mais α 6≡ β
(mod πm(G)+1). D'après la remarque 3, on a, quitte à é
hanger χ1 et χ2,

α ≡ χ1(δ), β ≡ χ2(δ) (mod πn(G)−m(G)).Proposition 10. C(G) ∩ D est un segment de longueur au moins n(G) − 2m(G).Démonstration � Soit x une extrémité de 
e segment. On peut supposer que le réseau
Ae1 + Ae2 représente x. Soit g =

(

a b
c d

)

∈ G. On atr (g) = a + d ≡ χ1(g) + χ2(g) (mod πn(G)).Mais on aussi tr (gδ) = aα + dβ ≡ aχ1(δ) + dχ2(δ) (mod πn(G)−m(G)),et tr (gδ) ≡ χ1(gδ) + χ2(gδ) (mod πn(G)).On a don
 un système de 
ongruen
es modulo πn(G)−m(G), qui se traduit par le faitque la matri
e
(

1 1
α β

)envoie les deux ve
teurs 
olonnes t(a, d) et t(χ1(g), χ2(g)) sur le même ve
teur. Comme
ette matri
e a pour déterminant β − α qui est de valuation m(G), on en déduit :
a ≡ χ1(g), d ≡ χ2(g) (mod πn(G)−2m(G)).
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on
lut suivant un argument standard : soit g′ ∈ G, notons a′, b′, c′, d′ ses 
oe�-
ients. On obtient en multipliant les pré
édentes 
ongruen
es pour g et g′ :
aa′ ≡ χ1(g)χ1(g

′) (mod πn(G)−2m(G))et en appliquant le même 
ongruen
e à gg′ :
aa′ + bc′ ≡ χ1(gg′) (mod πn(G)−2m(G))d'où

bc′ ≡ 0 (mod πn(G)−2m(G)).Comme x est au bord du segment, on peut trouver une matri
e g tel que b est inversible(ou bien g′ tel que c′ est inversible, mais 
e 
as est symétrique du pré
édent). On endéduit que pour tout g′ ∈ G, c′ ∈ πn(G)−2m(G)A. �4.6. Synthèse.Théorème 2. ⌈n(G)/2⌉ ≤ d(G) ≤ n(G) et ⌊m(G)/2⌋ ≤ r(G) ≤ m(G).Démonstration � Il su�t de montrer les minorations de r(G) et m(G). Celle de r(G)résulte immédiatement de la prop. 9 qui implique aussi d(G) ≤ m(G).Reste à prouver la minoration de d(G). On peut supposer que m(G) ≤ ⌈n(G)/2⌉ − 1
omme on l'a fait dans la sous-se
tion pré
édente, 
ar sinon d(G) ≥ m(g) ≥ ⌈n(G)/2⌉,
e qu'on veut prouver.Lemme 15. Sous 
ette hypothèse, pour tout point extrémal x de C(G) il existe un élément
δ 
omme dans la sous-se
tion pré
édente, et tel que x est un point extrémal de C(δ).Démonstration � D'après la sous-se
tion pré
édente, les éléments diagonalisables quine sont pas dans Gm(G)+1 sont denses dans G. Le 
los C(G) est don
 interse
tion des
los de 
es éléments, qui sont des bandes de nerf une droite et dépaisseur m(G). Commeun point dans une telle bande est soit extrémal, soit intérieur (i.e. tous ses voisins sontdans la bande), on voit que tout point extrémal x de C(G) est aussi point extrémal d'unebande C(δ) pour un δ ∈ G 
omme-
i dessus. �On 
onsidère un tel δ. Par le lemme 12 appliqué à u = δ (
e qui est parmis, 
ar ρ̄x(δ)est trigonalisable, puisque ρ(δ) l'est, mais pas diagonalisable, puisque x est au bord de
C(δ)), il existe un point z dans T , à distan
e m(G) de x, et tel que B(z, m(G)) est �xepar δ. On en déduit que z est dans le nerf D de la bande C(δ), et que [x, z] ∩ D = {z}.Par la prop. 10, on en déduit D ∩ C(G) est un segment de longueur au mois n(G) −
2m(G).Soit t l'extrémité de 
e segment qui est la plus élpoigné de z. On a d(z, t) ≥ ⌈n(G)/2⌉−
m(g). Comme [x, z] ∩ D = {z}, on a d(x, t) = d(x, z) + d(z, t) ≥ ⌈n(g)/2⌉ �
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hSOUS-GROUPES DE GL2 ET ARBRES 19Remarque 4. On a prouvé au passage d'autres inégalités : par exemple d(g) ≥ n(g) −
2m(G) qui est meilleure que 
elle du théorème pour m(G) petit. On a aussi montré que den'importe quel point extrémal de la bande C(G) partait un segment de longueur ⌈n(G)/2⌉,
e qui est plus fort que la simple minoration du diamètre d(G). Notons 
ependant que laminoration r(G) ≥ ⌊m(G)/2⌋ est optimale (parmmi les minorations ne faisant intervenirque m(G) et non n(G) fu moins) 
omme le montre l'exemple du lemme 9 appliqué à uneboule de diamètre r.4.7. Conséquen
es. Le 
orrolaire suivant est une généralisation du lemme de Ribet :Corollaire 2. Si ρ : G → GL2(K) est une représentation 
ontinue d'image bornéeirrédu
tible, tel qu'il existe n ≥ 0 et deux 
ara
tères 
ontinus χ1 et χ2 G → (A/πn)∗, telsque det(X − ρ(g)) = (X − χ1(g))(X − χ2(g)) (mod πn) pour tout g ∈ G, alors il existeun réseau Λ stable par ρ tel que Λ/π⌈n/2⌉Λ soit une extension de χ1 par χ2 non s
indéemodulo π (autrement dit, dé�nisent un sous- A/π⌈n/2⌈-module libre de ExtG(χ1, χ2)).C'est 
lair vu la théorème pré
édent et la prop. 3. Le 
as n = 1 est le lemme de Ribetoriginal.Corollaire 3. Supposons 
arK ≥ 2. Soit ρn une suite de représentations 
ontinues
G → GLn(K). On suppose qu'il existe deux 
ara
tères 
ontinus χ1 et χ2 : G → A∗ telque tr (ρn) 
onverge vers χ1 +χ2, uniformément sur G (i.e. ρn 
onverge en tra
e au sensde [BCKL℄). Alors il existe un 
hoix de bases pour tout n de K2, tel que la matri
e de ρndans la base 
hoisie 
onverge vers la matri
e diag(χ1, χ2) uniformément en g (autrementdit, ρn 
onverge physiquement au sens de [BCKL℄).Remarque 5. Dans [BCKL℄, on montre 
e même résulat ave
 l'hypothèse de multipli
itéun χ1 6= χ2 (en dimension quel
onque, et pour tout 
orps K valué 
omplet). Contrai-rement à toutes les autres hypothèses des théorèmes de [BCKL℄, dont la né
éssité etprouvé par des exemples, nous faisons remarquer que 
ette hypothèse de multipli
túnn'est vraisemblablement pas né
essaire. Ce 
orollaire en donne la preuve en dimension 2.Démonstration � Pour n assez grand, les tr (ρn) sont dans A, d'où l'on déduit aisémentque ρn est d'image bornée. Le résultat est simple pour une sous-suite de ρn rédu
tibles,on suppose don
 que les ρn sont irrédu
tibles. Les diamètres dn des bandes C(ρn) tendentvers l'in�ni ave
 n d'après le théorème. On peut don
 trouver des points xn dans C(ρn)milieu de segments [yn, zn] de longeur dn tendant vers l'in�ni. Pour 
haque n, on 
hositune base de K2 qui engendrent un réseau 
orrespondant au point xn, et qui dé�nissentdes droites 
ontenant le segment [yn, zn]. Dans une telle base, la matri
e de ρn(g) apour tout g ses 
oe�
ients non diagonaux de valuation au moins ⌊dn/2⌋. On 
on
lutfa
ilement. �Référen
es[B℄ J. Bellaï
he, À propos d'un lemme de Ribet, Rendi
onti del seminario dell'universita di Padova109 (2003), 47�62.
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