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Arbre fini

Arbre localement fini

Arbre simplicial ayant
une infinite de branches

Arbre reel ayant une 
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Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Définition (Oka, Lelong, 1942). u : (C2, 0) → R ∪ {−∞},
semicontinue supérieurement,

u(p) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
u(p + eiθζ) dθ .

Fonctions convexes pour la géométrie complexe.

(t1, t2) 7→ sup{u, |zi | ≤ eti}

est convexe et croissante en chaque variable.
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Exemple: fonction psh associée à un idéal

I = 〈f1, · · · , fm〉
uI = log max{|fi |} est psh. Unique à O(1) près.∑N

1 ckuIk est psh∑
k≥0

1
k2 log |z − 1

k | est psh

Théorème (Bremermann, Demailly)

Toute fonction psh est limite de cnuIn dans L1
loc.
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Qu’est ce qu’une singularité de fonction psh?

Definition
Sing (u) = {u = −∞}.

Sing (uI) = V (I). Singularités logarithmiques.
Sing (

∑
k≥0

1
k2 log |z − 1

k |) = { 1
k }k>0

Clé pour comprendre le lien psh/hol.
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Méthode L∞

Nombre de Lelong (1957)

νL(u, 0) = lim
r→0

1
log r

sup{u, |z| ≤ r}

= sup {c > 0, u ≤ c log |z|+ O(1)}

Nombre de Kiselman (1987) Poids si > 0 sur la
coordonnée zi .

νK
z,s(u, 0) = lim

r→0

s1s2

log r
sup

{
u, |zi | < r1/si

}
= sup

{
c > 0, u ≤ c

s1s2
log max |zi |si + O(1)

}
Nombre de Demailly (1987)
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Lelong et Kiselman sous un oeil valuatif

f =
∑

akzk1
1 zk2

2

νL(log |f |) = νm(f ) = min{k1 + k2, ak 6= 0}. Thie (1967).
νK

z,s(log |f |) = min{k1s1 + k2s2, ak 6= 0}.
Nombre de Kiselman ⇔ Valuation monomiale
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c(u) = sup{c, e−cu ∈ L2
loc} ∈]0,+∞[.

c(log |zp
1 + zq

2 |) = 1
p + 1

q .

J (u) = {germes f , |f |e−u ∈ L2
loc}.

c(u) = sup{c > 0, J (cu) = O(Cn, 0)}.
Demailly: 1

t uJ (tu) → u.
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loc}.

c(u) = sup{c > 0, J (cu) = O(Cn, 0)}.
Demailly: 1

t uJ (tu) → u.

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

L2 vs. L∞

Skoda (1972): 1
2νL(u) ≤ c−1(u) ≤ νL(u)

{
Analyse L2 sur (Cn, 0)

}
⇐⇒{

Analyse L∞ dans tous les modèles π : Xπ → (C2, 0)
}

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

L2 vs. L∞

Skoda (1972): 1
2νL(u) ≤ c−1(u) ≤ νL(u){

Analyse L2 sur (Cn, 0)
}

⇐⇒{
Analyse L∞ dans tous les modèles π : Xπ → (C2, 0)

}

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

L2 vs. L∞

Théorème

e−u ∈ L2
loc ⇐⇒ sup

z,s

νK
z,s(u)

s1 + s2
< 1 .

Théorème

e−tu ∈ L2
loc ⇐⇒ sup

z,s

νK
z,s(u)

s1 + s2
<

1
t

.

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

L2 vs. L∞

Théorème

e−u ∈ L2
loc ⇐⇒ sup

z,s

νK
z,s(u)

s1 + s2
< 1 .

Théorème

e−tu ∈ L2
loc ⇐⇒ sup

z,s

νK
z,s(u)

s1 + s2
<

1
t

.

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

Conséquences

c−1(u) = supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
. ⇒ Skoda.

e−c(u) u /∈ L2
loc. (Conjecture d’ouverture de Demailly et

Kollàr)

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

Conséquences

c−1(u) = supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
. ⇒ Skoda.

e−c(u) u /∈ L2
loc. (Conjecture d’ouverture de Demailly et

Kollàr)

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

Conséquences

c−1(u) = supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
. ⇒ Skoda.

e−c(u) u /∈ L2
loc. (Conjecture d’ouverture de Demailly et

Kollàr)

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode
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⇒
e−u ∈ L2

loc ⇒
νK

z,s(u)

s1+s2
< 1 (facile)

Point Clé: supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
est atteint

⇐:
Sing. log.
Approx. Demailly

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

Idée de la preuve

⇒
e−u ∈ L2

loc ⇒
νK

z,s(u)

s1+s2
< 1 (facile)

Point Clé: supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
est atteint

⇐:
Sing. log.
Approx. Demailly

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

Idée de la preuve

⇒
e−u ∈ L2

loc ⇒
νK

z,s(u)

s1+s2
< 1 (facile)

Point Clé: supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
est atteint

⇐:
Sing. log.
Approx. Demailly

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

Idée de la preuve

⇒
e−u ∈ L2

loc ⇒
νK

z,s(u)

s1+s2
< 1 (facile)

Point Clé: supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
est atteint

⇐:
Sing. log.
Approx. Demailly

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞

Méthode

Idée de la preuve

⇒
e−u ∈ L2

loc ⇒
νK

z,s(u)

s1+s2
< 1 (facile)

Point Clé: supz,s
νK

z,s(u)

s1+s2
est atteint

⇐:
Sing. log.
Approx. Demailly

Charles Favre Arbres valuatifs



Introduction
Fonctions plurisousharmoniques

Résultats
L’arbre valuatif

Pourquoi seulement dim = 2?

L2 vs. L∞
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Le résultat clé

Organiser {ν(u ◦ π, p)}, π : X → (C2, 0), p ∈ π−1{0}.
p  ν(u ◦ π, p) ∈ R
Zariski: {p} ↔ { valuations: νp} = V

V est arbre.
gu : V → R est concave.
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Géométrie de l’arbre
Idéaux
Fnts psh

Valuations

Definition
ν : C[[x , y ]] → R+ ∪ {+∞}

ν|C∗ ≡ 0;
ν(fg) = ν(f ) + ν(g);
ν(f + g) ≥ min{ν(f ), ν(g)};
ν(m) > 0.
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Valuations (exemples)

Valuation monomiale.
νz,s(

∑
aijz iw j) =

min{is1 + js2, ak 6= 0}
Valuation divisorielle.
Valuation quasimonomiale.
Valuations de courbes
νφ(f ) = {φ−1(0)} · {f−1(0)}.

p

0 π

νp(f ) = ordp(f ◦ π)

Valuation divisorielle

0 π

Valuations Quasimonomiales

z1

z2

ν(f ) = νz,s(f ◦ π)
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(V,≤) est un arbre:

νm est l’unique élément minimal;
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Segments quasimonomiaux: {ν(1,s)}s≥1.
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V... un arbre?

π

(C2, 0)

Xπ

E1

E2

Le graphe dual

E1 E2
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Métrique

Definition

Le défaut: α(ν) = supf
ν(f )

νm(f ) .

Théorème
α : [νm, ν] → [1, α(ν)] est une bijection.
ν(f ) = νm(f )× α(ν) ⇔ ν ≤ νf .

Polynômes-clés.
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Les idéaux (trace sur V)

Théorème
gI(ν) = min{ν(f ), f ∈ I}. gI : V → R+ est

croissante,
localement constante hors d’un arbre fini,
affine par morceau en α,
concave (au sens des arbres).
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Illustration de gI

νm νf

α× νm(f)

I = (f)

νm

νf1

νf2

α× νm(f1f2)

α× νm(f1) + C

α× νm(f2) + C ′

I = (f1f2)
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Géométrie de l’arbre
Idéaux
Fnts psh

Preuve (première)

le théorème

Théorème

e−uI ∈ L2
loc ⇐⇒ sup

z,s

νK
z,s(uI)

s1 + s2
< 1 .

I idéal, π : X → (C2, 0) résolution, E ⊂ π−1(0)

e−uI ∈ L2
loc ⇔ ordE(I) < ordE(Jac π) + 1

e−uI ∈ L2
loc ⇔

νE (I)
A(νE ) < 1

A(νE) = ordE (Jac π)+1
ordE (π∗m)  Finesse
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Résumé de la preuve

le théorème

Théorème

e−u ∈ L2
loc ⇐⇒ sup

z,s

νK
z,s(u)

s1 + s2
< 1 .

e−uI ∈ L2
loc ⇔

ν(I)
A(ν) < 1.

sup ν(I)/A(ν) atteint sur une valuation monomiale.
c̃(u) = sup gu/A atteint sur une valuation monomiale
c̃(u) ≥ 1: estimation directe
c̃(u) < 1: approx Demailly c̃(uIn) < 1
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Difficultés dim ≥ 3

gu(νp) = ν(u ◦ π, p) est bien définie.
V est une union de plaque affine de dim réelle n − 1.
gu concave sur chaque plaque.
Finesse
sup gu(ν)

A(ν) < 1 atteint?

Affaire à suivre!!!
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