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I

Dans toute cette partie, N désigne un entier supérieur ou égal à 2.

1) Montrer que, pour tout S ∈ L1(RN ×RN ), l’équation de transport stationnaire

(1) f(x, v) + v · ∇xf(x, v) = S(x, v) , x, v ∈ RN

admet une unique solution f ∈ L1(RN ×RN ), donnée par la formule

f(x, v) =

∫ ∞
0

e−tS(x− tv, v)dt .

(On pourra commencer par étudier le cas où la fonction x 7→ S(x, v) appartient à
C∞c (RN ) pour presque tout v ∈ RN , et conclure par un argument de troncature et
régularisation.)
2) Soit f ∈ L1(RN ×RN ) telle que v · ∇xf ∈ L1(RN ×RN ). Montrer que

‖f‖L1(RN×RN ) ≤ ‖f + v · ∇xf‖L1(RN×RN ) .

Soit χ ∈ C∞c (RN ) telle que

supp(χ) ⊂ B(0, 1) , χ(x) ≥ 0 pour tout x ∈ RN et

∫
RN

χ(x)dx = 1 .

Pour tout n ≥ 1, on pose Sn(x, v) = n2Nχ(nx)χ(n(v − v0)), où v0 est un vecteur
unitaire de RN .
3) Pour tout n ≥ 1, on définit fn ∈ L1(RN ×RN ) comme la solution de l’équation
(1) avec second membre S = Sn. Montrer qu’il existe deux constantes positives C
et C ′ que l’on précisera telles que, pour tout n ≥ 1,

‖fn‖L1(RN×RN ) ≤ C et ‖v · ∇xfn‖L1(RN×RN ) ≤ C ′ .

4) Montrer que la suite ρn de L1(RN ) définie pour tout n ≥ 1 par

ρn(x) =

∫
RN

fn(x, v)dv

converge au sens des distributions vers une limite que l’on demande de calculer.
5) Que pensez vous de l’énoncé suivant:

“Soit fn suite bornée de L1(RN ×RN ) telle que v · ∇xfn soit une suite bornée
de L1(RN × RN ). Alors, pour tout compact K de RN , la suite des restrictions
pour x ∈ K des intégrales ∫

RN

fndv

est relativement compacte dans L1(K).”

II

On considère le système de Vlasov-Poisson relativiste avec interaction gravita-
tionnelle
(V PRG)

(∂t + v(ξ) · ∇x)f(t, x, ξ)−∇xV (t, x) · ∇ξf(t, x, ξ) = 0 , , x, ξ ∈ R3 ,

∆xV (t, x) =

∫
R3

f(t, x, ξ)dξ ,

1



2

où v(ξ) = ∇
√

1 + |ξ|2. On rappelle que, pour toute fonction Φ ∈ C2(R∗+)

∆Φ(|x|) = Φ′′(|x|) +
2

|x|
Φ′(|x|) , x ∈ R3 \ {0} .

1) Soit (f, V ) solution de classe C2 de (VPRG) définie pour tout t ∈ [0, T [ et
x, ξ ∈ R3, telle que, pour tout t ∈ [0, T [, la fonction (x, ξ) 7→ f(t, x, ξ) soit à
support compact. Montrer que la quantité

E =

∫∫
R3×R3

√
1 + |ξ|2f(t, x, ξ)dxdξ − 1

2

∫
R3

|∇xV (t, x)|2dx

est constante sur [0, T [.
2) Calculer

d

dt

∫∫
R3×R3

x · ξf(t, x, ξ)dxdξ

et en déduire que ∫∫
R3×R3

x · ξf(t, x, ξ)dxdξ ≤ C + tE

où C est une constante que l’on précisera en fonction de f(0, ·, ·).
3) Montrer que

d

dt

∫∫
R3×R3

|x|2
√

1 + |ξ|2f(t, x, ξ)dxdξ ≤ 2C + 2tE−
∫
R3

|x|2j(t, x) ·∇xV (t, x)dx .

4) On suppose que le potentiel V est radial en x pour tout t ∈ [0, T [ — autrement
dit, il existe une fonction U de classe C2 sur [0, T [×R+ telle que V (t, x) = U(t, |x|)
pour tout t ∈ [0, T [ et x ∈ R3. Soit la fonction ρ définie sur [0, T [×R+ telle que

ρ(t, |x|) =

∫
R3

f(t, x, ξ)dξ .

Montrer que
∂U

∂r
(t, r) =

1

r2

∫ r

0

ρ(t, s)s2ds

et exprimer ∇xV (t, x) en fonction de ∂U
∂r pour tout t ∈ [0, T [ et x ∈ R3 \ {0}.

5) Montrer que∣∣∣∣∫
R3

|x|2j(t, x) · ∇xV (t, x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ′‖f(0, ·, ·)‖2L1(R3×R3)

où C ′ est une constante que l’on précisera.
6) On suppose que∫∫

R3×R3

√
1 + |ξ|2f(t, x, ξ)dxdξ < 1

2

∫
R3

|∇xV (t, x)|2dx .

Déduire de ce qui précède une majoration sur le temps maximal d’existence d’une
solution de (VPRG) dont le potentiel gravitationnel V est radial en x pour tout t.


