EXERCICE 1

1) SiT =0, 0n a (T,¢) =0 pour tout ¢ € C*(Q), donc (S,¢) =0
pour tout ¢ € C°(R2), de sorte que S =0 = T'. Le seul cas intéressant
est donc celui ou T' # 0, ce que nous supposerons désormais.

Comme T # 0, il existe ¢ € C’O"(Q) t.q. (T,¢) # 0. Pour tout
¢ € CX(9), la fonction & = ¢ — va,b appartient a C2°(Q2) (comme
combinaison linéaire de ¢, € C°(2)) et on a

(T, )

(1.0) = (1.6) = {2 SHT0) =0.
Donc (T 5
(5. = (5.0) {1 (5.4) =
ce qui implique que, pour tout ¢ € C°(12),
(5.0 = S ).

(T,

Autrement dit, S = AT avec \ = —z?

2) Dire que T € D'(Q2) vérifie T" = 0, c’est dire que (T, ¢') = 0 pour
tout ¢ € C°(1).

Soit Ty € D'(Q2) associée a la fonction constante (donc localement
intégrable) 1

\/

/\
<

(Ty, ¢ / o(x)dx, »eCr(Q).
o ker(Ty) = {¢ € C(0) ‘ /Qw(x)dx = O} :

Soit ¥ € ker(7}); comme ¢ est é support compact dans €2, il existe
la,b] C Q tel que supp(v)) C . Posons

/w z, xefl.

D’abord ¢ € C*°(Q2) comme primitive de ¢ € C*°(R). D’autre part
¢(x) =0pourx € Qet x <a, tandis que

b
:/ @b(z)dz:/w(:p)dm:() pour x € Qetxz>b.
a Q
Au total, ¢ € C(Q) puisque supp(¢) C [a,b], et ¢’ = 1. Autrement
dit
ker(Th) C {¢'| ¢ € CZ ()}
1
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Comme T s’annule sur ker(77), il existe A € R tel que T = \T7, cest
a dire que T' = T) (la distribution définie par la fonction constante \).

1. EXERCICE 2

1) Posons
(t,z) e RL x R|x < st}
(t,x) e Ry x R|xz > st}
La fonction u vérifie

u=u_lg +uylqg, .

La normale unitaire au point (¢,z) € 004 pointant vers 1, est

= () = (L)

Soit ¢ € C(R% x R); d’apres la formule de Stokes

(Oyu, @) ——/ u(?tgbdtdx—/ u Oppdtdx

_ Q,

= —U_ gzﬁytda(t,x) — Uy Cb(_Vt)do-(t?x)
o0_ o0

= (uy —u_)n pdo(t,z)
00
tandis que

(Ou(5u%), ) = — / Lu 0, pdtdx — /Q L2 0, dtdr
+

— L2 prpdo(t, z) — tu? P(—vy)do(t, )

2

o0 o0
= %(ui —u?)y, ¢do(t, x)
o9
Donc
(Ou+ 0, (3u?), ¢) = ((ug —u)vy + (W — u? )vy) ¢pdo(t, )

90
c’est a dire que
du+ 0, (3u”) = ((us — vy + (Wl —u?)v,) do

(le membre de droite étant la distribution de simple couche sur la droite
d’équation = = st de densité (uy — u_)yy + 1 (ud — u?)vy).
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Donc u est solution de (1) au sens des distributions si et seulement
si

ou encore

s=1(uy +u_).

t
Q_
X=st
u—
Uy
Q,
\Y)
O X
2) D’apres le 5), pour tout a > 0, la fonction
ua(ta l’) = _]-ac<—st - al—st§m<0 + a10§x<st + 12:2315

est solution de (1) dans D'(R) si s = (1 + a). On obtient ainsi une
infinité de fonctions w, solutions de (1) au sens des distributions et
telles que ug(t, £x) — %1 lorsque ¢ — 0 pour tout = > 0.



xX=-st X=st

(@) X

PROBLEME

Rappelons que (Ty, ¢) = A"2(T, ¢ o my,,) pour tout A > 0; ainsi T
est homogene de degré « si

/\a+D<T7 ¢> - <T7 ¢ © m1/>\>

pour toute fonction test ¢.
1) On a (dg, p omy ) = ¢(0) = (do, ¢) pour tout ¢ € C(RP), d’ott §
est homogene de degré —D.

De méme

<Vpi’ bo ml/k> = /Ooo(aﬁ(w/A) - ¢(—x/)\))d§

= [Tt - ot-)E = (wi.0)

ou la seconde égalité découle du changement de variables z = z/A. On
en déduit que Vp% est homogene de degré —1 sur R.
2) Pour toute fonction test ¢ et tout A > 0, on a

(0. T,00m12) = ~(T.0, (6 0mip) = (T, 5 @) omip) ).

Or, comme T est homogene de degré «, on a

<T’ (aaczqs) o ml/)x>> = /\D+a <Tv aﬂfz¢>



de sorte que
<aﬂ?zT7 ¢ o ml/)\> - _>\D+a_1<T7 aﬂﬂz¢> - )\D+a_1<aIiT7 ¢>

ce qui montre que 0,,7" est homogene de degré a — 1.

3) Soit une famille 7; de distributions homogenes; on désigne par «a; le
degré d’homogénéité de T; et on suppose les o; deux a deux distincts.
A priori, la famille T} est indexée par un ensemble I quelconque. Sup-
posons qu’il existe une combinaison linéaire finie des T; qui soit nulle:

Cilj-'il—i-...—'—CiNﬂN =0.

Dans toute la suite, seules les distributions 7;, pour n =1,..., N vont
intervenir, de sorte que l'on fera comme si2; = 1,17, =2, ..., iy = N.
Avec ce léger abus de notation, la combinaison linéaire nulle considérée

s’écrit
N
i=1

En composant le membre de gauche de cette égalité par my pour A > 0,
on trouve que

N N N
(Z ciTz-> omy = ZciTi omy = Zci/\“iTi =0
=1 =1 =1

Appliquant alors cette relation a une fonction test ¢, on trouve que

N
D G (Ty¢) =0,
=1

relation qui vaut pour tout A > 0 et toute fonction test ¢.

Fixons alors Ay > 1; cette relation vaut pour A = A’ avec m =
0,...,N — 1; on obtient ainsi un systeme de N relations se mettant
sous la forme

C1 <T17 ¢>
V(AGY, -, AY) : =0
CN <TN7 ¢>
ou V(xy,...,zy) désigne la matrice de Vandermonde
1 1 . 1
X1 ) e TN
V(l’l,...,IN): l’% ‘/E% x?\f
N-1 N-1 N-1
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Comme les «; sont deux a deux distincts et que \g > 1, les Ag’
sont égalements deux a deux distincts, ce qui implique que la matrice
V(AGY, -, AgY) est inversible. On en déduit donc que

relation qui vaut pour toute fonction test ¢. Comme les distributions
T;, étant homogenes, ne sont pas nulles, pour tout 1 <7 < N il existe
une fonction test ¢; telle que (T}, ¢;) # 0. La relation ci-dessus écrite
pour ¢; entraine que ¢; = 0, pour tout 1 <7 < N. Donc la famille des
T; est libre.
4) Soit ¢ € C°(RP). Le théoreme de dérivation des fonctions com-
posées implique que

d D

—o(tr) = 2,0, ¢(tx), pour tout t >0 et x € RY.

000 = 3 rdudlia) p

Soit donc T' € D'(RP) homogene de degré o Alors

D D
8x-(33iT)7¢0 my )y =—(T xiax-¢o my
(o )= (T s0ng0m)

i=1 =1

d d
= —<T, E¢Omt> = —E<T,¢omt>

d’apres le théoreme de dérivation sous le crochet de dualité. Or, comme
T est une distribution homogene de degré a, on a

(T, ¢ omy) =t~ P~(T, ¢)

de sorte que

< é% (zT),¢0 mt> = —% (tP=(T, ¢))

= (D +a)t™ """, ¢)

En faisant ¢ = 1, on trouve que

< éaxxxﬁ), ¢>> = (D + a)(T, ¢)

qui est précisément la relation demandée.

5) On rappelle — c’est un exercice classique — qu’une distribution S
sur R vérifie xS = 0 si et seulement si S est de la forme S = ady avec
a € R. (Une méthode de démonstration possible consiste a appliquer
le résultat de la question 1) dans 'exercice 1).
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Si T est une distribution homogene de degré 0 sur R, on déduit du
4) que (2T) = 21"+ T =T, ou encore 21" = 0. Alors 7" = ady ou
a € R, et donc que T'= al,>o+ b, avec a,b € R constantes arbitraires
— toujours d’apres l'exercice 1, (T'— al,>p)’ = 0 donc T — al,>q est
une constante.

Si T est une distribution homogene de degré —1 sur R, on déduit
du 4) que (zT) = 0, de sorte que xT est constante sur R. Rappelons
que xvp% = 1, de sorte que I'équation T = a admet pour solution
particuliere T' = avp%.

Donc, si T = a, en posant S = T—avp%, on a xS = 0, et on sait que
toutes les solutions de cette derniere équation sont de la forme S = bdy
avec b € R. En conclusion, les distributions homogenes d’ordre —1 sur
R sont de la forme T = avp% + bdy, avec a,b € R.

6)a) Comme A est homogene de degré 0, on a A(x) = A(ﬁ) Comme

A est continue sur RP\ {0}, elle est continue sur la sphére unité SP~1 =
{z € RP|||z|| = 1} qui est compacte, et donc

sup |A(z)| = sup |A(z)| < 400
zeRP\{0} [[z]|=1

Donc

|Fo(z)] < Cl|z]|™® avec C'= sup |A(x)].

llz]|=1

Or on sait (en passant en coordonnées sphériques dans RP) que
R
/ |||~ “dx = |SD_1|/ rP=17dr < 400 pour a < D
lz|<R 0

— ol |SP7Y| est la mesure superficielle de la sphere unité de RP.
Comme F, est une fonction continue sur R? \ {0}, les deux inégalités
ci-dessus montrent que F, € L, .(R”) pour tout o < D.

6)b) Puisque A est une fonction homogene de degré 0, F,, est une fonc-
tion homogene sur RP \ {0} de degré —a. D’apres le 6)a), F, €
L (RP) et définit donc une distribution sur R”. Pour tout ¢ €

loc

C>=(RP) et tout A > 0,

(Fastomip) = [ Fulo)ola/Nio

- / F,(A\2)(2)A\Pdz = AP~ / Fo(2)¢(z)dz
RP RP
= \P(F,, ¢)

de sorte que F, est bien une distribution homogene de degré —a sur
RP”.
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7) La fonction Fp est de classe C' et homogene de degré —D dans
RP\ {0}. D’apres la relation d’Euler pour les fonctions homogenes

inﬁxiFD(m) = —DF(x), pour tout + € R”\ {0}
de sorte que
D
Zaﬂfi (z:Fp)(z) = 0, pour tout € R”\ {0}.

Pour tout 1 <4 < D et tout z € RP \ {0}, on a

A;i(x)

x; Fp(x) = T2[o-1 avec A;(x) = —A(x)

]l
et A; € C(RP\ {0}) est homogene de degré 0. D’apres le 6)a), z;Fp €
L} (RP) et définit, d’apres le 6)b), une distribution homogene de degré
1 — D sur RP. D’apres le 2), 0,,(7;Fp) est donc une distribution
homogene de degré —D sur RP.

Donc

D
S = Z@mleD

=1

est une distribution homogene de degré —D sur RP et on vient de voir
que sa restriction & RP \ {0} est nulle. Donc S est a support dans {0}.
On en déduit que S est de la forme

S=Y" az0°.
[BI<N

Mais S est homogene de degré —D et 9?3, homogene de degré —D — ||
d’apres le 2). On déduit du 3) que ag = 0 pour || > 0 et donc que

D
Z 0% (l’lFD) = 050

i=1
pour une certaine constante ¢ € R.
Appliquons cette relation a une fonction test ¢ € C5°(RP) radiale:

o(x) = @(|[z])):
<Zaxi(xiFD)a¢> = —/D Fp(x) Zxﬁr@(HxH)dx

— [ A@)al DZ"’”’ & (|la]))d




Passons en coordonnées sphériques x = rw avec r = ||z||:

[ Ay ﬁ”@’(nxmdx

/ /SDI r)r=Prd (1P do (w)dr
_/0 (/SD A(rw)do(w )> &' (r)dr

en appliquant le théoreme de Fubini pour intégrer d’abord en w. Comme
A est homogene de degré 0, A(rw) = A(w) et donc

< ilaxi(xm])), ¢> _
- / A(w)do (w)9(0),

ce qui permet d’identifier ¢: on trouve donc finalement que

éaxi(xiFD) - ( /S - A(w)do(w)> 6.

8)a) La fonction Fp est continue sur RP \ {0}. En passant comme
ci-dessus en coordonnées sphériques, on trouve que

- [, 1Awlis) [ S

ce qui montre que Fp ¢ L}, (RP).
8)b) On déduit du 4) et du 7) que si Fp définit une distribution ho-
mogene de degré —D dans RP, on a

/S A)do(w) = 0.

Réciproquement, supposons que

/S A@)o(w) =0,

Alors, pour 0 < a < b, on a, toujours en passant en coordonnées
sphériques

@ /a<3:||<b HiUH / = /sD 1 -0

Alw)do(w) /0 o) dr

gD-1
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D’abord, pour tout ¢ € C*°(RP), on a

A) 4y s0)| < sup 1AG)] sup D6

]| lzll=1 z€supp(¢

de sorte que la fonction continue

RO\ {0} 5 2 ﬂ—ﬁgw(m) —4(0)

est localement intégrable sur R et que

[ 280w - oo

z||<e | ||P
< sup |A(z)] sup [[Do(z)] [z[|'~Pda = OCe)
llzll=1 z€supp(¢) flz|<e

De plus, la condition (1) entraine que, pour tout ¢ € C®(RP), la
quantité

A(x) A(x)

L= et [ (6(z) - 6(0))da
||| >e ]| llz||<e [P

est indépendante de € > 0, puisque, pour tout n < €,

-n= [ 2w -oona— [ s

<||lz||<e ]| <||z||<e [P

—¢(0) / de =0

<||z||<e [P

Pour tout ¢ € C>(RP), on définit la distribution T par la formule

(T,6) = 4 A) i + /” A) 40y~ 5(0))dr

|| >e | ]|P ]| <e (Bl
= lim Az)

€0 J||z||>e | ||P

(2)

(x)dx .
On vérifie que T est une distribution homogene de degré —D et d’ordre
< 1 sur RP, par un calcul analogue & celui montrant que vp% est une
distribution homogene de degré —1 et d’ordre 1 sur R.
Si ¢ € C®(RP\ {0}), on a ¢(0) = 0 de sorte que
T.0) = [ Folao(w)is
RD

d’apres la premiere égalité de (2). Ainsi, T}RD\{O} = Fp.
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8)c) Lorsque D = 1, la sphere unité S° = {+1}; la fonction Fj est
définie par

pour z > 0,

A(—1
ey - ALY
La condition sur A se réduit dans ce cas a A(+1)+A(—1) = 0, de sorte
que Fi(z) = % pour x # 0 et que la distribution T prolongeant F; a R
tout entier est Vp%.

pour z < 0.



