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Dans tout ce problème, on notera H la fonction de Heaviside définie par
H(x) = 1 si x ≥ 0 et H(x) = 0 si x < 0. On précisera soigneusement la
normalisation choisie pour la transformée de Fourier.

Exercice 1

1) Pour tout f ∈ C∞c (R), calculer H ? f .
2) Soit T ∈ E ′(R) à support dans le segment [a, b].

a) Montrer qu’il existe une unique distribution S ∈ D′(R) à support dans
la demi-droite [a,+∞[ telle que S′ = T .

b) A quelle condition sur T existe-t-il S ∈ E ′(R) telle que S′ = T?

Exercice 2

On rappelle que, pour χ ∈ C∞c (R∗
+), l’on a

∆(χ(‖x‖)) = χ′′(‖x‖) + 2
‖x‖χ

′(‖x‖) pour tout x ∈ R3 .

1) Trouver toutes les solutions a ∈ C2(R∗
+) de l’équation différentielle

(1) a′′(r) + 2
ra
′(r) = 1

r pour tout r > 0 .

2) Montrer qu’il existe une unique solution a ∈ C2(R∗
+) de l’équation

différentielle (1) qui soit homogène de degré 1, et vérifier que la fonction
x 7→ a(‖x‖) définit une distribution sur R3, notée A.
3) Calculer ∆A au sens des distributions sur R3.
4) En déduire une solution élémentaire du bi-laplacien ∆2 dans R3 (où on
note ∆2T = ∆(∆T ) pour toute distribution T sur R3).
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Problème

A. Soient N ≥ 0, a0, . . . , aN ∈ R+ et

P (z) =
N∑

n=0

anz
n

1) En appliquant la formule de Cauchy à une fonction holomorphe et un
contour bien choisis, montrer que∫ 1

0
P (x)2dx ≤

∫ 1

−1
P (x)2dx = −i

∫ π

0
P (eiθ)2eiθdθ .

2) En déduire que ∑
0≤m,n≤N

aman

m+ n+ 1
≤ π

N∑
n=0

a2
n .

(On pourra remarquer que la fonction θ 7→ |P (eiθ)|2 est paire.)
3) Pour quelles valeurs de a0, . . . , aN cette inégalité devient-elle une égalité?
4) Soient deux suites réelles (xn)n≥0 et (yn)n≥0 telles que∑

n≥0

x2
n < +∞ et

∑
n≥0

y2
n < +∞ .

Démontrer l’inégalité de Hilbert∣∣∣∣∣∣
∑

m,n≥0

xmyn

m+ n+ 1

∣∣∣∣∣∣ ≤ π

∑
n≥0

x2
n

1/2 ∑
n≥0

y2
n

1/2

.

B. On se propose de retrouver l’inégalité de Hilbert par une autre méthode.
1) Montrer que la distribution vp 1

x a pour transformée de Fourier la fonction
x 7→ C(H(x)−H(−x)), où C est une constante que l’on déterminera.
2) Soit φ ∈ C∞c (R) à valeurs positives et à support dans R∗

+; on notera ψ
la fonction x 7→ ψ(x) = φ(−x).

a) Calculer 〈
vp 1

x ? ψ, φ

〉
.

b) En déduire que∫∫
R2

+

φ(x)φ(y)
x+ y

dxdy ≤ π

∫ ∞

0
φ(x)2dx

3) Déduire du B.2.b) l’inégalité du A.2).
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