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Les deux parties sont indépendantes. La qualité de la rédaction sera un
élément important d’appréciation. Les résultats finaux de tous les calculs
demandés devront étre encadrés.
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1) Soit Q = {(u,v) € R*|u >0 et v > 0} et F la fonction indicatrice de Q
dans R2. Calculer 9,0, F dans D'(R?).

2) Soit Ry (resp. R_) larotation d’angle +7/4 (resp. —7/4) dans le plan R?
muni du produit scalaire usuel et orienté de fagon a ce que la base canonique
soit orthonormée directe. Calculer (07 —02)(Fo Ry (t,x)) dans D'(R?), ainsi
que (0?2 — 02)(F o R_(t,x)).

3) Déduire de ce qui précede une solution élémentaire dans le futur pour
I'opérateur 97 — 92 sur R? = Ry x Ry.
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Toutes les fonctions ou distributions considérées dans cette partie sont a
valeurs complexes, sauf mention du contraire.

Notation: pour toute fonction v : RY — C, on note ¢ la fonction définie
par ¢(z) = ¢(—x).

Une distribution 7 € D'(RY) est dite de type positif (noté 7' > 0) si,
pour toute fonction ¢ € C°(RN), on a (T, ¢ ¢) > 0. On ne confondra pas
cette notion avec celle de distribution positive, également utilisée dans cette
partie: une distribution T' € D'(RY) est positive (noté T > 0) si, pour tout
Y € CX(RN) telle que ¥(x) > 0 pour tout z € RV, on a (T,¢) > 0.

1) A-t-on 8y > 0, 6; > 0, 65 > 0 dans D'(R)?
2) Pour quelles valeurs de k € N a-t-on 6(()k) > 0 dans D'(R)?
3) Soit ¢ € C°(RN). Calculer F~1(¢* ), et préciser & quel espace appar-
tient cette expression.
4) Soit T € S’'(RYN). On suppose que FT est une distribution positive.
Montrer que T > 0.
5) a) Soient ¢, € S(RY). Montrer que la fonction ¢ x ¢ € S(RY).
5) b) Soient (¢n)n>1 €t (¥y)n>1 deux suites de C°(RYN) telles que ¢y, — ¢
et 1, — 1 dans S(RY) lorsque n — 4o0. Montrer que ¢, * ¥, — ¢ * P
dans S(RY) lorsque n — +4oc.
5) ¢) Soit T € S'(RN) vérifiant T > 0. Montrer que (T, ¢ x ¢) > 0 pour
tout ¢ € S(RV).
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6) Soit 1 € CX(RYN) telle que (x) > 0 pour tout * € RY. Soit x €
C®(RN) telle que x > 0 et ¥ = 1 sur un voisinage ouvert de supp(¢). Soit
n > 1; on pose ¢n(z) = x(x)1/2 4+ ¢(x). Montrer que, pour tout n > 1, la
fonction ¢,, € CSO(RN ), et que la suite ¢2 converge vers 1) en un sens que
I’on précisera lorsque n — +oc.

7) Soit T € S'(RY). Montrer que T est de type positif si et seulement si

FT est une distribution positive.
8) Soit f € C(RYN). Montrer que, en tant qu’élément de D'(RY), on a

f > 0 si et seulement si pour tout n € N*, tous z1,...,z, € RV et tous
Z1y...y2n € C,
(TP) > Flwj— )2z € Ry

1<j,k<n

9) a) Montrer que si f € C(RY) vérifie la propriété (TP), alors f(0) € R..
9) b) Montrer que si f € C(RN) vérifie la propriété (TP), alors f = f.

9) ¢) Montrer que si f € C(RY) vérifie la propriété (TP), alors | f(z)| < £(0)
pour tout = € RV, et en déduire que f € S'(RN).

10) Montrer que si ¢ est continue a support compact sur RY, alors w*zﬁ > 0.
11) Montrer que la fonction f définie sur R par f(z) = e 1*| est de type
positif.

12) Montrer que la fonction g définie sur RY par g(z) = e~ 1#* est de type
positif.
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