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Organisation du cours/Ressources

eUn probléme a rendre en petite classe avant les vacances de Noél

eContréle classant le lundi 20 janvier 2014

eDocuments en ligne sur le site du département de mathématiques:
http://www.mathematiques.polytechnique.edu/

eSite du cours:
http://www.math.polytechnique.fr/~“golse/mat431.html

eContact: golse@math.polytechnique.fr
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La premiére partie du cours portait

esur les équations différentielles “ordinaires" vues comme systémes
dynamiques (existence, unicité, flots, stabilité...)

eet sur la géométrie des sous-variétés de RV (typiquement, les es-
paces des phases de systémes soumis a des contraintes)

Dans la deuxiéme partie du cours, on va s'intéresser aux équations

différentielles aux dérivées partielles (EDP) et construire les outils
mathématiques permettant de les étudier.
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Les EDP interviennent par exemple en physique comme modéles dy-
namiques incluant des effets spatiaux (équation de la chaleur pour
un profil de température dans un matériau, équation de Schrodinger
pour une fonction d'onde en mécanique quantique)

Le but de ce cours est d'arriver a une introduction a I'analyse des
EDP sur 2 ou 3 exemples.

Mais on verra que |'analyse des EDP rend nécessaire dans un premier
temps

ede développer un calcul différentiel généralisé pour des fonctions
trés singuliéres (calcul des distributions)

ed'adapter aux distributions la transformation de Fourier qui diago-
nalise la dérivation
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Notations pour les dérivées partielles, multi-indices

ePour tous «, 3 € N™, on pose

ol =1+ ...+ am, al=aoal...ap,
oSi 3 < o (cad. fj <« pourj=1,...,m), on note
(a) _ al
)~ (a—pB)p
ePour x = (x1,...,%m) € R™, on note
o . 01 Om 8 a R 8 80& I aal 8am
X I=Xp7 e Xy, /j ou Xj.—a, =017 ...0y
j
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Quelques formules classiques

Formules du bindme et de Leibnitz: pour x,y € RV et f, g de
classe Cl*l sur RV

(x+y) =3 @‘) xPyP 9 (fg) =Y (g) 0 Prolg

B B

(se démontrent par récurrence sur |«|)

Formule de Taylor: pour f € C™1(Q) et [a, b] € Q C RN ouvert

0“f(a)

f(b) = Z 7I(b —a)*+ Ry, avec reste intégral
al
|| <m
_ A\ 1
Rm = (m+1) Z ® ala) / (1—1)"0% (a+ t(b— a))dt
|a|l=m+1 ’ 0
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Démonstration: Poser h = b—a et ¢(t) = f(a+ th); vérifier grace
a la formule du multinéme (cf. poly. p. 5)

l
by ¥ P

lorl=p
que, pourtout p=1,...., m+1
p
P! a o
PP (t) Z hioj | fla+thy= > 0" f(a+ thh
lo|=p

puis conclure en intégrant m fois par parties

[ s gy
0

m!
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Prologue: les EDP d'ordre 1

eCe sont les EDP (équations aux dérivées partielles) les plus proches
des EDO (équations différentielles ordinaires)

elien EDO-EDP d'ordre 1:

‘méthode des caractéristiques = solutions explicites
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L'équation de transport

ePrototype des EDP linéaires du ler ordre

atf+V‘va:0

oti v € RV\ {0} est un vecteur donné (vitesse de transport)
Inconnue: f = f(t,x) € R, avec t > 0, x € RN (densité)

Notation:
N

v-V,f = Z viOy. f

i=1
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La méthode des caractéristiques

Soit y € RV; posons, pour tout t € R, y(t) = y + tv € RV, alors

ve CYR;RY), et A(t)=v

Notation: J
(h) = 97
i(6) = ()

L'ensemble {(t,7(t))|t € R} est une droite de R x RV, appelée
“courbe caractéristique issue de y"' associée a |'équation de transport.
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Observation fondamentale:

Toute solution de classe C! de I'équation de transport

est constante le long des courbes caractéristiques

Thm: Soit " € C*(RV). Le probléme de Cauchy d'inconnue f
Of +v-Vif =0, f(0,x) = fi"(x)
admet une unique solution f € C*(Ry x RV), donnée par la formule

f(t,x) = f(x — tv)
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y

y=f(,x)

—_—

to\ X

t

Résolution de I'équation de transport. Le graphe de la donnée
initiale est translaté de tv pour donner celui de la solution a
I'instant t
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eMéme si " n'est pas dérivable, la formule
f(t,x) = f"(x — tv)

garde un sens, et on a envie de dire qu'elle définit encore une solution
de I'équation de transport en un sens généralisé (a définir)

eExemple: pour N = 1, prendre ™" en escalier, par exemple

fr(x)=1six<0, f(x)=0six>0

La solution de I'équation de transport modélise alors une onde de
choc se propageant a la vitesse v.
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y

y=rN |

y=Ff(t,x)

caractéristique /
!
1

issue de 0
Résolution de I'équation de transport pour une donnée initiale
présentant une discontinuité de premiére espéce
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L'équation de Hopf

EDP du premier ordre non linéaire, d'inconnue u : (t, x) — u(t,x)

in

Oru+ udyu =0, xeR, t>0, u‘t:O:u

Thm: Soit u™™ € CL(R).
a) Il existe T > 0 et une unique solution u de classe C* sur [0, T[xR
de I'équation de Hopf avec donnée initiale u'™.

b) S'il existe un intervalle ouvert / sur lequel u™ est strictement
décroissante, alors T < oo.
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Explication de I'apparition d'une singularité en temps fini

eMéthode des caractéristiques = chaque point du graphe de u™ se
déplace le long de I'axe des x & une vitesse constante=|'ordonnée du
point

ela vitesse du point P(t) est supérieure a celle du point Q(t) = il
existe un temps t; > 0 ou le point P(t) rattrappe — c.a.d. a méme
abscisse que — le point Q(t)

CONCLUSION: En temps fini le graphe de u™ est transporté sur une
courbe qui n'est plus le graphe d'une fonction.
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EDP linéaires/non linéaires

eDans le cas de |'équation de transport (LINEAIRE): si la donnée
initiale est de classe C!, la solution existe pour tout t > 0 et reste
de classe C*.

eDans le cas de I'équation de Hopf (NON LINEAIRE): méme si la
donnée initiale est de classe C!, la solution peut cesser d'étre de
classe C! au bout d'un temps fini.

En analyse des EDP, il est naturel d'avoir a “dériver” des fonctions non
dérivables. Le bon cadre pour cela est la théorie des distributions.
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Plan du cours

1) Définition et calcul des distributions (dérivation, multiplication
par les fonctions C°, support, convolution...)

2) Analyse de Fourier pour les distributions

3) Etude d'un ou deux exemples d'EDP d’ordre > 1
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Fonctions C*> a support compact

Soit E : R — R définie par

E(x)=0six>0, E(x)=e""six<0

Pour x < 0 et n > 1, on montre par récurrence que

EM(x) = Pa(1/X)E(x)

ol Pp(X) est la suite de polynémes définie par
Pn(X) = =X?(Pp—1(X) + Pp_1(X))
Po(X)=1

Le support de E est R_; de plus E est de classe C* sur R car

lim E(M(x) =0, pourtout n>1

x—0~
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A gauche: graphe de E; a droite: zoom sur le raccord C*

Notant |x| = y/xZ + ... + x3 la norme euclidienne, la fonction

H: xw E(|x]>=1) >0 est C>® sur RV de support B(0, 1)
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A quoi servent les fonctions C* & support compact?

1) Régulariser les fonctions peu réguliéres et les approcher par des
fonctions de classe C*°

2) Localiser ou tronquer les fonctions de classe C*° sans dégrader
leur régularité

3) Passer du local au global, en recollant des fonctions C° définies
localement, sans dégrader leur régularité

4) Enfin les fonctions C* & support compact sont la brique de base
pour construire la théorie des distributions
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Suites régularisantes

Définissons x et x. € C®(RN) par les formules

H 1
x(x) = i, Xe(X) == =y X <§> pour tout € > 0

/R H(z)dz ¢

La fonction . vérifie

supp(xe) = B(0,€), x>0, et /RN Xe(x)dx =1
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Convolution des fonctions

Produit de convolution de f € C.(RV) et g € L} (RV)

loc

fxg(x):= - f(x—y)g(y)dy

Commutativité le changement de variables y — x — y donne

fxg(x)= - f(y)g(x —y)dy = g xf(x)

Majoration du support:

supp(f  g) C supp(f) + supp(g) = supp(f) + supp(g)
= {u+ v|ucsupp(f), v esupp(g)}

Associativité: pour tout f,g € C-(R") et tout h € L}(RV) on a
(fxg)xh="Ffx(gxh)
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Inégalités intégrales classiques

Inégalité de Holder: pour tout X € RN mesurable, on a

el < IFlmpoligllop, 2+ =1 (avec £ =0)

Inégalité de Hausdorff-Young:

1 xgllirrnvy < Il oy llgllLaryy » %+% =1+7 (avec - =0)

(Pour p,q # oo, on peut commencer par établir le résultat pour
f, g continues & support compact, puis conclure par un argument de
densité.)
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Régularisation par convolution

Prop: Pour tout entier positif k — ou pour k = oo

feCcRV)etgell (RV)= fxge CKRN),

loc

et 0°(Fg) = (0°F) g, |a| <k

Thm: Pour toute suite régularisante (xc)eso sur RV, on a

a)si f € C.(RV), Xe % f — f uniformément sur RV
b) si f € LP(RV), Xe x f — f dans LP(RV)
c)sifelp (RY), xcxf— fdans [}(K)

pour tout 1 < p < oo, et tout K compact de RV, lorsque € — 0.
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eDémonstration de la proposition:

Pour k = 0, utiliser le théoréme de convergence dominée
Pour k > 1, utiliser le théoréme de dérivation sous le signe somme

eDémonstration du théoréme:

a) f étant continue a support compact, elle est uniformément con-
tinue:

sup |f(x + h) — f(x)| — 0 lorsque |h| — O

xERN
b) utiliser que C-(R") est dense dans LP(R") pour tout 1 < p < oo
— FAUX pour p =
c) utiliser le b) en remarquant que xe x f = X x (1) <gf) sur
B(0,R —¢)
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Fonctions plateau

Lemme: Soient Q ouvert de RN et K compact inclus dans Q. I
existe une fonction ¢ € C°(RN) telle que

0<¢ <1, supp(¢)compact C 2, et ¢ =1 au voisinage de K

Application: densité de C2°(2) dans LP(Q2) pour 1 < p < o0

Thm: Soient Q ouvert de RN et f € LP(Q), avec 1 < p < oo.

Pour tout 7 > 0, il existe f, € C2°(Q) t.q. |[f — fllr) <7

Pour la démonstration, cf. polycopié, pp. 26-27.
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Partitions de |'unité

Thm: Soient K € RN compact et Q1,...,Q, C RN ouverts t.q.

KCUQJ'.
j=1

Alors il existe ¢1 € C°(Q1),...,0n € C°(Q2p) t.q.

0< ¢, et Z ¢;j = 1 sur un voisinage de K

1<j<n

eles fonctions plateau servent a localiser sans dégrader la régularité
(jusqu'au niveau C*)

el es partitions de |'unité servent a passer du local au global en gar-
dant la régularité des objets locaux
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