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Continuité de la dérivation

Pour tout multi-indice α, lorsque n→∞

Tn → T dans D′(Ω)⇒ ∂αTn → ∂αT dans D′(Ω)

Exemple 5: En particulier, si fn ∈ L1
loc(Ω) pour tout n ≥ 1, alors

fn → f dans L1
loc(Ω)⇒ ∂αTfn → ∂αTf dans D′(Ω)

Exemple 6: Soit f in ∈ L1
loc(RN); posons f (t, x) = f in(x − tv) p.p.

en (t, x) ∈ R× RN . On vérifie que

∂t f +
N∑

i=1

vi∂xi f = 0 dans D′(R× RN)

Dém: Régulariser f in, applique la méthode des caractéristiques, puis
passer à la limite au sens des distributions
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Produit par une fonction C∞

Déf: pour tout T ∈ D′(Ω) et ψ ∈ C∞(Ω)

on définit la distribution S = ψT par 〈S , φ〉 = 〈T , ψφ〉

Il faut vérifier la continuité de S : or, d’après la formule de Leibnitz

max
|α|≤p

sup
x∈K
|∂α(ψφ)(x)| ≤ Mp,K ,ψ max

|α|≤p
sup
x∈K
|∂αφ(x)|

avec Mp,K ,ψ = 2p max
|α|≤p

sup
x∈K
|∂αψ(x)|

Exemple: soient x0 ∈ Ω et ψ ∈ C∞(Ω); alors

ψδx0 = ψ(x0)δx0

Exercice: résoudre l’équation xT = 1 d’inconnue T ∈ D′(R)
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Continuité du produit par une fonction C∞: soient ψ ∈ C∞(Ω)
et (Tn)n≥1 suite de distributions sur Ω

Tn → T dans D′(Ω) ⇒ ψTn → ψT dans D′(Ω)

Formule de Leibnitz: soient T ∈ D′(Ω) et a ∈ C∞(Ω); pour tout
multi-indice α, on a

∂α(aT ) =
∑
β≤α

(
α
β

)
(∂α−βa)∂βT

Exercice: pour tout x0 ∈ R, tout m ∈ N et tout a ∈ C∞(R), exprimer
aδ(m)

x0 comme combinaison linéaire de δx0 , δ
′
x0
, . . . , δ

(m)
x0
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Restriction / Recollement des distributions (pp. 78-81)

Restriction: Soient ω ⊂ Ω deux ouverts de RN et soit T ∈ D′(Ω).
La restriction de T à ω est T

∣∣
ω
∈ D′(ω) définie par〈

T
∣∣
ω
, φ

〉
= 〈T , φ̃〉 , où φ̃(x) =

{
φ(x) si x ∈ ω
0 si x /∈ ω

Principe de recollement: Soit (ωi )i∈I famille d’ouverts de RN et
soient Ti ∈ D′(ωi ) pour tout i ∈ I . Alors

Ti
∣∣
ωi∩ωj

= Tj
∣∣
ωi∩ωj

dès que ωi ∩ ωj 6= ∅

⇒ il existe une unique distribution T ∈ D′
(⋃

i∈I

ωi

)
t.q. Ti = T

∣∣
ωi

Méthode: recoller les distributions Ti par partitions de l’unité
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Changement de variables dans les distributions (pp. 81–83)

Soient Ω1,Ω2 ouverts de RN , et χ : Ω1 → Ω2 un C∞-difféomorphisme.
A tout φ ∈ C∞c (Ω1), on associe χ∗(φ) ∈ C∞c (Ω2) donnée par

χ∗(φ) : y 7→ φ(χ−1(y))| detDχ(χ−1(y))|−1

Déf: Pour tout T ∈ D′(Ω2), on définit la distribution composée
T ◦ χ ∈ D′(Ω1) par

〈T ◦ χ, φ〉D′(Ω1),C∞
c (Ω1) = 〈T , χ∗(φ)〉D′(Ω2),C∞

c (Ω2)
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Exemples:
1) pour toute fonction f ∈ L1

loc(Ω2), on a

(Tf ) ◦ χ = Tf ◦χ ∈ D′(Ω1)

2) en posant x0 = χ−1(y0), on a

δy0 ◦ χ = | detDχ(x0)|−1δx0 dans D′(RN)

3) en particulier, pour λ > 0, notons Mλ : x 7→ λx ; alors

δ0 ◦Mλ = λ−Nδ0 dans D′(RN)
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Dérivation/Intégration sous le crochet de dualité

Prop. (p. 83): Soient Ω ⊂ RN ouvert, une distribution T ∈ D′(Ω)
et une fonction φ ∈ C∞(Ω×Rn

y ) à support dans K ×Rn, où K est
un compact ⊂ Ω. Alors la fonction y 7→ 〈T , φ(·, y)〉 est de classe
C∞ sur Rn et vérifie

∂αy 〈T , φ(·, y)〉 = 〈T , ∂αy φ(·, y)〉 , ∀α ∈ Nn , ∀y ∈ Rn

Prop. (p. 85): Soient Ω ⊂ RN ouvert, une distribution T ∈ D′(Ω)
et une fonction test φ ∈ C∞c (Ω× Rn

y ). Alors∫
Rn
〈T , φ(·, y)〉dy =

〈
T ,
∫

Rn
φ(·, y)dy

〉
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Produit de distributions (pp. 86–87)

En général, il n’est PAS POSSIBLE de définir le produit de deux
distributions

δx1δx2 = 0 si x1 6= x2 , δ2x0
=???

Il n’est même pas possible, en général, de définir le produit d’une
distribution par une fonction qui ne serait pas de classe C∞

δ0 = H ′ = (H2)′ = 2Hδ0 = (H3)′ = 3H2δ0 = 3Hδ0

ce qui entraînerait que 2 = 3 . . .
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Distributions/Fonctions: dictionnaire

Crochet de dualité 〈·, ·〉 Intégrale
∫

Distribution Tf Fonction f

Dérivation Intégration par parties

Dérivation sous le crochet Dérivation sous le signe
∫

Intégration sous le crochet Thm. de Fubini
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Stratégie pour définir des opérations linéaires sur D′

1) Soient Ω ⊂ RN ouvert et A : L1(Ω)→ L1(Ω) linéaire continue, sa
transposée est l’application linéaire continue A∗ : L∞(Ω) → L∞(Ω)
(rappel: L∞(Ω) = dual topologique de L1(Ω)) définie par∫

Ω
Af (x)φ(x)dx =

∫
Ω

f (x)A∗φ(x)dx

2) Si A∗(C∞c (Ω)) ⊂ C∞c (Ω), tenter de prolonger A à D′(Ω) en
posant

〈AT , φ〉 = 〈T ,A∗φ〉

c’est à dire tenter de prolonger A par (A∗
∣∣
C∞

c (Ω)
)∗

Pbm: la forme linéaire AT ainsi définie vérifie-t-elle la propriété de
continuité des distributions sur Ω?
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Vers la formule des sauts

Sur R, la dérivation des distributions correspond à l’intégration par
parties

Réciproquement, la formule de Green(-Ostrogradsky), ainsi que la
notion de mesure de surface s’interprètent dans le cadre des distri-
butions

Applications: formulation au sens des distributions de conditions de
transmission à travers des interfaces (par ex. relations de Rankine-
Hugoniot pour les ondes de choc en dynamique des gaz)
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Formule des sauts, dim. 1 (pp. 89–90)

Thm: soit f : R → R de classe C 1 par morceaux présentant des
discontinuités de 1ère espèce aux points a1 < . . . < an. Alors

f ′ = {f ′}+
n∑

k=1

(f (ak + 0)− f (ak − 0))δak dans D′(R)

avec la notation

{f ′} =
(
f
∣∣
R\{a1,...,an}

)′
•C’est une généralisation de la formule H ′ = δ0
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Elément de longueur sur une courbe de R2 pp. 196–199

Soit I 3 t 7→ γ(t) ∈ Γ = γ(I ) ⊂ R2 injective de classe C 1 sur le
segment I et t.q. γ̇(t) 6= 0 pour tout t ∈ I .

Abscisse curviligne sur Γ: fonction s : Γ 7→ R t.q. d
dt s(γ(t)) = |γ̇(t)|

Elément de longueur sur la courbe Γ = différentielle d’une abscisse
curviligne:

ds(γ(t)) = |γ̇(t)|dt

Longueur de la courbe Γ:
∫

Γ
ds(M) =

∫
I
|γ̇(t)|dt

Intégrale curviligne sur Γ: distribution d’ordre 0 sur R2 définie par

C∞c (R2) 3 φ 7→
∫

Γ
φ(M)ds(M) :=

∫
I
φ(γ(t)|γ̇(t)|dt
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Elément de surface sur une surface de R3 pp. 199-204

Soient I , J segments de R et I × J 3 (u, v) 7→ M(u, v) ∈ R3

de classe C 1 injective t.q. (∂uM(u, v), ∂vM(u, v)) libre pour tout
(u, v) ∈ I × J
Plan tangent TM(u,v)Σ à la surface Σ = M(I × J) au point M(u, v):

{M(u, v) + λ∂uM(u, v) + µ∂vM(u, v) |λ, µ ∈ R}

Elément de surface sur Σ:

dσ(M(u, v)) = |∂uM(u, v) ∧ ∂vM(u, v)|dudv

Distribution (d’ordre 0) de simple couche de densité f ∈ C (Σ):

C∞c (R3) 3 φ 7→
∫

Σ
f (M)φ(M)dσ(M)

=

∫
I×J

f φ(M(u, v))|∂uM ∧ ∂vM|(u, v)dudv
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Formules en coordonnées cartésiennes pp. 197, 203, 208

•Courbe de R2 d’équation y = f (x) avec f de classe C 1:

ds =
√

1 + f ′(x)2dx (élément de longueur)

•Surface de R3 d’équation z = f (x , y) avec f de classe C 1:

dσ =
√

1 + |∂x f (x , y)|2 + |∂y f (x , y)|2dxdy

=
√

1 + |∇f (x , y)|2dxdy (élément de surface)

•Hypersurface de RN d’équation xN = f (x1, . . . , xN−1) avec f ∈ C 1:
par analogie, l’élément de surface s’écrit

dσ =
√

1 + |∇f (x1, . . . , xN−1)|2dx1 . . . dxN
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Exemple: élément de surface sur la sphère

•Sphère unité S2 ⊂ R3:

]− π, π[×]0, π[3 (φ, θ) 7→ (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)S2 \ Π

où Π est le demi-plan d’équation x1 ≤ 0 et x2 = 0
•Elément de surface:

∂φM = (− sinφ sin θ, cosφ sin θ, 0) ,

∂θM = (cosφ cos θ, sinφ cos θ,− sin θ)

de sorte que

∂φM ∧ ∂θM = (− cosφ sin2 θ,− sinφ sin2 θ,− cos θ sin θ)

Donc l’élément de surface vaut

dσ :=
√

sin4 θ + cos2 θ sin2 θdφdθ = sin θdφdθ
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Rappel: formule de Green-Riemann (p. 92)

Soit K ⊂ R2 compact t.q. ∂K = réunion finie de courbes de Jordan
régulières γ1, . . . , γm paramétrées par s et orientées de sorte que K
soit localement à gauche de γi parcourue dans le sens des s croissants

•Formule de Green-Riemann P,Q continues au voisinage de K

m∑
i=1

∫
γi

Pdx + Qdy =

∫
K

(∂xQ − ∂yP)dxdy

Cette formule s’écrit encore∫
∂K

(Q,−P)(σ) · ν(σ)ds(σ) =

∫
K
div(Q,−P)(x , y)dxdy

où ν(γi (s)) := (γ′i ,y (s),−γ′i ,x(s)) normale extérieure
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