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Continuité de la dérivation

Pour tout multi-indice «, lorsque n — o

T, — T dans D'(Q) = 0° T, — 0T dans D'(Q)

1
loc

Exemple 5: En particulier, si f, € Ly _(£2) pour tout n > 1, alors

fo — f dans L} _(Q) = 0 T¢, — 0“ Ty dans D'(Q)

Exemple 6: Soit f" ¢ L} (RM); posons f(t,x) = fi"(x — tv) p.p.

loc

en (t,x) € R x RN. On vérifie que

N
Oef + Y vidy,f =0 dans D'(R x RV)

i=1

Dém: Reégulariser £, applique la méthode des caractéristiques, puis
passer a la limite au sens des distributions
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Produit par une fonction C*°

Déf: pour tout T € D'(Q) et ¢p € C(Q)
on définit la distribution S = ¢ T par (S, ¢) = (T, ¢¢)

Il faut vérifier la continuité de S: or, d'aprés la formule de Leibnitz

max sup [0%(1¢)(x)| < Mp k. max sup [0%¢(x)|
la|<p xeK lal<p xeK

ouee Mo = 2 s 700
=FX

Exemple: soient xg € Q et ¢ € C*°(Q); alors

Py, = V(X0)0x,

Exercice: résoudre I'équation xT = 1 d'inconnue T € D'(R)
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Continuité du produit par une fonction C*: soient ¢ € C*(Q)
et (Tp)p>1 suite de distributions sur Q

Tp— T dans D'(Q) = ¢ T, — ¢ T dans D'(Q)

Formule de Leibnitz: soient T € D'(Q2) et a € C>(Q); pour tout
multi-indice «, on a

o*(aT) =Y <g> (0°P2)o° T

BLa

Exercice: pour tout xp € R, tout m € N et tout a € C*°(R), exprimer
5(’")

. . ., . m
adx, comme combinaison linéaire de dx,, 0}, . .. ,5)(@ )
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Restriction / Recollement des distributions (pp. 78-81)

Restriction: Soient w C Q deux ouverts de RV et soit T € D'(R).
La restriction de T & w est le € D'(w) définie par

<T ~ {ng(X) Six Ew

s0)= (T it = {75 5xge
Principe de recollement: Soit (w;);c; famille d'ouverts de RV et
soient T; € D'(wj) pour tout i € I. Alors

wiNwj - 7_-/ ’w;ﬂwj

dés que wj Nwj # 0

i

= il existe une unique distribution T € D’ (U w,-) tg. T, = T}w.
icl

Méthode: recoller les distributions T; par partitions de |'unité
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Changement de variables dans les distributions (pp. 81-83)

Soient Q1, Q, ouvertsde RV, et y : Q1 — Q5 un C*®-difféomorphisme.
A tout ¢ € C2°(£21), on associe x.(¢) € C2°(€2) donnée par

X«(8) : y = d(x(y))l det Dx(x*(y))|

Déf: Pour tout T € D'(€2), on définit la distribution composée
T ox € D'(21) par

(T ox,P)pr(y),coo() = (T Xx(D))Dr(02),C20(22)
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Exemples:
1) pour toute fonction f € L} (), on a

(Tf) o x = Tfoy € D'(1)

2) en posant xp = x (o), on a

8y, 0 X = | det Dx(x0)| 10, dans D'(RV)

3) en particulier, pour A > 0, notons M, : x — Ax; alors

8o o My = AN, dans D’(RN)
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Dérivation/Intégration sous le crochet de dualité

Prop. (p. 83): Soient Q C RN ouvert, une distribution T € D’'(Q)
et une fonction ¢ € C*°(2 x R}) a support dans K x R", ol K est
un compact C Q. Alors la fonction y — (T,¢(-,y)) est de classe
C* sur R" et vérifie

8;/X<T>¢(ay)> = <T7a}c/x (vy)>’ Va € Nn’ VyG R"

Prop. (p. 85): Soient Q C RN ouvert, une distribution T € D'(Q)
et une fonction test ¢ € C2°(2 x R}). Alors

L otnay = (7. [ o)
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Produit de distributions (pp. 86-87)

En général, il n'est PAS POSSIBLE de définir le produit de deux
distributions

. 2
0xy0x, = 0'si X1 # X2, (5X0 =777

Il n'est méme pas possible, en général, de définir le produit d'une
distribution par une fonction qui ne serait pas de classe C*

So = H' = (H?) = 2Hé&y = (H3) = 3H?6y = 3Hdy

ce qui entrainerait que 2 =3. ..
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Distributions/Fonctions: dictionnaire
Crochet de dualité (-, -) Intégrale /
Distribution T¢ Fonction f
Dérivation Intégration par parties
Dérivation sous le crochet Dérivation sous le signe /
Intégration sous le crochet Thm. de Fubini
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Stratégie pour définir des opérations linéaires sur D’

1) Soient Q € RN ouvert et A: L}(Q) — L(Q) linéaire continue, sa
transposée est |'application linéaire continue A* : L*°(Q) — L*°(Q)
(rappel: L>(Q2) = dual topologique de L1(Q)) définie par

/ AF(x)b(x)dx = / Fx)A" () dx
Q Q

2) Si AY(CP(Q)) € C(9Q), tenter de prolonger A a D'(Q2) en
posant
(AT, ¢) = (T, A%¢)

c'est a dire tenter de prolonger A par (A*}CM(Q))*

Pbm: la forme linéaire AT ainsi définie vérifie-t-elle la propriété de
continuité des distributions sur Q7
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Vers la formule des sauts

Sur R, la dérivation des distributions correspond a I'intégration par
parties

Réciproquement, la formule de Green(-Ostrogradsky), ainsi que la
notion de mesure de surface s'interprétent dans le cadre des distri-
butions

Applications: formulation au sens des distributions de conditions de

transmission & travers des interfaces (par ex. relations de Rankine-
Hugoniot pour les ondes de choc en dynamique des gaz)
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Formule des sauts, dim. 1 (pp. 89-90)

Thm: soit f : R — R de classe C! par morceaux présentant des
discontinuités de lére espéce aux points a; < ... < a,. Alors

={f'} + Z (ax +0) — f(ax — 0))d,, dans D'(R)

avec la notation

o(C'est une généralisation de la formule H' = dg
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Elément de longueur sur une courbe de R? pp. 196-199

Soit | > t +— y(t) € T = (/) C R? injective de classe C! sur le
segment | et t.q. Y(t) # 0 pour tout t € /.

Abscisse curviligne sur I': fonction s : T+ Rt.q. %s(y(t)) = [4(t)]

Elément de longueur sur la courbe I' = différentielle d'une abscisse
curviligne:

ds((t)) = |7(t)ldt

Longueur de la courbe I: /ds(M) = /\f’y(t)]dt
r 1
Intégrale curviligne sur T: distribution d’ordre 0 sur R? définie par

C>(R?) 9¢H/¢ M)ds(M /¢ (t)|dt
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Elément de surface sur une surface de R3 pp. 199-204

Soient /,J segments de R et / x J > (u,v) — M(u,v) € R3
de classe C? injective t.q. (9,M(u,v),d,M(u,v)) libre pour tout
(u,v)el xJ

Plan tangent Ty, a la surface & = M(/ x J) au point M(u, v):
{M(u,v) + AOuM(u,v) + po,M(u,v)| A\, n € R}

Elément de surface sur X:

do(M(u,v)) = |0,M(u,v) A O, M(u, v)|dudv

Distribution (d'ordre 0) de simple couche de densité f € C(X):
CE(R®) 3 0 [ F(M)o(M)do ()
b

= fo(M(u,v))|0uM A Oy M|(u, v)dudv
IxJ
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Formules en coordonnées cartésiennes pp. 197, 203, 208

eCourbe de R? d’équation y = f(x) avec f de classe C!:
ds = /14 f'(x)%dx (élément de longueur)

eSurface de R3 d'équation z = f(x, y) avec f de classe C:

do = /14 0f (x.y)? + [0, F(x,y)|2dxdy

=1/1+ |Vf(x,y)[?dxdy (élément de surface)

eHypersurface de RV d’équation xy = f(xi,...,xy_1) avec f € C':
par analogie, |'élément de surface s'écrit

do = \/1 +|VF(x1, .., xn_1)[Pdxs ... dxn
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Exemple: élément de surface sur la sphére

eSphére unité S? ¢ R3:
| — 7, 7[x]0, 7[> (6, 0) — (cos Psin b, sin ¢sin b, cos§)S? \ T

ou I est le demi-plan d'équation x; < 0 et xo =0
eElément de surface:

O0pM = (—sin¢sinf,cos ¢sind,0),
OJgM = (cos ¢ cos 0, sin ¢ cos 0, — sin 0)

de sorte que
dpM A OgM = (— cos ¢sin® 0, —sin ¢sin 0, — cos O sin 0)

Donc I'élément de surface vaut

do = \/sin* 0 + cos? § sin2 0dpdl = sin Odpdo
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Coordonnées sphériques dans R3
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Rappel: formule de Green-Riemann (p. 92)

Soit K C R? compact t.q. K = réunion finie de courbes de Jordan
réguliéres 1, ...,vm paramétrées par s et orientées de sorte que K
soit localement a gauche de +; parcourue dans le sens des s croissants

eFormule de Green-Riemann P, Q continues au voisinage de K

E:/P&+QW:/%@Q—@H&W
i=1 7 K

Cette formule s'écrit encore

/(Q—mwym@¢@yi/mwa_mgwmmy
oK K

ot v(7i(s)) := (Vi (s), =7/ «(s)) normale extérieure
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Bord orienté d'un compact de R?
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