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Principe de bornitude uniforme

RAPPEL: Thm. de Banach-Steinhaus. Soient E espace de Ba-
nach et (L,),>1 suite de formes LINEAIRES CONTINUES sur E.

Supposons que

Ly(x) = L(x) pour tout x € E lorsque n — +00.

Alors L est une forme linéaire CONTINUE sur E.

Principe de bornitude uniforme dans D’ (p. 60): Soient Q
ouvert de RV, une suite (T,),>1 de D'(Q) et K compact C Q.
Supposons que

la suite (T,, ¢) converge pour tout ¢ € C>(2) a support dans K

Alors, il existe C > 0 et p € N tels que, pour tout ¢ € C®(Q)

supp(¢) C K = Snupl< Th,®)| < C max sup [0%¢(x)|
lal<p xeK
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Conséquences du principe de bornitude uniforme

1) Thm. de Banach-Steinhaus dans D’ (p. 70): Soit (T,)n>1
suite de D'(Q2). Si la suite (T,,®) est convergente pour tout ¢ €
C°(Q) alors il existe T € D'(Q) t.q. T, — T dans D'(Q)

2) Continuité du crochet de dualité (p. 71): Soient (T,)n>1
suite de D'(Q) et (¢pn)n>1 suite de C°(2). Alors

¢n — ¢ dans C°(Q) et T, — T dans D'(Q) = (Tp, ¢n) — (T, )

3)Proposition 4.2.7 (p. 132): soient ¢ € C°(RN) et (T,)n>1
une suite de distributions sur RN, Alors, pour tout multi-indice «

T, — T dans D'(RN) = T, « ¢ — T x ¢ C.U. sur tout compact
= 0% Th* @) = 0%(T * ¢) C.U. sur tout compact
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Convolution des distributions (D’ x £’) (pp. 139-146)

Notation: Pour T € D'(RV), on note T = T o (—Id) € D'(RV)

(T.¢)=(T,d), ot ¢(x):=0(-x), ¢ C>R")

Déf: Pour TeD'(RN) et Sc&'(RN), on définit TxSecD'(RN) par

(T%S,¢):=(T,Sx¢), pourtout ¢ € C(RN)

Le membre de droite est bien défini, puisque S ¢ € C°(RN) est a

support dans supp(¢) + supp(S) compact.

EXEMPLE FONDAMENTAL: notons 7, la translation x — x+a sur
RN: alors

Txd;=Tor_,, Txdg=T
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Majoration du support: pour tout T € D'(RV) et S € &'(RV)

supp(T *S) C supp(T) + supp(S)

Commutativité du produit de convolution: pour T € D'(RV) et
S € &'(RN), on définit S« T € D'(RN) par

(SxT,¢):=(S, Tx¢p), pourtout ¢ € C(RN)

Le membre de droite est bien défini puisque T * ¢ € C*(RN)et S
est a support compact.

Thm:

T«S=SxT, pourtout T € D'(RY), Se&'(RV)

Dém: régulariser S et intégrer sous le crochet de dualité
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Continuité séquentielle de la convolution:

Thm: Soient des suites T, — T et S, — S dans D'(RV). Soit
K ¢ RV COMPACT FIXE, INDEPENDANT de n

supp(S,) C K pour tout n = T, xS, — T xS dans D'(RV)

Dérivation et convolution:

Thm: pour tout T € D'(RN) et S € &'(RV), on a

T xS)=(0"T)xS =T« (0*S), pour tout o € NV

EXEMPLE FONDAMENTAL: pour tout T € D'(RV) et o € NV

(0%50) * T =T x(0%0) =0T
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Application: dérivation fractionnaire (p. 144)

Fonction T: rappelons que la fonction eulérienne I est donnée par
o dt
Mz)= / tfe '—, R(z)>0
0 t
Propriétés: a) I'(z + 1) = z['(z), de sorte que ['(n+ 1) = n!
b) z — % se prolonge en une fonction holomorphe sur C
Distributions x3 (p. 106): pour tout a > —1, on pose

a( )_ (X-‘r)a

X+X —m, Ol]X+:maX(X,0)

On définit ensuite x3. € D’(R) homogéne de degré a pour tout a € R
par la formule

Xi = (Xfl)' =...= (Xf”)(") dans D'(R)
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Cas particuliers importants: a) X& = H = 1R, fonction de Heaviside

b) pour tout k > 1, on a Xjrk = 5(()k_1); en particulier Xjrl =do

Notion de dérivation fractionnaire: on a vu que, pour T € D'(R)

d k
(d) T=6%T, keN*
X

ceci suggeére de définir, pour tout T € £'(R) et tout a € R

<d> T=x;"'%T, acR'

dx
Le cas a = —1 correspond a
d\ x
<dx> T=HxT <: / T(y)dy lorsque T est une fonction >
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Associativité de la convolution des distributions

Thm: soient T,S,R € D'(RV), avec deux d'entre elles a support
compact. Alors

(TxS)xR=T*(S*R)

eATTENTION: cela peut étre faux si un seul support est compact:

(1xdy)xH=0xH =0,
1x(0p*H)=1xH =1%x6=1.

dans D'(R), ou H est la fonction de Heaviside:

H(X) = 1X20
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ANALYSE DE FOURIER ET DISTRIBUTIONS

Motivation: en vue de I'étude des EDP, décomposer les fonctions
(distributions) comme superposition linéaire de fonctions propres os-
cillantes RV 5 x — e/¢* € C de la dérivation:

aaeif-xz i aei§~x
x §

Difficulté: transformation de Fourier=opération globale

‘ = nécessite un contrdle de la croissance a l'infini des distributions ‘

= la transformation de Fourier n'est pas définie sur tout D’(RV),
mais seulement sur un sous-espace de D’(RV)
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La classe de Schwartz S(RV) (pp. 150-154)

eDéf. de la classe de Schwartz

S(RV) :={¢ € C*(R") t.q. x*0?¢p € L°(RN) pour tous a, 3 € NV}

Exemples d'éléments de S(RV):
a) C*(RY) c S(RY);
b) ¢(x) := P(x)e~?** ou P polynéme et a > 0

eConvergence des suites dans S(RV): soient ¢,, ¢ € S(R)

én— &, si Np(¢pn— @) — 0 pour tout p > 0

ol \V,, est, pour tout p € N, la norme sur S(R") définie par

No(9) = sup [x*0)¢(x)|

N
laf,|8]<p ¥€R
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Prop: Pour tout ¢ € S(RV), il existe C°(RY) > ¢, — ¢ dans
S(RN)

C2°(RN) dense dans S(R") dense dans LP(R")

PROPRIETES: a) ¢ € S(R") = 0%¢ € S(RN)
b) soient ¢ € S(RV) et f € C>®(RN);

f=0(x|"), 9f = O(|x|™) = f¢ € S(R)
c) S(RN) ¢ LP(RN) pour tout 1 < p < 00

d) e S(RV) et S € &'(RV) = S+ 6 € S(RV)
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Transformation de Fourier sur S(RV) (pp. 154-161)

Déf: A tout ¢ € S(R") on associe sa transformée de Fourier

Fo©) = [ e od, RN

PROPRIETES: a) soit ¢ € S(RN); alors F¢ € C}(RV) et on a:

Og Fo = F(=ixkp), F(0x ) = i&Fo
F ECHANGE DERIVATION ET MULTIPLICATION PAR =ix ou =£i¢

b) Transformation de Fourier et translations

Flo(-—a)] (6) = e ™ F(¢) (&), Flem™*¢](¢) = Fo(& — a)
F ECHANGE TRANSLATION ET MULTIPLICATION PAR ef@x oy e@€




Transformée de Fourier des gaussiennes: soit A € My(R)

1
_ AT _ 1 —5(A"1x|x) N
0<A=AT = Galx) = b2 € S(RY)

et on a

F(GA)(E) = 2400

Thm d'inversion de Fourier: F : S(RV) — S(RV) est un isomor-
phisme continu d'inverse continu donné par

F00) = g || e E0€)de = g Fu(—x)

Formule de Plancherel: pour ¢, € S(RV), on a

(FOIFY) 12y = M) (814) 12(ry)
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Inconvénients de la théorie de Fourier sur S(RV)

ePour appliquer I'analyse de Fourier a I'étude des EDP, on a vu
qu'il faut pouvoir manipuler des “solutions peu réguliéres" (i.e. des
distributions)

eMais méme en dehors du cadre des EDP, le thm d’inversion de
Fourier sur S(RV) est insuffisant dans de nombreuses situations
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Exemple: diffraction de Fraunhofer L'amplitude de |'onde diffrac-

tée par l'ouverture K au point M de coordonnées (x, y) de I'écran
vaut

27
A' [ 1 e S axay | = A GEx))
R2

Cache Ecran

as 7| Pupille

Onde plane *,

—— P Mxy)
e +

' '

X X
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A gauche, ouverture carrée; a droite son image diffractée sur I'écran

Si K = [~1,1]? la fonction 1x ¢ C(R?) et dailleurs

FLx)(En) = (%(7'7) ¢ 1\(R2,)

Conclusion: La transformation de Fourier dans S(RV) ne suffit pas
pour modéliser la diffraction
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