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Principe de bornitude uniforme

RAPPEL: Thm. de Banach-Steinhaus. Soient E espace de Ba-
nach et (Ln)n≥1 suite de formes LINÉAIRES CONTINUES sur E .
Supposons que

Ln(x)→ L(x) pour tout x ∈ E lorsque n→ +∞ .

Alors L est une forme linéaire CONTINUE sur E .

Principe de bornitude uniforme dans D′ (p. 60): Soient Ω
ouvert de RN , une suite (Tn)n≥1 de D′(Ω) et K compact ⊂ Ω.
Supposons que

la suite 〈Tn, φ〉 converge pour tout φ ∈ C∞(Ω) à support dans K

Alors, il existe C > 0 et p ∈ N tels que, pour tout φ ∈ C∞(Ω)

supp(φ) ⊂ K ⇒ sup
n≥1
|〈Tn, φ〉| ≤ C max

|α|≤p
sup
x∈K
|∂αφ(x)|
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Conséquences du principe de bornitude uniforme

1) Thm. de Banach-Steinhaus dans D′ (p. 70): Soit (Tn)n≥1
suite de D′(Ω). Si la suite 〈Tn, φ〉 est convergente pour tout φ ∈
C∞c (Ω) alors il existe T ∈ D′(Ω) t.q. Tn → T dans D′(Ω)

2) Continuité du crochet de dualité (p. 71): Soient (Tn)n≥1
suite de D′(Ω) et (φn)n≥1 suite de C∞c (Ω). Alors

φn → φ dans C∞c (Ω) et Tn → T dans D′(Ω)⇒ 〈Tn, φn〉 → 〈T , φ〉

3)Proposition 4.2.7 (p. 132): soient φ ∈ C∞c (RN) et (Tn)n≥1
une suite de distributions sur RN . Alors, pour tout multi-indice α

Tn → T dans D′(RN)⇒ Tn ? φ→ T ? φ C.U. sur tout compact
⇒ ∂α(Tn ? φ)→ ∂α(T ? φ) C.U. sur tout compact
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Convolution des distributions (D′ ? E ′) (pp. 139–146)

Notation: Pour T ∈ D′(RN), on note T̃ = T ◦ (−Id) ∈ D′(RN)

〈T̃ , φ〉 = 〈T , φ̃〉 , où φ̃(x) := φ(−x) , φ ∈ C∞c (RN)

Déf: Pour T ∈D′(RN) et S ∈E ′(RN), on définit T ?S ∈D′(RN) par

〈T ? S , φ〉 := 〈T , S̃ ? φ〉 , pour tout φ ∈ C∞c (RN)

Le membre de droite est bien défini, puisque S̃ ? φ ∈ C∞(RN) est à
support dans supp(φ) + supp(S̃) compact.

EXEMPLE FONDAMENTAL: notons τa la translation x 7→ x +a sur
RN ; alors

T ? δa = T ◦ τ−a , T ? δ0 = T
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Majoration du support: pour tout T ∈ D′(RN) et S ∈ E ′(RN)

supp(T ? S) ⊂ supp(T ) + supp(S)

Commutativité du produit de convolution: pour T ∈ D′(RN) et
S ∈ E ′(RN), on définit S ? T ∈ D′(RN) par

〈S ? T , φ〉 := 〈S , T̃ ? φ〉 , pour tout φ ∈ C∞c (RN)

Le membre de droite est bien défini puisque T̃ ? φ ∈ C∞(RN) et S
est à support compact.

Thm:

T ? S = S ? T , pour tout T ∈ D′(RN) , S ∈ E ′(RN)

Dém: régulariser S et intégrer sous le crochet de dualité
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Continuité séquentielle de la convolution:

Thm: Soient des suites Tn → T et Sn → S dans D′(RN). Soit
K ⊂ RN COMPACT FIXE, INDEPENDANT de n

supp(Sn) ⊂ K pour tout n⇒ Tn ? Sn → T ? S dans D′(RN)

Dérivation et convolution:

Thm: pour tout T ∈ D′(RN) et S ∈ E ′(RN), on a

∂α(T ? S) = (∂αT ) ? S = T ? (∂αS) , pour tout α ∈ NN

EXEMPLE FONDAMENTAL: pour tout T ∈ D′(RN) et α ∈ NN

(∂αδ0) ? T = T ? (∂αδ0) = ∂αT
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Application: dérivation fractionnaire (p. 144)

Fonction Γ: rappelons que la fonction eulérienne Γ est donnée par

Γ(z) =

∫ ∞
0

tze−t dt
t
, <(z) > 0

Propriétés: a) Γ(z + 1) = zΓ(z), de sorte que Γ(n + 1) = n!

b) z 7→ 1
Γ(z) se prolonge en une fonction holomorphe sur C

Distributions χa
+ (p. 106): pour tout a > −1, on pose

χa
+(x) =

(x+)a

Γ(a + 1)
, où x+ = max(x , 0)

On définit ensuite χa
+ ∈ D′(R) homogène de degré a pour tout a ∈ R

par la formule

χa
+ = (χa+1

+ )′ = . . . = (χa+n
+ )(n) dans D′(R)
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Cas particuliers importants: a) χ0
+ = H = 1R+ fonction de Heaviside

b) pour tout k ≥ 1, on a χ−k
+ = δ

(k−1)
0 ; en particulier χ−1

+ = δ0

Notion de dérivation fractionnaire: on a vu que, pour T ∈ D′(R)(
d
dx

)k

T = δ
(k)
0 ? T , k ∈ N∗

ceci suggère de définir, pour tout T ∈ E ′(R) et tout a ∈ R(
d
dx

)a

T = χ−a−1
+ ? T , a ∈ R∗

Le cas a = −1 correspond à(
d
dx

)−1

T = H?T
(

=

∫ x

−∞
T (y)dy lorsque T est une fonction

)
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Associativité de la convolution des distributions

Thm: soient T , S ,R ∈ D′(RN), avec deux d’entre elles à support
compact. Alors

(T ? S) ? R = T ? (S ? R)

•ATTENTION: cela peut être faux si un seul support est compact:

(1 ? δ′0) ? H = 0 ? H = 0 ,
1 ? (δ′0 ? H) = 1 ? H ′ = 1 ? δ0 == 1 .

dans D′(R), où H est la fonction de Heaviside:

H(x) = 1x≥0
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ANALYSE DE FOURIER ET DISTRIBUTIONS

Motivation: en vue de l’étude des EDP, décomposer les fonctions
(distributions) comme superposition linéaire de fonctions propres os-
cillantes RN 3 x 7→ e iξ·x ∈ C de la dérivation:

∂αx e iξ·x = (iξ)αe iξ·x

Difficulté: transformation de Fourier=opération globale

⇒ nécessite un contrôle de la croissance à l’infini des distributions

⇒ la transformation de Fourier n’est pas définie sur tout D′(RN),
mais seulement sur un sous-espace de D′(RN)
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La classe de Schwartz S(RN) (pp. 150–154)

•Déf. de la classe de Schwartz

S(RN) := {φ ∈ C∞(RN) t.q. xα∂βx φ ∈ L∞(RN) pour tous α, β ∈ NN}

Exemples d’éléments de S(RN):
a) C∞c (RN) ⊂ S(RN);
b) φ(x) := P(x)e−a|x |2 où P polynôme et a > 0

•Convergence des suites dans S(RN): soient φn, φ ∈ S(RN)

φn → φ , si Np(φn − φ)→ 0 pour tout p ≥ 0

où Np est, pour tout p ∈ N, la norme sur S(RN) définie par

Np(φ) :=
∑

|α|,|β|≤p

sup
x∈RN

|xα∂βx φ(x)|
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Prop: Pour tout φ ∈ S(RN), il existe C∞c (RN) 3 φn → φ dans
S(RN)

C∞c (RN) dense dans S(RN) dense dans Lp(RN)

PROPRIETES: a) φ ∈ S(RN)⇒ ∂αφ ∈ S(RN)
b) soient φ ∈ S(RN) et f ∈ C∞(RN);

f = O(|x |n) , ∂αf = O(|x |nα)⇒ f φ ∈ S(RN)

c) S(RN) ⊂ Lp(RN) pour tout 1 ≤ p ≤ ∞
d) φ ∈ S(RN) et S ∈ E ′(RN)⇒ S ? φ ∈ S(RN)
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Transformation de Fourier sur S(RN) (pp. 154–161)

Déf: A tout φ ∈ S(RN) on associe sa transformée de Fourier

Fφ(ξ) =

∫
RN

e−iξ·xφ(x)dx , ξ ∈ RN

PROPRIETES: a) soit φ ∈ S(RN); alors Fφ ∈ C 1(RN) et on a:

∂ξkFφ = F(−ixkφ) , F(∂xkφ) = iξkFφ
F ECHANGE DERIVATION ET MULTIPLICATION PAR ±ix ou ±iξ

b) Transformation de Fourier et translations

F [φ(· − a)] (ξ) = e−ia·ξF(φ)(ξ) , F [e+ia·xφ](ξ) = Fφ(ξ − a)

F ECHANGE TRANSLATION ET MULTIPLICATION PAR e ia·x ou e ia·ξ
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Transformée de Fourier des gaussiennes: soit A ∈ MN(R)

0 < A = AT ⇒ GA(x) = 1√
(2π)N det(A)

e−
1
2 (A−1x |x) ∈ S(RN)

et on a

F(GA)(ξ) = e−
1
2 (Aξ|ξ)

Thm d’inversion de Fourier: F : S(RN)→ S(RN) est un isomor-
phisme continu d’inverse continu donné par

F−1ψ(x) = 1
(2π)N

∫
RN

e ix ·ξψ(ξ)dξ = 1
(2π)N

Fψ(−x)

Formule de Plancherel: pour φ, ψ ∈ S(RN), on a

(Fφ|Fψ)L2(RN
ξ ) = (2π)N(φ|ψ)L2(RN

x )
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Inconvénients de la théorie de Fourier sur S(RN)

•Pour appliquer l’analyse de Fourier à l’étude des EDP, on a vu
qu’il faut pouvoir manipuler des “solutions peu régulières" (i.e. des
distributions)

•Mais même en dehors du cadre des EDP, le thm d’inversion de
Fourier sur S(RN) est insuffisant dans de nombreuses situations
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Exemple: diffraction de Fraunhofer L’amplitude de l’onde diffrac-
tée par l’ouverture K au point M de coordonnées (x , y) de l’écran
vaut

A
∣∣∣∣∫∫

R2
1K (X ,Y )e−i 2πλr (xX+yY )dXdY

∣∣∣∣ = A|F(1K )(2π
λr (x , y))|

K

X

Y

x

y

r

EcranCache

dS

M(x,y)
+

Onde plane
Pupille
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Diffraction par une pupille rectangulaire

Commentaires :
L'étude théorique du phénomène est résumée dans la page Pupille rectangulaire
Le programme effectue le calcul de l'intensité dans le plan d'observation. Trois types de représentations
sont proposés : courbes de niveau, courbes en trois dimensions et représentation en fausses couleurs.
Comme la dynamique des intensités est supérieures à la gamme des couleurs possibles (256) j'ai multiplié
les intensités les plus faibles par un facteur 30. 
La représentation en courbes de niveau est fidèle.
Dans le tracé de l'image, la longueur d'onde utilisée est toujours la même.
La possibilité de choisir la couleur d'affichage est uniquement décorative.

Avec le curseur, on peut modifier la largeur de la fente. Sa hauteur reste égale à 2 mm.
Avec une fente très étroite, on tend vers la figure de diffraction d'un trait de réseau qui est donnée par (sinx

/ x)2.
A partir des courbes de niveau, vérifier que l'intensité est très faible en dehors de la tache centrale.

 

Retour au menu "optique ondulatoire".

A gauche, ouverture carrée; à droite son image diffractée sur l’écran

Si K = [−1, 1]2, la fonction 1K /∈ C (R2) et d’ailleurs

F(1K )(ξ, η) =
(sin ξ)(sin η)

ξη
/∈ L1(R2

ξ,η)

Conclusion: La transformation de Fourier dans S(RN) ne suffit pas
pour modéliser la diffraction
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