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Transformation de Fourier sur S(RN) (pp. 154–161)

Déf: A tout φ ∈ S(RN) on associe sa transformée de Fourier

Fφ(ξ) =

∫
RN

e−iξ·xφ(x)dx , ξ ∈ RN

PROPRIETES: a) soit φ ∈ S(RN); alors Fφ ∈ C 1(RN) et on a:

∂ξkFφ = F(−ixkφ) , F(∂xkφ) = iξkFφ
F ECHANGE DERIVATION ET MULTIPLICATION PAR ±ix ou ±iξ

b) Transformation de Fourier et translations

F [φ(· − a)] (ξ) = e−ia·ξF(φ)(ξ) , F [e+ia·xφ](ξ) = Fφ(ξ − a)

F ECHANGE TRANSLATION ET MULTIPLICATION PAR e ia·x ou e ia·ξ
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Transformée de Fourier des gaussiennes: soit A ∈ MN(R)

0 < A = AT ⇒ GA(x) = 1√
(2π)N det(A)

e−
1
2 (A−1x |x) ∈ S(RN)

et on a

F(GA)(ξ) = e−
1
2 (Aξ|ξ)

Thm d’inversion de Fourier: F : S(RN)→ S(RN) est un isomor-
phisme continu d’inverse continu donné par

F−1ψ(x) = 1
(2π)N

∫
RN

e ix ·ξψ(ξ)dξ = 1
(2π)N

Fψ(−x)

Formule de Plancherel: pour φ, ψ ∈ S(RN), on a

(Fφ|Fψ)L2(RN
ξ ) = (2π)N(φ|ψ)L2(RN

x )
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Inconvénients de la théorie de Fourier sur S(RN)

•Pour appliquer l’analyse de Fourier à l’étude des EDP, on a vu
qu’il faut pouvoir manipuler des “solutions peu régulières" (i.e. des
distributions)

•Mais même en dehors du cadre des EDP, le thm d’inversion de
Fourier sur S(RN) est insuffisant dans de nombreuses situations
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Exemple: diffraction de Fraunhofer L’amplitude de l’onde diffrac-
tée par l’ouverture K au point M de coordonnées (x , y) de l’écran
vaut

A
∣∣∣∣∫∫

R2
1K (X ,Y )e−i 2πλr (xX+yY )dXdY

∣∣∣∣ = A|F(1K )(2π
λr (x , y))|

K

X

Y

x

y

r

EcranCache

dS

M(x,y)
+

Onde plane
Pupille
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Diffraction par une pupille rectangulaire

Commentaires :
L'étude théorique du phénomène est résumée dans la page Pupille rectangulaire
Le programme effectue le calcul de l'intensité dans le plan d'observation. Trois types de représentations
sont proposés : courbes de niveau, courbes en trois dimensions et représentation en fausses couleurs.
Comme la dynamique des intensités est supérieures à la gamme des couleurs possibles (256) j'ai multiplié
les intensités les plus faibles par un facteur 30. 
La représentation en courbes de niveau est fidèle.
Dans le tracé de l'image, la longueur d'onde utilisée est toujours la même.
La possibilité de choisir la couleur d'affichage est uniquement décorative.

Avec le curseur, on peut modifier la largeur de la fente. Sa hauteur reste égale à 2 mm.
Avec une fente très étroite, on tend vers la figure de diffraction d'un trait de réseau qui est donnée par (sinx

/ x)2.
A partir des courbes de niveau, vérifier que l'intensité est très faible en dehors de la tache centrale.

 

Retour au menu "optique ondulatoire".

A gauche, ouverture carrée; à droite son image diffractée sur l’écran

Si K = [−1, 1]2, la fonction 1K /∈ C (R2) et d’ailleurs

F(1K )(ξ, η) =
(sin ξ)(sin η)

ξη
/∈ L1(R2

ξ,η)

Conclusion: La transformation de Fourier dans S(RN) ne suffit pas
pour modéliser la diffraction
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Les distributions tempérées (pp. 161–166)

Déf: Distribution tempérée = forme linéaire T continue sur S(RN):

il existe p,Cp ≥ 0 t.q. |〈T , φ〉| ≤ CpNp(φ) pour tout φ ∈ S(RN)

Notation: l’espace des distributions tempérées sur RN est noté S ′(RN)

•S ′(RN) ⊂ D′(RN): la restriction de T à C∞c (RN) est une distribu-
tion

φ ∈ C∞c (RN)⇒ Np(φ) ≤ CK ,p max
|α|≤p

sup
x∈X
|∂αφ(x)|

où CK ,p = (p + 1)2N max
x∈K

(1 + |x |)p

EXEMPLES: a) Lp(RN) et E ′(RN) ⊂ S ′(RN)

b) {fonctions continues de période 2π sur R} ⊂ S ′(R)

c) mais aucune des fonctions exp, cosh, sinh n’appartient à S ′(RN)
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PROPRIETES: soient T ∈ S ′(RN) et f ∈ C∞(RN)
a) ∂αT ∈ S ′(RN) pour tout α ∈ NN

b) f (x) = O(|x |n) , ∂αf (x) = O(|x |nα) ∀α ⇒ fT ∈ S ′(RN)
c) S ∈ E ′(RN)⇒ S ? T ∈ S ′(RN)

Déf: soit (Tn)n≥1 suite de S ′(RN); on dit que Tn → T dans S ′(RN)
ssi 〈Tn, φ〉 → 〈T , φ〉 pour tout φ ∈ S(RN)

Prop: soient Tn → T dans S ′(RN) et f ∈ C∞(RN)

a) ∂αTn → ∂αT dans S ′(RN) pour tout α ∈ NN

b) f (x) = O(|x |n) , ∂αf (x) = O(|x |nα) ∀α ⇒ fTn → fT dans
S ′(RN)
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Transformation de Fourier sur S ′ (pp. 166–176)

•Observation: pour φ, ψ ∈ S(RN), d’après le théorème de Fubini∫
RN
φ(x)Fψ(x)dx =

∫
RN
ψ(y)Fφ(y)dy

Déf: A tout T ∈ S ′(RN) on associe FT ∈ S ′(RN) définie par

〈FT , φ〉 = 〈T ,Fφ〉 , φ ∈ S(RN)

PROPRIETES

F(∂xkT ) = iξkFT , ∂ξkFT = F(−ixkT )

F ECHANGE DERIVATION ET MULTIPLICATION PAR ±ix ou ±iξ

Tn → T dans S ′(RN)⇒ FTn → FT dans S ′(RN)
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CAS PARTICULIERS a) si T = Tf avec f ∈ L1(RN), alors

FTf = Tf̂ , où f̂ (ξ) =

∫
RN

e−iξ·x f (x)dx

Thm (Riemann-Lebesgue): de plus f̂ ∈ C (RN) et f̂ → 0 à l’∞

b) Notation: eξ(x) := e iξ·x

T ∈ E ′(RN)⇒ FT ∈ C∞(RN) avec FT (ξ) = 〈T , e−ξ〉 = O(|ξ|n)

EXEMPLES: transformée de Fourier des masses de Dirac
a) Fδ0 = 1 et Fδa = e−iξ·a

b) F(∂αδ0) = (iξ)α et F(∂αδa) = (iξ)αe−iξ·a
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Thm. d’inversion de Fourier dans S ′: F : S ′(RN) → S ′(RN)
est un isomorphisme d’inverse donné par la formule

F−1T = 1
(2π)N

F̃T

Notation: S̃ = S ◦ (−Id), cad. 〈S̃ , φ〉 = 〈S , x 7→ φ(−x)〉

EXEMPLES: transformée de Fourier des polynômes

F1 = (2π)Nδ0 , F(xα) = (2π)N i |α|∂αδ0
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Transformation de Fourier et convolution:

T ∈ S ′(RN) et S ∈ E ′(RN)⇒ F(S ? T ) = (FS)(FT )

F ECHANGE PRODUIT PONCTUEL ET CONVOLUTION

Thm. de Plancherel:
a) f ∈ L2(RN) ⊂ S ′(RN)⇒ F f ∈ L2(RN)

b) pour tout f , g ∈ L2(RN), on a

(F f |Fg)L2(RN) = (2π)N(f |g)L2(RN)
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Transformation de Fourier partielle (pp. 176–177)

Transformation de Fourier partielle sur S(Rt × RN
x ):

Soit φ = φ(t, x) ∈ S(Rt ×RN
x ), on définit sa transformée de Fourier

partielle en x par la formule

Fxφ(t, ξ) =

∫
RN

e−iξ·xφ(x)dx

La transformation de Fourier partielle

Fx : S(Rt × RN
x )→ S(Rt × RN

ξ )

est un isomorphisme continu d’inverse

F−1
x ψ(t, x) = 1

(2π)N

∫
RN

e+iξ·xψ(t, ξ)dx
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Transformation de Fourier partielle sur S ′(Rt × RN
x ):

Soit T ∈ S ′(Rt × RN
x ), sa transformée de Fourier partielle en x ,

notée Fxφ ∈ S ′(Rt × RN
ξ ), est définie par

〈FxT , φ〉 = 〈T ,Fxφ〉 pour tout φ ∈ S(R× RN)

Inversion de Fourier partielle dans S ′(Rt×RN
x ): la transformation

de Fourier partielle

Fx : S ′(Rt × RN
x )→ S ′(Rt × RN

ξ )

est un isomorphisme continu d’inverse donné par

F−1
x T = 1

(2π)N
FxT ◦ J avec J : (t, x) 7→ (t,−x)
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Transformation de Fourier: dictionnaire

Dérivation Multiplication par iξ

Intégrale Valeur en 0

Convolution Produit

Régularité Décroissance à l’infini

Décroissance à l’infini Régularité
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INTRODUCTION A L’ETUDE DES EDP

•Méthode générale pour l’étude des EDP à coefficients constants:
notion de solution élémentaire

•Les EDP sont une branche des mathématiques pour laquelle il
n’existe pas de théorie générale satisfaisante (contrairement aux EDO):
il faut donc étudier séparément des exemples venant (par ex.) de la
physique
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Opérateurs différentiels: généralités

Notations: D = (D1, . . . ,DN) avec Dk = 1
i ∂k

Déf: Un opérateur différentiel à coefficients constants sur RN est
une application linéaire D′(RN)→ D′(RN) de la forme

P(D) =
∑
|α|≤d

bαDα où bα ∈ C

Ordre de P(D) :=degré du symbole complet de P(D)

σ(P)(ξ) =
∑
|α|≤d

bαξα , symbole complet de P(D)

σd (P)(ξ) =
∑
|α|=d

bαξα , symbole principal de P(D)

où d =ordre de P(D)
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EXEMPLES FONDAMENTAUX:

a) laplacien sur RN :

∆ =
N∑

k=1

∂2
k

b) d’Alembertien sur Rt × RN
x :

�t,x = ∂2
t −∆x

c) opérateur de la chaleur sur Rt × RN
x :

∂t − 1
2∆x

d) opérateur de Schrödinger sur Rt × RN
x :

i∂t + 1
2∆x
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Solution élémentaire

Déf: Solution élémentaire de P(D) opérateur différentiel à coeffi-
cients constants sur RN = une distribution E ∈ D′(RN) t.q.

P(D)E = δ0 dans D′(RN)

INTERET DE CETTE NOTION: supposons qu’on veuille résoudre
l’EDP d’inconnue f ∈ D′(RN):

P(D)f = S , où S ∈ E ′(RN) est donnée

Thm: On obtient une solution par la formule

f = E ? S

PBMS: est-ce la seule solution? (⇔ kerP(D) =?) Régularité de f ?
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Méthodes pour trouver une solution élémentaire

a) utiliser la transformation de Fourier
Prop: Soit S ∈ E ′(R); une distribution tempérée f ∈ S ′(RN) vérifie

P(D)f = S ⇔ σ(P)(ξ)F f = FS

CAS DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE: S = δ0, donc FS = 1

σ(P)(ξ)FE = 1 , mais
1

σ(P)(ξ)
∈ S ′(RN)???

b) utiliser les symétries de l’opérateur différentiel — cad. les trans-
formations géométriques laissant invariante l’EDP à résoudre

Distributions, Fourier, EDP



Solution élémentaire du laplacien dans RN (pp. 226–230)

OBSERVATION: a) laplacien invariant par les matrices orthogonales

∆(f ◦ R) = (∆f ) ◦ R , R ∈ ON(R)

b) laplacien des fonctions radiales: pour tout φ ∈ C∞(R∗+)

∆ [φ(|x |)] = φ′′(|x |) + N−1
|x | φ

′(|x |) , x ∈ RN \ {0}

Thm: pour N ≥ 3, une solution élémentaire de ∆ sur RN est

EN(x) = − 1
cN
|x |2−N où cN = (N − 2)|SN−1| = Γ(N/2)

2(N−2)πN/2

Pour N = 1, 2, des solutions élémentaires de ∆ sur RN sont

E1(x) = 1
2 |x | , E2(x) = 1

2π ln |x |
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Solution élémentaire de l’opérateur de la chaleur

LEMME D’UNICITÉ: soit f ∈ S ′(Rt × RN
x )

(∂t − 1
2∆x)f = 0 et supp(f ) ⊂ R+ × RN ⇒ f = 0

Thm: il existe une unique solution élémentaire E de ∂t − 1
2∆x

vérifiant

E ∈ S ′(Rt × RN
x ) , et supp(E ) ⊂ R+ × RN

Elle est donnée par la formule

E (t, x) =
1]0,+∞[(t)

(2πt)N/2 e−|x |
2/2t
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Solution élémentaire de l’opérateur de Schrödinger

Thm: l’opérateur de Schrödinger i∂t + 1
2∆x admet une unique so-

lution élémentaire

E ∈ S ′(Rt × RN
x ) à support dans R+ × RN

Elle est définie par sa transformée de Fourier partielle en x

Ê (t, ξ) = 1]0,+∞[(t)e−
1
2 it|ξ|2

ou, de façon équivalente

E (t, x) =
1]0,+∞[(t)

(
√
2πit)N

e−|x |
2/2it := lim

ε→0+

1]0,+∞[(t)(√
2π(ε+ i)t

)N e
− |x |2

2(ε+i)t

où √ =détermination principale de la racine carrée, et limε→0+ est
prise au sens de S ′(Rt × RN

x )
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Solution dans D′ d’un problème de Cauchy

PROBLÈME DE CAUCHY: trouver f ∈ D′(Rt × RN
x ) solution de{

∂t f + P(Dx)f = 0 dans D′(R∗+ × RN)

f
∣∣
t=0 = f in

où P(D) opérateur différentiel sur RN et f in ∈ D′(RN) est donnée.
DIFFICULTÉ: pour f ∈ D′(Rt × RN

x ), on ne sait pas définir f
∣∣
t=0.

IDÉE: voir la donnée initiale comme un terme source localisé en
t = 0.
•Si f in ∈ C∞(RN), et f ∈ C∞(Rt × RN

x ) est solution du problème
de Cauchy ci-dessus, alors F (t, x) = 1R∗

+
(t)f (t, x) vérifie

∂tF + P(Dx)F = δt=0 ⊗ f in dans D′(Rt × RN
x )
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Déf: une solution au sens des distributions du problème de Cauchy

∂t f + P(Dx)f = 0 sur R∗+ × RN , f
∣∣
t=0 = f in

où f in ∈ D′(RN) est une distribution F ∈ D′(Rt × RN
x ) telle que

∂tF + P(Dx)F = δt=0 ⊗ f in , et supp(F ) ⊂ R+ × RN

Prop: si E est solution élémentaire de ∂t +P(Dx) dans le futur (cad.
à support dans R+ × RN) et f in ∈ E ′(RN), alors

E ? (δt=0 ⊗ f in)

est solution au sens des distributions de

∂t f + P(Dx)f = 0 sur R∗+ × RN , f
∣∣
t=0 = f in
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