Distributions, analyse de Fourier, EDP
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Transformation de Fourier sur S(RV) (pp. 154-161)

Déf: A tout ¢ € S(R") on associe sa transformée de Fourier

Fo©) = [ e od, RN

PROPRIETES: a) soit ¢ € S(RN); alors F¢ € C}(RV) et on a:

Og Fo = F(=ixkp), F(0x ) = i&Fo
F ECHANGE DERIVATION ET MULTIPLICATION PAR =ix ou =£i¢

b) Transformation de Fourier et translations

Flo(-—a)] (6) = e ™ F(¢) (&), Flem™*¢](¢) = Fo(& — a)
F ECHANGE TRANSLATION ET MULTIPLICATION PAR ef@x oy e@€




Transformée de Fourier des gaussiennes: soit A € My(R)

1
_ AT _ 1 —5(A"1x|x) N
0<A=AT = Galx) = b2 € S(RY)

et on a

F(GA)(E) = 2400

Thm d'inversion de Fourier: F : S(RV) — S(RV) est un isomor-
phisme continu d'inverse continu donné par

F00) = g || e E0€)de = g Fu(—x)

Formule de Plancherel: pour ¢, € S(RV), on a

(FOIFY) 12y = M) (814) 12(ry)
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Inconvénients de la théorie de Fourier sur S(RV)

ePour appliquer I'analyse de Fourier a I'étude des EDP, on a vu
qu'il faut pouvoir manipuler des “solutions peu réguliéres" (i.e. des
distributions)

eMais méme en dehors du cadre des EDP, le thm d’inversion de
Fourier sur S(RV) est insuffisant dans de nombreuses situations
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Exemple: diffraction de Fraunhofer L'amplitude de |'onde diffrac-

tée par l'ouverture K au point M de coordonnées (x, y) de I'écran
vaut

27
A' [ 1 e S axay | = A GEx))
R2
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A gauche, ouverture carrée; a droite son image diffractée sur I'écran

Si K = [~1,1]? la fonction 1x ¢ C(R?) et dailleurs

FLx)(En) = (%(7'7) ¢ 1\(R2,)

Conclusion: La transformation de Fourier dans S(RV) ne suffit pas
pour modéliser la diffraction
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Les distributions tempérées (pp. 161-166)

Déf: Distribution tempérée = forme linéaire T continue sur S(R"):

il existe p, C, > 0 t.q. [(T,0)| < CoNo(¢) pour tout ¢ € S(RV)

Notation: I'espace des distributions tempérées sur RN est notée S’'(RV)

oS'(RV) € D'(RN): la restriction de T a C2°(RV) est une distribu-
tion
¢ € CZ(RV) = N,(¢) < Ckp max sup |0%p(x)|

lal<p xeX
ot Ckp = (p+1)*N malz((l + |x])P
x€

EXEMPLES: a) LP(R") et &'(RN) c S'(RN)
b) {fonctions continues de période 27 sur R} C S'(R)

c) mais aucune des fonctions exp, cosh, sinh n'appartient a S’'(RV)
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PROPRIETES: soient T € &'(RN) et f € C>°(RN)

a) 0°T € S'(RY) pour tout a € NV

b) f(x) = O(|x|"), 9“f(x) = O(|x|"™)Va = fT € S'(RM)
c) Se&'(RN)=S«TeS' RN

Déf: soit (T,)n>1 suite de S’(RV); on dit que T, — T dans S’'(RV)
ssi (Ty,¢) — (T,¢) pour tout ¢ € S(RV)

Prop: soient T, — T dans S'(R") et f € C>=(R")

a) 0T, — 0°T dans S'(RN) pour tout o € NV

b) f(x) = O(|x]"), 9*f(x) = O(|x|"™)Va = fT, — fT dans
S'(RV)
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Transformation de Fourier sur §” (pp. 166-176)

eObservation: pour ¢, € S(RV), d'aprés le théoréme de Fubini
SF U = [ o) Fo()dy
RN RN

Déf: A tout T € S’(RV) on associe FT € S’(RV) définie par
(FT,0)=(T.F$), ¢€S(R")

PROPRIETES
F(0qT)=i&FT, 0 FT =F(—ixkT)

F ECHANGE DERIVATION ET MULTIPLICATION PAR =ix ou =i
T, — T dans S'(RN) = FT, — FT dans S'(RY)
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CAS PARTICULIERS a) si T = Tf avec f € L}(RN), alors

A

FTr=T;, ouf(¢)= / e X f (x)dx
RN

Thm (Riemann-Lebesgue): de plus f € C(RV) et f — 04 I'oo

b) Notation: eg(x) := /¢

Tc&'(RV)= FT e C®(RY) avec FT(&) = (T,e¢) = O(|¢|")

EXEMPLES: transformée de Fourier des masses de Dirac
a) Foo =1et Fo, = e ¢2 |
b) F(9%60) = (i€) et F(0%0,) = (i&)*e /¢
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Thm. d'inversion de Fourier dans S’: F : S'(RV) — S'(RV)
est un isomorphisme d'inverse donné par la formule

FT = 2w FT

Notation: S = So (—/d), cad. (5,¢) = (S,x — ¢(—x))

EXEMPLES: transformée de Fourier des polynémes

F1=(2m)Nsy, F(x¥) = (2n)Nilelgas,
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Transformation de Fourier et convolution:

TcS'RY) et Sc&'RY)= F(SxT) = (FS)(FT)

F ECHANGE PRODUIT PONCTUEL ET CONVOLUTION

Thm. de Plancherel:
a) f € L>(RN) c S'(RN) = Ff € L2(RN)

b) pour tout f,g € L>(RN), on a

(ff’fg)L2(RN) = (27T)N(f|g)L2(RN)
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Transformation de Fourier partielle (pp. 176-177)

Transformation de Fourier partielle sur S(R; x RY):
Soit ¢ = &(t,x) € S(Ry x RY), on définit sa transformée de Fourier
partielle en x par la formule

Fole.€) = [ e ox)de

La transformation de Fourier partielle

Fx: S(Re x RY) = S(Ry x RY)

est un isomorphisme continu d'inverse

F(t %) = i /R ey (t, €)dx
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Transformation de Fourier partielle sur S'(R; x RY):
Soit T € S'(R: x RY), sa transformée de Fourier partielle en x,
notée Fr¢ € S'(R; x RQ’) est définie par

(FxT,¢) = (T, Fxp) pour tout ¢ € S(R x RV)

Inversion de Fourier partielle dans S’(R; xRY): la transformation
de Fourier partielle

Fx: 8'(Re x RY) = §'(Re x RY)

est un isomorphisme continu d'inverse donné par

FT = W‘FXTO J avec J: (t,x) — (t,—x)
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] Transformation de Fourier: dictionnaire ‘

Dérivation Multiplication par /¢
Intégrale Valeur en 0
Convolution Produit
Régularité Décroissance a l'infini
Décroissance a I'infini Régularité
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INTRODUCTION A L'ETUDE DES EDP

eMéthode générale pour I'étude des EDP & coefficients constants:
notion de solution élémentaire

elLes EDP sont une branche des mathématiques pour laquelle il
n'existe pas de théorie générale satisfaisante (contrairement aux EDO):
il faut donc étudier séparément des exemples venant (par ex.) de la
physique
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Opérateurs différentiels: généralités

Notations: D = (Ds,...,Dy) avec Dy = %8;(
Déf: Un opérateur différentiel a coefficients constants sur RV est
une application linéaire D'(RN) — D'(RN) de la forme

P(D)= Y baD* ol by €C

laf<d
Ordre de P(D) :=degré du symbole complet de P(D)

a(P)(€) = D bat", symbole complet de P(D)
la<d
aa(P)(&) = ) bal®, symbole principal de P(D)
|a|=d
ou d =ordre de P(D)
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EXEMPLES FONDAMENTAUX:

a) laplacien sur RV:

N
A=>"0;
k=1
b) d’Alembertien sur R; x RY:
Dt.x - 3? - Ax

c) opérateur de la chaleur sur R; x RNV:
81.“ - %Ax
d) opérateur de Schrédinger sur Ry x RY:

i@t + %AX
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Solution élémentaire

Déf: Solution élémentaire de P(D) opérateur différentiel a coeffi-
cients constants sur RN = une distribution £ € D'(RV) t.q.

P(D)E =6y dans D'(RV)

INTERET DE CETTE NOTION: supposons qu'on veuille résoudre
I'EDP d'inconnue f € D'(RV):

P(D)f =S, ouSc & (RV) est donnée

Thm: On obtient une solution par la formule

f=ExS

PBMS: est-ce la seule solution? (< ker P(D) =?7) Régularité de f?



Méthodes pour trouver une solution élémentaire

a) utiliser la transformation de Fourier
Prop: Soit S € £'(R); une distribution tempérée f € S’(RV) vérifie

P(D)f = S & o(P)(€)Ff = FS

CAS DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE: S = g, donc FS =1

o(P)(€)FE=1, mais e S'(RN)???

1
a(P)(€)

b) utiliser les symétries de I'opérateur différentiel — cad. les trans-
formations géomeétriques laissant invariante I'EDP a résoudre
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Solution élémentaire du laplacien dans RY (pp. 226-230)

OBSERVATION: a) laplacien invariant par les matrices orthogonales

A(foR) = (Af)oR, Re On(R)

b) laplacien des fonctions radiales: pour tout ¢ € C*(R?.)

Afe(Ix)] = ¢"(Ix]) + o (Ix]) . x € RV \ {0}

Thm: pour N > 3, une solution élémentaire de A sur RV est
L on . N—1 r(N/2
E/\/(X):*a|x\ ou ey = (N —2)[S \:W
Pour N = 1,2, des solutions élémentaires de A sur RN sont

Er() = 1|, Ea(x) = 2 Inlx]
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Solution élémentaire de |'opérateur de la chaleur

LEMME D'UNICITE: soit f € S'(R; x RV)
(0: — 3A)f =0et supp(f) CRy xRV = f =0

Thm: il existe une unique solution élémentaire E de 0; —
vérifiant

1
78x

EecS(R;xRY), et supp(E) c Ry xRN
Elle est donnée par la formule

1o 4o0[(t) (2
_ 210,+o0] —[x[2/2
E(tX) — W@ I | / t
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Solution élémentaire de |'opérateur de Schrodinger

Thm: I'opérateur de Schrédinger i9; + %AX admet une unique so-
lution élémentaire

E € S8'(R: x RY) a support dans Ry x RV

Elle est définie par sa transformée de Fourier partielle en x

~ 1.
E(t,€) = 1pp aof(t)e 2"

ou, de facon équivalente

E(t,x) = ool iaie iy oorool() e At
(v2rit)N =8 (2r(e )

ou ./ —détermination principale de la racine carrée, et lim._,q+ est
prise au sens de S’(R; x RIY)
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Solution dans D’ d'un probléme de Cauchy

PROBLEME DE CAUCHY: trouver f € D'(R; x RY) solution de

{atf + P(Dx)f = 0 dans D'(R%. x RV)
Flio ="

ol P(D) opérateur différentiel sur RV et £ ¢ D'(RN) est donnée.
DIFFICULTE: pour f € D'(R; x RY), on ne sait pas définir f‘t:O.

IDEE: voir la donnée initiale comme un terme source localisé en
t=0.

oSi " ¢ C®°(RN), et f € C®(R; x RY) est solution du probléme
de Cauchy ci-dessus, alors F(t, x) = 1r« (t)f(t,x) vérifie

OcF + P(Dy)F = 8e—o ® " dans D'(R, x RY)
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Déf: une solution au sens des distributions du probléme de Cauchy

Of + P(D)f =0sur RE x RV | | _ ="

ot " € D'(RN) est une distribution F € D'(R; x RY) telle que

OtF + P(D)F = 6;—o @ ", et supp(F) € Ry x RV

Prop: si E est solution élémentaire de 9;+ P(Dy) dans le futur (cad.
a support dans R x RN) et fi" ¢ &'(RN), alors

E % (6,0 ® f")

est solution au sens des distributions de

Of + P(D)f =0sur RE x RV | | _ ="
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