
MAT431 — Distributions, analyse de Fourier et EDP

Feuille d’exercices n◦7 2012-2013

Exercice 1. Montrer qu’il n’existe pas de distribution u ∈ D′(R) dont la restriction à
R \ 0 soit donnée par la fonction e1/x. (On pourra considérer une fonction φ ∈ D positive
et à support dans [1/2, 1] et étudier 〈u, φ(nx)〉).

Exercice 2.
(i) Soit µ une mesure positive borélienne sur R vérifiant µ(R) = 1. Montrer que la fonction
f définie par :

f(x) = µ(]−∞, x[)

est positive, croissante, vérifie lim
x→−∞

f(x) = 0, lim
x→+∞

f(x) = 1, et que sa dérivée au sens

des distributions est f ′ = µ.
(ii) Soit f une fonction positive, croissante, vérifiant lim

x→−∞
f(x) = 0, lim

x→+∞
f(x) = 1. Mon-

trer que sa dérivée au sens des distributions est une mesure borélienne positive sur R.

Exercice 3. (i) Calculer une primitive de 1
x+iε

.
(ii) Montrer que l’on définit une distribution sur R en posant

1

x+ i0
:= lim

ε→0
ε>0

1

x+ iε

et l’exprimer à l’aide de ditributions usuelles.

(iii) Calculer
1

x− i0
:= lim

ε→0
ε>0

1

x− iε
. En déduire, au sens des distributions :

lim
ε→0
ε>0

ε

π(x2 + ε2)
.

Exercice 4(*). Calculer la limite des suites de distributions sur R définies par les
fonctions suivantes :

Tn(x) = sin(nx) ; Tn(x) =
sin(nx)

x
; Tn(x) = n sin(nx)1x≥0

Exercice 5. Etudier le développement limité pour ε→ 0 de

Uε(φ) =

∫∫
x2+y2≥ε2

φ(x, y)(x2+y2)−3/2

pour φ ∈ D(R2). En déduire une distribution sur R2 dont la restriction à R2 \ {0} soit
donnée par la fonction (x2+y2)−3/2.
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Exercice 6(*). Parties finies de Hadamard (pseudofonctions, 1932)
(i) Soit α < −1 un réel tel que |α| 6∈ N. montrer que, pour toute fonction ϕ ∈ D(R), on
peut écrire ∫ ∞

ε

xαϕ(x)dx = Pϕ(ε) +Rϕ(ε)

où Pϕ(ε) est une combinaison linéaire de puissances strictement négatives de ε et où Rϕ(ε)
admet une limite lorsque ε tend vers 0.
(ii) Montrer que la formule

〈pf(xα+), ϕ〉 = lim
ε→0

Rϕ(ε)

définit une distribution sur R.
(iii) Calculer les distributions xpf(xα+) et d

dx
pf(xα+).

(iv) Adapter les résultats précédents au cas α entier négatif.

Exercice 7. Distributions homogènes
Pour ϕ ∈ D(Rd) et λ ∈ R∗, on pose ϕλ(x) = ϕ(x

λ
).

Pour u ∈ D′(Rd), on note uλ la distribution définie par 〈uλ, ϕ〉 := |λ|d〈u, ϕ 1
λ
〉.

On dit que u est homogène de degré k si pour tout λ > 0, on a uλ = λ−ku.
(i) Montrer que si u est définie par une fonction localement intégrable f , alors u est
homogène de degré k si et seulement si f(λx) = λkf(x) presque partout, ∀λ > 0.
(ii) Montrer que δ0 est homogène de degré −d dans Rd. Montrer que dans R, vp est
homogène de degré −1 et pf(xα+) est homogène de degré α si α 6∈ −N.

(iii) Montrer que si u ∈ D′(Rd) est homogène de degré k, alors
∂u

∂xi
est homogène de degré

k−1.
(iv) Montrer que les distributions homogènes de degrés distincts sont linéairement indépen-
dantes.

(v) Soit ϕ ∈ D(Rd), λ, λ0 ∈ R∗+, λ 6= λ0 et ψλ(x) =
ϕ 1
λ
(x)−ϕ 1

λ0

(x)

λ−λ0 . Montrer que quand
λ→ λ0, les ψλ convergent dans D(Rd). Quelle est la limite ?
(vi) Montrer que u ∈ D′(Rd) est homogène de degré k si et seulement si

n∑
i=1

xi
∂u

∂xi
= ku.

(vii) Sur R, quelles sont les distributions homogènes de degré 0 ? de degré −1 ?

Exercice 8(*). Division par x dans D′(R)

(i) Soit ϕ ∈ C∞(R) vérifiant ϕ(0) = 0. Montrer que ϕ(x)
x
∈ C∞(R).

(ii) Montrer que pour toute distribution S ∈ D′(R), il existe une distribution T ∈ D′(R)
vérifiant xT = S.
(iii) Résoudre dans D′(R) les équations :

xT = 1 ; xT = δ0 ; xT = vp(
1

x
) ; xT = pf(xα+) (α < −1)
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Exercice 9(*). Résoudre dans D′(R) l’équation xu′ + u = 0.

Exercice 10(*). On note (x, y) les coordonnées dans R2.

(i) Soit T ∈ D′(R2) vérifiant
∂T

∂x
= 0. Montrer qu’il existe une distribution S ∈ D′(R) telle

que pour tout ϕ ∈ D(R2) on ait

〈T, ϕ〉 = 〈S,
∫ +∞

−∞
ϕ(x, y)dx〉.

(ii) Montrer que si T ∈ D′(R2) vérifie
∂T

∂x
=
∂T

∂y
= 0, alors T est une constante.

(iii) Soit T ∈ D′(R2) une distribution telle que
∂T

∂x
∈ C0(R2) et

∂T

∂y
∈ C0(R2). Montrer

que T est une fonction de classe C1.
(iv) Généraliser les résultats précédents au cas de Rd.

Exercice 11(**). Soit Sd−1 la sphère de centre 0, de rayon 1 dans Rd. On note dσ sa
mesure superficielle. Soit B(0, R) la boule de centre 0 et de rayon R.

Pour x = (x1, x2, · · · , xd) 6= 0, on pose |x| = (
n∑
i=1

x2i )
1
2 et σ = x

|x| .

(i) Montrer que pour tout f ∈ D(Rd), on a :∫
B(0,R)\B(0,ε)

f(x)dx =

∫ R

ε

rd−1(

∫
Sd−1

f(rσ)dσ)dr

(ii) Soit d = 2. On note ∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
. Soit E = 1

2π
log |x|.

En utilisant les fonctions fε, ε > 0 définies par

fε =

{
log |x| si |x| ≥ ε
log ε si |x| < ε

Montrer que ∆E = δ0.
(iii) Trouver, pour ε > 0, des réels aε et bε tels que la fonction gε définie par

gε =

{
log |x| si |x| ≥ ε
aε|x|2 + bε si |x| < ε

soit de classe C1. Retrouver ∆E = δ0.

(iv) Soit d ≥ 3. On pose ∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2i
.

On note cd l’aire de Sd−1. Soit E(x) =
|x|2−d

(2− d)cd
.

a) Montrer que E est L1
loc(Rd).
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b) Montrer que pour tout j ∈ {1, 2, · · · , d} on a :

∂

∂xj
E =

xj
cd|x|d

∈ L1
loc(Rd)

c) Montrer que ∆E = δ0.
d) Calculer cd =

∫
Sd−1 dσ. (On rappelle que

√
π =

∫ +∞
−∞ e−t

2
dt)
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