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Exercice 1. On note n “ dimpEq. Soit k “ dim Kerpfq. Il faut montrer qu’une base de Im f est
composée de n´ k vecteurs.

Soit pe1, . . . ekq une base de Kerpfq que l’on complète en pe1, . . . enq une base de E (Théorème de
la base incomplète).

Tout x de E s’écrit x “ x1e1 ` x2e2 ` . . . xnen et donc fpxq “ xk`1fpek`1q ` . . . xnfpenq puisque
fpeiq “ 0 pour 1 ď i ď k. La famille pfpek`1q, . . . , fpenqq est donc une famille génératrice de Impfq.

Montrons que cette famille est libre. Soit ak`1, . . . an tels que ak`1fpek`1q ` . . . anfpenq “ 0.
Comme f est linéaire ceci donne fpak`1ek`1 ` . . . anenq “ 0. Ainsi, le vecteur ak`1ek`1 ` . . . anen
appartient à Kerpfq. Puisque que pe1, . . . ekq est une base de Kerpfq, il existe a1, . . . ak tels que
ak`1ek`1 ` . . . anen “ a1e1 ` . . . akek. Comme la famille pe1, . . . enq est libre, on obtient a1 “ a2 “
. . . “ ak “ ak`1 “ . . . an “ 0.

On conclut donc que pfpek`1q, . . . , fpenqq est une base de Impfq et donc dim Impfq “ n ´ k “
dimpEq ´ dim Kerpfq.

Exercice 2. Pour v P V , on a f2pvq “ f rfpvqs et donc on a toujours Impf2q Ă Impfq et Kerpfq Ă
Kerpf2q.

Montrons p1q ñ p2q. Soit v “ fpwq P Impfq. Par (1), on écrit w “ w1 ` w2 avec w1 P Kerpfq
et w2 P Impfq. On obtient alors v “ fpw2q P Impf

2q ce qui donne Impfq Ă Impf2q. Comme, on a
toujours Impf2q Ă Impfq, on obtient (2).

Montrons p2q ñ p3q. L’hypothèse (2) donne dim Impfq “ dim Impf2q et donc dimKerpfq “
dim V ´ dim Impfq “ dimKerpf2q. Comme, on a toujours Kerpfq Ă Kerpf2q, on obtient l’égalité ce
qui donne (3).

Montrons p3q ñ p1q. Comme dimKerpfq ` dim Impfq “ dim V , il suffit de montrer Kerpfq X
Impfq “ t0u. Soit v P Kerpfq X Impfq. Il existe y P V tel que x “ fpyq. Comme x P Kerpfq, on a
y P Kerpf2q “ Kerpfq et donc x “ fpyq “ 0.

Exercice 3. Soit k P N. Le théorème du rang appliqué aux fonctions fk et fk`1 donne que :

dim Imfk ` dim Ker fk “ dimpEq “ dim Imfk`1 ` dim Ker fk`1.

Ainsi les suites pukq et pvkq sont égales. Montrons donc par exemple que punq vérifie les propriétés
cherchées.

On applique le théorème du rang à la restriction f|Imfk de f à Imfk. Par définition de Imfk`1,

on a : Imfk`1 “ Impf|Imfkq. Comme Kerpf|Imfkq “ Kerf X Imfk, on obtient :

dim Imfk “ dim Imfk`1 ` dimpKerf X Imfkq.

Et donc :
uk “ dim Imfk ´ dim Imfk`1 “ dimpKerf X Imfkq ě 0.



L’inclusion évidente Imfk`1 Ă Imfk donne alors que la suite pukq est décroissante.
Notons que si Imfk`1 “ Imfk alors la restriction f|Imfk de f à Imfk est alors surjective de Imfk

dans lui-même, donc injective, ce qui implique uk “ dimpKerf X Imfkq “ 0.
Si la suite pukqk ne tendait pas vers 0, alors elle serait toujours supérieure ou égale à 1. Alors on aurait
une suite infinie strictement décroissante d’espaces vectoriels : E “ Imf0 Ľ Imf Ľ . . . Ľ Imfk Ľ . . .
Ceci est impossible, car E est de dimension finie.

Exercice 4. Si ϕpP q “ 0 alors P pX ` 1q “ P pXq. Montrons par l’absurde que P est un polynôme
constant. Si P n’est pas constant, il admet une racine x0 dans C. Mais dans ce cas P px0`1q “ P px0q “
0 et donc, x0 ` 1 est également une racine de P . En recommençant, on obtient que pour tout entier
k, le nombre complexe x0` k est une racine de P et donc P aurait une infinité de racines ce qui n’est
pas possible (sur C, un polynôme de degré N a au plus N racines).

Donc si ϕpP q “ 0 alors P est un polynôme constant, et donc le noyau de ϕ est

Kerpϕq “ C.

Une famille génératrice de Impϕq est donnée par l’image d’une base de CnrXs. On a ϕp1q “ 0 et
pour k ě 1, on a ϕpXkq est un polynôme de degré k ´ 1. Donc, on a

Impϕq Ă ta0 ` a1X ` a2X
2 ` . . . an´1X

n´1; aj P Cu.

On a dim Impϕq “ dimCnrXs ´ dimKerϕ “ n. L’inclusion précédente permet donc de conclure :

Impϕq “ Cn´1rXs “ ta0 ` a1X ` a2X2 ` . . . an´1X
n´1; aj P Cu.

(si F et G sont deux sous-espaces vectoriels tels que F Ă G et dim F “ dim G alors F “ G).

Exercice 5. L’implication pbq ùñ paq est immédiate.

Montrons l’implication paq ùñ pbq. On suppose donc queKerpfq “ Kerpgq. Il y a deux possibilités :
en effet, comme Impfq Ă R, on a dim Impfq “ 0 ou 1.

1. Si dim Impfq “ dim Impgq “ 0 alors Kerpfq “ Kerpgq “ Rn. Ainsi, f et g sont identiquement
nulles, elles sont donc égales.

2. Si dim Impfq “ dim Impgq “ 1 alors Impfq “ Impgq “ R et dim Kerpfq “ dim Kerpgq “ n´1.
Il existe donc u P Rn tel que u R Kerf “ Kerg. Ainsi, on a fpuq ‰ 0 et gpuq ‰ 0. On obtient la

décomposition Rn “ Kerf ‘Ru avec Kerg “ Kerf par hypothèse. On a alors fpxq “
fpuq

gpuq
gpxq pour

tout x P Rn et donc λ “
fpuq

gpuq
‰ 0 convient.

Exercice 6. Le polynôme caractéristique Cm de Apmq est CmpXq “ p1´Xqp2´Xqpm´Xq.
1er cas. m ‰ 1 et m ‰ 2. Dans ce cas, la matrice Apmq a trois valeurs distinctes réelles, donc elle est
diagonalisable sur R. Son polynôme minimal est ´CmpXq.

On a KerpApmq ´ I3q “ Rpe1 ` e2q, KerpApmq ´ 2I3q “ Rpe1 ` e3q et KerpApmq ´ mI3q “

Rpe1 ` e2 ` pm ´ 1qe3q. On a donc Apmq “ P

¨

˝

1 0 0
0 2 0
0 0 m

˛

‚P´1 avec P “

¨

˝

1 1 1
1 0 1
0 1 m´ 1

˛

‚ et

P´1 “
1

1´m

¨

˝

´1 2´m 1
1´m m´ 1 0

1 ´1 ´1

˛

‚.



ATTENTION. L’ordre des colonnes de P a une importance, par exemple, on aApmq “ P0

¨

˝

2 0 0
0 1 0
0 0 m

˛

‚P´10

avec P0 “

¨

˝

1 1 1
0 1 1
1 0 m´ 1

˛

‚.

2ème cas. m “ 1. On a Ap1q “

¨

˝

1 0 1
´1 2 1

1 ´1 1

˛

‚. Son polynôme carcatériqtique est p1´Xq2p2´Xq

et 1 est une valeur propre double. On a pAp1q ´ Idqpxe1 ` ye2 ` ze3q “ 0 si et seulement si z “ 0
et x ´ y ` z “ 0. Donc KerpAp1q ´ Idq “ Rpe1 ` e2q est de dimension 1. La matrice Ap1q n’est pas
diagonalisable. Son polynôme minimal est ´C1pXq.

3ème cas. m “ 2. On a Ap2q “

¨

˝

1 0 1
´1 2 1

0 0 2

˛

‚ et 2 est une valeur propre double. On a pAp2q ´

2Idqpxe1` ye2` ze3q “ 0 si et seulement si x “ z et donc KerpAp2q ´ 2Idq “ Rpe1` e3q `Re2 est de
dimension 2. La matrice Ap2q est diagonalisable sur R et son polynôme minimal est pX ´ 1qpX ´ 2q.

On a KerpAp2q ´ 2Idq “ Rpe1 ` e2q et donc Ap2q “ P

¨

˝

2 0 0
0 2 0
0 0 1

˛

‚P´1 avec P “

¨

˝

1 0 1
0 1 1
1 0 0

˛

‚

et P´1 “

¨

˝

0 0 1
´1 1 1
1 0 ´1

˛

‚.

Exercice 7. Soit CMpaqpXq le polynôme caractéristique de Mpaq. On a

CMpaqpXq “ p2´Xqp1´Xqp2a´Xq ` p1´ aq
2p1´Xq “ p1´XqpX ´ pa` 1qq2.

1er cas : a “ 0. Dans ce cas, 1 est valeur propre triple de Mp0q. Comme Mp0q n’est pas la matrice
identité, Mp0q n’est pas diagonalisable.

1ème cas : a ‰ 0. Dans ce cas, 1 est valeur propre simple et a` 1 est valeur propre double. On a

Mpaq ´ pa` 1qId “

¨

˝

1´ a 0 1´ a
´1 ´a a´ 1
a´ 1 0 a´ 1

˛

‚.

Si a ‰ 1 alors rgpMpaq ´ pa` 1qIdq “ 2, donc Mpaq n’est pas diagonalisable.

Si a “ 1 alors rgpMp1q ´ p2qIdq “ 1 donc Mpaq est diagonalisable. Dans ce cas

KerpMp1q ´ 2Idq “ R

¨

˝

1
´1
0

˛

‚` R

¨

˝

0
0
1

˛

‚

et

KerpMp1q ´ Idq “ R

¨

˝

0
1
0

˛

‚.



Donc

Mp1q “ P

¨

˝

1 0 0
0 2 0
0 0 2

˛

‚P´1 avec P “

¨

˝

0 1 0
1 ´1 0
0 0 1

˛

‚.

Exercice 8.

1. Montrons que la famille pϕ0, . . . , ϕnq est libre. Supposons α0ϕ0 ` . . .` αnϕn “ 0. En évaluant
ceci sur RipXq “

ś

j‰ipX ´ ajq, on obtient αipai ´ ajq “ 0 ce qui donne αi “ 0.

2. Avec les notations précédentes, on a ϕipRjq “ 0 pour i ‰ j et ϕipRiq “
ś

j‰ipai ´ ajq. Il suffit
donc de prendre

PipXq “

ś

j‰ipX ´ ajq
ś

j‰ipai ´ ajq
.

Exercice 9. On note B la famille pv, fpvq, . . . fn´1q.

I.1. Pour k P t1, . . . , n´1u, on a f rfkpvqs “ fk`1pvq et fnpvq “ a0v`a1fpvq` . . . f
n´1pvq. Donc pour

tout élément w P B, on a fpwq PW . On en déduit que W est stable par f .

I.2. La matrice de fW dans la base B est

AW :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 . . . a0
1 0 0 . . . a1

0 1 0 . . .
...

...
. . .

0 1 an´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Donc
CfW pXq “ detpAW ´XInq “ p´1qnpXn ´ an´1X

n´1 ´ . . .´ a0q.

I.3. Par définition de CfW pfW q et la question précédente, on a

CfW pfW q “ p´1qnrfnW ´ an´1f
n´1
W ´ . . .´ a1fW ´ a0Ids.

Il faut montrer que, pour tout w P W on a CfW pfW qpwq “ 0. Il suffit de le vérifier pour w P B. Soit
k P t1, . . . n´ 1uq. On a :

CfW pfW qpf
kpvqq “ p´1qnrfn

`

fkpvq
˘

´ an´1f
n´1

`

fkpvq
˘

´ . . .´ a1f
`

fkpvq
˘

´ a0
`

fkpvq
˘

“ p´1qnfk
”

fnpvq ´ an´1f
n´1pvq ´ . . . a1fpvq ´ a0v

ı

“ 0.

On en déduit que CfW pfW q “ 0.

I.4. On complète la famille B est une base BE de E. La matrice de f dans la base BE est de la forme

ˆ

AW B
0 D

˙

.

On a donc Cf pXq “ CfW pXqdetpD ´XIdq, et donc CfW divise Cf .

II. Il faut démontrer que pour tout v P E on a Cf pfqpvq “ 0. Ceci est immédiat pour v “ 0. Si v ‰ 0,
on fixe n et W comme dans I. Par I.4., il existe Q P CrXs tel que Cf pXq “ QpXqCfW pXq et donc

Cf pvq “ Qpfq
´

CfW pfW qpvq
¯

. Ceci est nul par la question I.3. On conclut donc que Cf pfq “ 0;



Exercice 10. 1) Soit Eλ le sous-espace propre associé à la valeur propre λ de f . On veut montrer
que : si v P Eλ alors gpvq P Eλ.

Soit v P Eλ. On a alors f
`

gpvq
˘

“ f ˝ gpvq “ g ˝ fpvq “ λgpvq ce qui donne le résultat voulu.

2) On considère la restriction g0 de g à Eλ, c’est-à-dire

g0 :

"

Eλ Ñ Eλ
v ÞÑ gpvq

Puisque g est diagonalisable, le polynôme minimal Mg de g est scindé avec des racines simples et on
a Mgpg0q “ 0. On a donc g0 est diagonalisable.

Ainsi, il existe une base pv1, . . . vmq de Eλ formé de vecteurs propres pour g.

3) On vient donc de montrer que, pour toute valeur propre λ, il existe une base pv1, . . . vmq du sous-
espace propre Eλ (donc ce sont des vecteurs propres pour f associés à λ) formé de vecteurs propres
pour g.

Comme f est diagonalisable, l’espace V est la somme directe des sous-espaces propres pour f . On
construit ainsi une base de V dont tous les éléments sont des vecteurs propres pour f et pour g.

4) Si dimpV q “ 1 alors, pour tout i P I, fi est une homothétie (“ λId) et donc le résultat est
immédiat.
Supposons le résultat vrai pour tout espace vectoriel de dimension plus petit ou égal à n et supposons
dimpV q “ n` 1.
1er cas. Si tous les fi sont des homothéties, le résultat est immédiat.
2ème cas. On suppose que l’un des fi n’est pas une homothétie. On le note f0. Comme f0 est
diagonalisable, il admet une valeur propre λ. Soit Eλ “ Kerpf0 ´ λIdq. Comme f0 n’est pas une
homothétie on a Eλ ‰ V et donc dimpEλq ă n` 1.

D’après la question 1), pour tout i P I, l’espace Eλ est stable par fi et la restriction de fi à Eλ est
encore diagonalisable et commute à λId qui est la restriction de f0 à Eλ.

Par hypothèse de récurrence, il existe donc une base de Eλ formée de vecteurs propres pour tous
les fi.

Comme f0 est diagonalisable, l’espace V est somme directe des sous-espaces propres de f0. En
choississant une base comme ci-dessus pour chacun d’eux, on obtient une base de V formé de vecteurs
propres pour tous les fi.

Exercice 11. On rappelle que G est sous-groupe de GLpn,Rq si et seulement si pour tout A et B
de G alors AB´1 P G. Par hypothèse, pour tout A P G, on A2 “ Id ce qui équivaut à A “ A´1. On
applique ceci à AB, donc

AB “ pABq´1 “ B´1A´1 “ BA.

Donc G est commutatif. Si A P G, comme A2 “ Id, la matrice A est annulé par pX ´ 1qpX ` 1q dont
les racines sont simples, donc A est diagonalisable et les valeurs propres de A appartiennent à t˘1u.
Comme G est commutatif, on déduit que toutes les matrices de G sont simultanément diagonalisables,
c’est-à-dire

Il existe P P GLpn,Rq telle que, pour tout A P G, on a PAP´1 est une matrice diagonale.
Comme les seules valeurs propres des éléments de G sont 1 ou ´1, on en déduit que G a au plus

2n éléments.



Exercice 12. 1) Si f est nilpotent, il existe r P N tel que f r “ 0. Si v ‰ 0 est un vecteur propre
associé à la valeur propre λ pour f et , on a fpvq “ λv et donc f rpvq “ λrv “ 0. Comme v ‰ 0, on
obtient λ “ 0. Ainsi la seule valeur propre de f est 0 et donc Cf “ p´Xq

n. Maintenant supposons
Cf “ p´Xq

n. Par le théorème de Cayley-Hamilton le polynôme minimal Mf de f divise Cf . Il existe
donc r P N tel que Mf “ Xr. Par définition du polynôme minimal, on a Mf pfq “ 0 ce qui donne
f r “ 0. L’endomorphisme f est donc nilpotent.

2) a) Comme fn´1 ‰ 0, il existe un vecteur v ‰ 0 tel que fn´1 ‰ 0. Montrons que pv, fpvq, . . . fn´1pvqq
est une base de E.

Soit λ0, . . . λn´1 des réels tels que λ0v`λ1fpvq`. . .`λn´1f
n´1pvq “ 0. On applique successivement

f à cette égalité. Comme fn “ 0, on obtient :
λ0v ` λ1fpvq ` . . .` λn´1f

n´1pvq “ 0
λ0fpvq ` λ1f

2pvq ` . . .` λn´2f
n´1pvq “ 0

...
λ0f

n´2pvq ` λ1f
n´1pvq “ 0

λ0f
n´1pvq “ 0

.

Ainsi, comme fn´1pvq ‰ 0, on obtient λ0 “ λ1 “ . . . “ λn´1 “ 0. Ainsi, la famille pv, fpvq, . . . fn´1pvqq
est libre. Comme elle est de même cardinal que E, on en déduit que c’est une base de E.

2) b) La matrice de f dans la base pv, fpvq, . . . , fn´1pvqq est

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 . . .
1 0 0 . . .
0 1 0 . . .
...

1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Le rang de f est n´ 1.

2) c) Soit g un endomorphisme qui commute à f . On choisit v comme en 2) a) et on pose

gpvq “ a0v ` a1fpvq ` . . . an´1f
n´1pvq.

Montrons que g “ P pfq où P pXq “ a0 ` a1X ` . . . an´1X
n´1. On a grfkpvqs “ fkrgpvqs car f et

g commutent. Donc, on obtient grfkpvqs “ a0f
kpvq ` a1f rf

kpvqs ` . . . fn´1rfkpvqs “ P pfqrfkpvqs.
Comme g et P pfq prennent les mêmes valeurs sur les éléments de la base pv, fpvq, . . . , fn´1pvqq, ils
sont égaux.

Réciproquement, si g “ Qpfq pour un polynôme Q, il est clair que g commute à f .

3) Par hypothèse, on a dim V0 “ n´ 1. Comme V0 “ fpV q, on a fpV0q Ă V0.Soit f0 la restriction de
f à V0. Comme fn “ 0, on a fn0 “ 0 et donc f0 est un endomorphisme nilpotent de V0.

On a immédiatement Kerpf0q Ă Kerpfq. Comme dim Kerpfq “ 1 puisque f est de rang n´ 1, on
a soit Kerpf0q “ t0u soit Kerpf0q “ Kerpfq. Si on avait Kerpf0q “ t0u, l’endomorphisme f0 serait
bijectif ce qui est impossible puisqu’il est nilpotent. On obtient donc Kerpf0q “ Kerpfq.

Le rang de f0 est dimpV0q ´ dim Kerpf0q “ n´ 2.

4) On a vu en 2) que paq ñ pbq ñ cq.
Montrons par récurrence sur n que si f est un endomorphisme nilpotent de V de rang n´ 1 alors

fn´1 ‰ 0. D’après 3), l’endomorphisme f0 est nilpotent de rang n ´ 2. Par hypothèse de récurrence,
il existe v P V0 tel que fn´20 pvq ‰ 0. Comme V0 “ fpV q, il existe w P V tel que v “ fpwq. et donc
fn´1pwq ‰ 0. Ainsi, on a pcq ñ paq.


