Correspondance de distributions
sphériques entre deux espaces
symétriques du type G/Gp

Pascale Harinck!

Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe et simplement connexe d’algebre
de Lie g. Soit o et 7 deux involutions de g vérifiant les propriétés suivantes :

(1) les algebres g7 et g des points de g fixés respectivement par o et 7
sont des formes réelles de g,

(2) le groupe G7 des points de G fixés par 7 est quasi-déployé,

(3) automorphisme o7 est intérieur.

Le but de cet article est d’établir sous ces hypotheses une correspondance entre les
distributions dites stablement invariantes de G/G" et celles de G/G°.

La notion de distribution stablement invariante est introduite a partir de celle d’intégrale
invariante stable.

Dans [S], D. Shelstad caractérise les intégrales orbitales stables d'une fonction de
I'espace d’Harish-Chandra Schwartz d'un groupe algébrique réductif. Ceci lui permet
d’obtenir une correspondance entre les intégrales orbitales stables puis les distributions
tempérées stables de deux groupes réductifs G et G’, formes intérieures d’'un méme groupe
algébrique réductif connexe quasi-déployé, ou G’ est en outre quasi-déployé.

Les méthodes utilisées par D. Shelstad s’adaptent a la situation décrite précédemment
et on obtient des résultats similaires.

Dans la partie I (paragraphes 1 & 3), nous donnons une caractérisation des intégrales
invariantes stables.

Fixons pour l'instant une involution 7 de g telle que g7 soit une forme réelle de g. On
note X,, = G/G", p la projection canonique de G sur X,, et ¢, la bijection de X, sur son
image M, C G qui a p(g) associe gn(g)~".

Pour un élément v de X, .4, 'ensemble des éléments réguliers de X, (c’est-a-dire ¢, ()
régulier dans (), on définit I'orbite stable de «y et on la note < v > comme étant ’ensemble
des = € X, tels que ¢, (x) et ¢,(y) soient G-conjugués. Cette orbite se décompose en un
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nombre fini de G" orbites. Plus précisément on a < v >= U G".~" ou S, est le quotient
€Sy
a gauche par G" et a droite par le centralisateur dans G” de ¢, () de 'ensemble des g € G

tels que g, (7)g™! € M, et 4 est I'unique élément de X, vérifiant zp, (7)™ = ¢, (v").

Pour f € D(X,)) (c’est-a-dire C'*° et & support compact dans X)), on définit I'intégrale
invariante de f sur X, ,., et on la note M(f), de la maniere suivante : soit v € X, ..
Soit a = Zgn(py (7)) le centralisateur dans g” de ¢, (7). C’est une sous-algebre de Cartan
de g". Soit Zgn(a) le centralisateur de a dans G". On pose

M(F)() =] det(l = Adgy(N)gnsa 2 [ [(g2)dg

G"/Zgn(a)

On définit alors I'intégrale invariante stable de f et on la note M*!(f) par

M) = > M)

€Sy

Dans [B3], A. Bouaziz donne une caractérisation des intégrales invariantes. Nous rappelons
ici ses résultats (paragraphe 2). Nous généralisons ensuite ces résultats pour les intégrales
invariantes stables (paragraphe 3).

L’intégrale invariante stable d'une fonction f est de classe C* sur X, ,¢, et elle est
constante sur les orbites stables. Elle vérifie de plus les propriétés I3, I5 et 15" énoncées
dans le paragraphe 3. On note ID* (X)) I'ensemble des fonctions de classe C™ sur X, ,.,,
constante sur les orbites stables et vérifiant les propriétés I7*. On munit ID*(X,) d’une
structure d’espace LF (définition de [T1] chapitre 13) de telle sorte que application M?*
soit continue.

On note ID*(X,)’ son dual topologique et on note D(X,,)’, la cloture, pour la topologie
faible, de I’espace vectoriel engendré par les f — M (f)(y) ouy € X, ;4. Les éléments de
D(X,),, sont appelées distributions stablement invariantes. On a alors le résultat suivant :

Théoreéme 3.12 (i) L’application M*" est surjective de D(X,,) dans ID*(X,),
(ii) Sa transposée "M*" est une bijection de ID%(X,) sur D(X,)’,.

Dans la deuxiéme partie de cet article (paragraphes 4 a 7), nous contruisons des séries
de distributions sphériques stablement invariantes.

On rappelle qu'une distribution sur X,, est dite sphérique si elle est G"-invariante et si
elle est solution propre des opérateurs différentiels G-invariants sur X,,. Une distribution
sphérique est localement intégrable sur X, et analytique sur X, ,., ([Sa] théoreme 4.3).

Nous généralisons les résultats de [H2] au cas d’'un espace symétrique réductif du
type Gc/Gr. (paragraphe 5). Ceci permet d’obtenir l'existence et l'unicité d'une série
“la plus continue” sur G¢/Gr (théoreme 5.11). On l'exprime d’'une part en fonction de
transformées de Fourier d’orbites de la représentation coadjointe, d’autre part en terme



de coefficients de représentations unitaires irréductibles de G¢ (corollaire 5.7 et théoreme
5.10).

Ensuite, on applique le procédé d’induction décrit dans [H3]. Soit a une sous-algebre
de Cartan de g". Soit ag la partie vectorielle de a. On note L le centralisateur dans GG de
ag, [ son algebre de Lie , 3 le centre de [ et [; sa partie dérivée. On note I, le réseau du
dual (3N g")* de 3N g” formé des A tels que pour tout X € 3 N g7 vérifiant exp2iX = 1,
Pon ait A(X) € 27Z. Soit a; = anly. A chaque p € I'; +a7 .., on associe une distribution
sphérique 6(n, i) sur X,,. Elle est définie positive et extrémale (corollaire 6.5) et ne dépend
que de lorbite (L N G").u de p. Ceci permet de poser

88t<n7 :U“) = Z 6)“’”
weEWrnen (a)\Wz(a)
ou Wi (a) (respectivement Wingn(a)) est le quotient du normalisateur par le centralisateur
de a dans L (respectivement L N G").
Les distributions sphériques étant localement intégrables et analytiques sur X, 4,
on peut caractériser les distributions sphériques stablement invariantes de la maniere
suivante :

Théoreme 7.1 Soit 6 une distribution sphérique sur X,,. Alors ¢ est stablement inva-
riante si et seulement si, pour tout v € X, .4 et pour tout z € &, l'on a

On montre alors le

Théoréme 7.3 La distribution 6% (n, i) est stablement invariante .

La troisieme partie (paragraphes 8 a 10) est consacrée a la construction de la corres-
pondance entre les deux espaces symétriques X, et X,. Sous les hypotheses que 1'on a
faites (1, 2 et 3) , R.P. Langlands a prouvé le résultat suivant :

Pour tout a sous-algebre de Cartan de g, il existe g € G dépendant de a tel que g.a
soit une sous-algebre de Cartan de g7.

A partir de la, on établit une correspondance entre les orbites stables des éléments
réguliers de X, et celles de X, de la maniere suivante : soit 7' € X, ,¢, et v € X, On
note a (respectivement b) le centralisateur de ¢, (7y) dans g” (respectivement de ¢, ()
dans g7). On dit que ' provient de 7 sl existe g € G tel que g.a = b et qui conjugue les
éléments ¢, () et v-(7") . Cette notion ne dépend en fait que de l'orbite stable de chacun
des éléments v et 7. On définit alors I'application Ty qui a < v > associe < ' >.

Ceci permet de construire des intégrales invariantes stables sur X, ,.., & partir d’intégrales
invariantes stables de X, ¢ :

Théoréme 9.1 Soit Fyy € ID*(X,). Soit F 'application définie sur X, ., par



F( /) _ FO(’Y) si < /7/ >= T0(< Y >)
7 0 si < ' > n’est pas dans 'image de Tj

Alors F € ID%(X,)

Le théoréme de surjectivité de M*' assure lexistence pour tout f € D(X,) d'une
fonction f' € D(X,) telle que M*(f) et M (f’) soit liées comme dans le théoréme
précédent. On dit alors que f et f’ sont en correspondance.

Pour ¢ € D(X,).,, on vérifie que < ', f' > ne dépend pas du choix de f’ en corres-
pondance avec f. De plus I'application qui a f associe < ', f' > définit une distribution
stablement invariante notée C(#') sur X,. On montre enfin que si 6 est sphérique il en est
de méme de C(#') (théoreme 10.3).

On regarde comment les distributions 0 (n, u) se correspondent. Soit a une sous-
algebre de Cartan de g?. Il existe alors g € G tel que g.a soit une sous-algebre de Cartan
de g". Soit u € I'; + a7, La distribution 65 (, g.;1) ne dépend pas du choix de g tel que
gacCg etona:

0% (o, ) = (=1)%7 79 C(6° (7, g.10))

ol 2gqr et 2gge sont les dimensions des espaces riemanniens associés respectivement a G7
et G7 (théoreme 10.4 et corollaire 10.5).

Je remercie A. Bouaziz pour les diverses discussions que nous avons eues lors de ce
travail.
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I Intégrales invariantes stables sur
I’espace symétrique

1 Notations et préliminaires

Si M est une variété différentiable, on note C*°(M) 'espace des fonctions de classe C* sur
M , D(M) le sous-espace de C°(M) des fonctions a support compact et D(M)" 'espace
des distributions sur M, c¢’est-a-dire le dual de D(M).

Si G/H est un espace homogene muni d’une mesure invariante, on identifiera C*°(G/H)
a un sous-espace de D(G/H)'.

Soit G un groupe agissant sur M. Si N est une partie de M, on note Ng(N) le
normalisateur de N dans G, c’est-a-dire 'ensemble des g € G tels que g.N = N et Zg(N)
le centralisateur de N dans G, c¢’est-a-dire 'ensemble des g € G tels que, pour tout n € N,
I'on ait g.n = n.

Si Ng(N) est un groupe, on pose Wg(N) = Ng(N)/Zg(N). On notera e ’élément
neutre de G.

Si f est une fonction sur M, on noteraf,y ou fy sa restriction a N.

Si X est un ensemble fini, on note | X | son cardinal.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V* son dual et V¢ son
complexifié.

Si f est une application entre deux ensembles E et F' on notera I'mf son image. Si de
plus E et F' sont des espaces vectoriels et si f est linéaire, on notera Kerf son noyau.

Soit GG un groupe de Lie semi-simple complexe connexe et simplement connexe d’algebre
de Lie g . Soit f une forme réelle de g et soit H le sous-groupe analytique de G d’algebre de
Lie h. On note o la conjugaison de g relativement a h et on pose ¢ = {X € g;0(X) = - X}
de telle sorte que l'on ait g = + q.

Soit X = G/ H et soit p la projection canonique de G sur X. Soit ¢ application de X
dans G qui & p(g) associe go(g)~' . L’application ¢ est un isomorphisme sur son image
que I'on notera M.

Le groupe GG agit par translation a gauche sur X et on notera g.x l'action de g € ¢
sur z € X. On notera également pour g € G et X € g l'action adjointe par AdgX = ¢g.X

On note exp l'application exponentielle de g dans G et soit Exp I'application de h
dans G/H qui a X associe p(expiX). Soit J le jacobien de I’application Exp. On a , pour

X ep,
sh @'adX)
/b



Un élément x € X est dit semi-simple ( respectivement unipotent) si ¢(z) est semi-
simple ( respectivement unipotent).

Soit z € X. D’apres ( [O.M.] paragraphe 5 proposition 2), il existe un élément
semi-simple s et un élément unipotent v de X, déterminés de fagon unique, tels que
o(x) = @(s)p(u) soit la décomposition de Jordan de p(z). Les éléments s et u s’appellent
respectivement la partie semi-simple et la partie unipotente de x.

Définition 1.1 Un ouvert U de X est dit complétement H-invariant s’il est H-invariant
et s’il contient la partie semi-simple de chacun de ses éléments.

Soit Dy la fonction analytique sur X définie par : si x € X alors 'endomorphisme
1+ 2z — Adp(z) de g est C-linéaire. On pose alors

detc(1+ z — Ad p(x)) = 2" Dx(x) modulo 2"

ou n = rang(h).

Définition 1.2 Un élément x de X est dit régulier si l’on a Dx(x) # 0. Ceci est équivalent
a dire que p(x) est régulier dans G. On note X,., l'ensemble des éléments réguliers de X
et si U est une partie de X, on pose Uypeqg = Xpeqg NU.

On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de ¢ formé d’éléments semi-
simples, abélien et maximal pour ces deux propriétés.

Comme q = b, la multiplication par i induit une bijection de ’ensemble des sous-
espaces de Cartan de q dans I’ensemble des sous-algebres de Cartan de b, que 'on notera

Car(h).

On notera b,¢, I'ensemble des éléments semi-simples réguliers de b et pour s une partie
de b on pose Sycg = 5N hreg.

1.3 Pour a € Car(h), on notera A(h,a) (ou A quand il n’y aura pas d’ambiguité) le
systeme de racines de la paire (g, a + ia). Pour @ € A, on note H, la coracine de a , g,
I'espace radiciel de g relatif a « et s, la réflexion de ac relative a a.

On définit la partie compacte a; = (Z iRH,) N a et la partie vectorielle ag =
acA
(Z RH,) Na de a de telle sorte que l'on ait a = a; + ag.
acA
Une racine « est dite réelle (respectivement imaginaire) si a(a) C R (respectivement

aa) C iR), ceci est équivalent a H, € ag (respectivement H, € ia;). Une racine est dite
complexe si elle n’est ni réelle ni imaginaire. On notera Ag (respectivement A; et Ac)



I'ensemble des racines réelles (respectivement imaginaires et complexes ) de A. Soit A*
un systeéme positif de A. Alors pour S =R,C ou I , on pose AL = At N Ag.

Soit @ € Ay. La racine « est dite compacte si (g, + g_o + CH,) N b est isomorphe a
su(2) et elle est non compacte si (go + g—o + CH,) N b est isomorphe a sl(2,R).
On note Ay, 'ensemble des racines imaginaires non compactes de A.

On dit que a est fondamentale si Ag = ().

1.4 A a € Car(h), on associe I'ensemble A formé des x € X tels que p(z) centralise a et
on l'appelle le sous-ensemble de Cartan de X associé a a. On note Car(X) I'ensemble des
sous-ensembles de Cartan de X.

On rappelle que tout élément régulier de X appartient a un unique sous-ensemble de
Cartan ([O.M] paragraphe 6 théoreme 2).

On a ([H 2] lemme 2.3)

A= N¢(a)/Np(a)

On note Wg(a) les éléments du groupe de Weyl de ac dans g qui stabilisent a, c¢’est-a-dire

We(a) = Ng(a)/Zg(a) et on pose Wy (a) = Ng(a)/Zu(a).

Pour  un poids de a, on définit la fonction &g sur A par : si a € A alors ¢(a) = expX
avec X € ac. On pose &5(a) = %),

On note A, . 'ensemble des a € A tels que, pour tout o € Ay, 'on ait &, (a) # 1.

Inc

Soit S(ac) l'algebre symétrique de ac. Cette algebre s’identifie a 1'algebre des opéra-
teurs différentiels sur A, invariants par translation. On note d(u) l'opérateur différentiel
associé a u € S(ag).

Les composantes connexes de A sont paramétrées par ’ensemble quotient suivant :
expia\{g € G;g0(9)”" € Zg(a)}/H = expia\Ng(a)/Nu(a) = We(a)/Wi(a)

D’autre part, soit L = Zg(ag) ol ag est la partie vectorielle de a. Alors, par le théoreme
2.1 de [S] on obtient Wg<a)/WH(Cl) = WL(a)/WmH(a).

Nous allons donné une description plus précise des composantes connexes de A.

Définition 1.5 Deuzx racines a et § sont dites fortement orthogonales st ni a4+ (3 ni a—f3
ne sont des racines.

Lemme 1.6 Pour tout w € Wr(a), il existe un ensemble ¢ de racines imaginaires non
compactes, deux a deux fortement orthogonales tel que

w = H So modulo Winp(a)

ag



Le groupe Wy (a) est engendré par les s, pour o parcourant Aj.

Pour o € Ay, on choisit des vecteurs radiciels non nuls X, et X_, correspondant
respectivement a a et —a tels que :

[Hoy Xia] = £2X44,

[)(a>)(—a]::}¥a7
0(X,) =X_o siaestnon compacte,
0(X.) =—-X_o  siaest compacte.

On pose g, = exph(Xo — X_,) de telle sorte que s, = Adg,.
Par ce qui précede, si o est compacte alors g, € H et si a est non compacte alors
©0(94) = g% = expirH, = exp — imH,.

Démonstration : On va prouver le résultat par récurrence sur la longueur [(w) de w.

Si l(w) = 0 alors w = Id, si [(w) = 1 alors w = Adg, avec a € Ay et le résultat est
immédiat.

Soit w = wysg avec I(wy) < l(w) et B € Ar. On pose wy = Adgo et g = gogp-

Si (3 est compacte alors ¢(g) = ¢(go) et le résultat découle de I'hypothese de récurrence.

Supposons que (3 soit imaginaire non compacte. Par hypothese de récurrence, il existe
1) = {o,...q,} un ensemble de racines imaginaires non compactes deux a deux fortement
orthogonales tel que gy = ga, - .- ga,. Par hypothese on a 3 & 1. Si 3 est fortement
orthogonale a chaque o € v, alors le résultat est immédiat. Sinon, il existe @ € ¥ tel
que ( £ « soit une racine. Comme les g, pour o € ¥ commutent deux a deux, on peut
supposer que [3 4 €q, est une racine, ou € = £1. On a :

?(90,95) = Ga,erpinHgga, = expins,, (Hg)expeinH,,
Si ap(Hp) = 0 alors
©(9a,98) = expim(Hg 4+ cH,,) = expinHgycq, = 1
et donc gogs = Yay - - - 9a,_, modulo H ce qui donne le résultat voulu.

Si oy, (Hg) # 0 alors s,,(Hg) = Hg &+ H,, et donc ¢(ga,98) = ¢(gs). Par suite, on
ag = go9s = Ya - - - 9a,_19s modulo H. De proche en proche, on supprime dans cette
décomposition tous les g, avec a € ¥ et o non fortement orthogonale a 3. Au bout d’un
nombre fini d’opérations on obtient I’expression voulue de g. |

Corollaire 1.7 Soit S l’ensemble des parties de A formées de racines imaginaires non
compactes deux a deux fortement orthogonales. Alors on a

A= U p(expia H Ja)

PeS €y
¢(A) = |J expia expin(d_ H,)
PES a€yY



1.8 On va maintenant définir la notion de sous-algebres de Cartan et de sous-ensembles
de Cartan adjacents.

On fixe a € Carh et a une racine imaginaire non compacte de A;(h, a). On choisit des
vecteurs radiciels non nuls X, et X_, correspondants respectivement a o et —a tels que :

(1) [Hoy Xta] = £2X 14,

(ii) [Xowaa] = H,,

(iii) 0(Xa) = X_o.
Alors l'algebre Kera + Ri(X, — X_,) est une sous-algebre de Cartan de b.

On pose a, = Kera+Ri(X, — X_,) et on 'appelle sous-algebre de Cartan adjacente
a a (relativement a «).

Soit A, le sous-ensemble de Cartan associé a a,. On dit que A, est le sous-ensemble
de Cartan de X adjacent a A (relativement a «).

Soit ¢, = exp—in/4(Xo+X_,). Alors, on a Adc,ac = aq¢ et Adco Hy = i(Xo—X_0).
La racine Adc,a = 3 est une racine réelle de a,. L’élément ¢, est appelé transformation
de Cayley.

Soit {a}* I'ensemble des racines orthogonales & a. L’application v +— vyoc,! est une
bijection de A(h, a) sur A(h, a,) et de Ar(h, a)N{a}t sur Ar(h, a,) et limage de Af (b, a)N
{a}+ est un systéme positif de A;(h, aq).

Définition 1.9 Selon D. Shelstad, on dit qu’un systéme positif 1» de A;(h,a) est adapté
a « si ) contient ['ensemble des 5 de Ar(h,a) telles que G(H,) > 0.

2 Intégrales invariantes

Définition 2.1 Soit U un ouvert complétement H-invariant de X. Soit f € D(U). On
définit lintégrale invariante de [ sur U,eq par :
$i @ € Upeq, on note a = Zy(p(a)) € Car(h) et on pose

M(f)(a) =] det(1 = Adgp(@))aa [V [ f(ha)dh

H/ZH(CL)
Dans ce paragraphe, nous rappelons les propriétés de M démontrées dans [B3].

Soit U un ouvert H completement invariant de X. Soit ID(U) l'ensemble des F' €
C'OO(Ureg) qui sont H-invariantes et qui vérifient les trois propriétés suivantes :

I1(Ureg)- Pour tout A € Car(X), et pour tout v € S(ac) alors

sup | D(u)Fyalw) |< oo
TEAregNU

De plus, I'application F,4 est a support compact contenu dans A N Ug.



I2(Ureg)- Pour tout a € Car(h) associée a A € CarX et pour tout systeme positif ¢ de
A(h,a), on définit la fonction by, sur A,., par :

-t
bl =11 7= )]

agy

Alors by F4 se prolonge de fagon C* sur A’ (voir 1.4 pour la définition)

Inc

I3(Ureg)- (relations de sauts) Soit v € X un élément semi-simple tel que 1'algebre dérivée
de Zy(p(7)) soit isomorphe a si(2,R). On dit alors que v est semi-régulier de type hy-
perbolique. Soit a une sous-algebre de Cartan fondamentale de Zy(p(7y)) et soit A le
sous-ensemble de Cartan de X associé a a. Il existe alors deux uniques racines +a de
A(h, a) telles que £1,(y) = 1. Elles sont imaginaires non compactes.

On note, comme en 1.8, a, et A, la sous-algebre et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement a a et A et ¢, la transformation de Cayley correspondante. Soit
8 = cu.

On choisit comme en 1.9, un systéme positif ¢ de A;(h, a) adapté a a. 11 définit donc
un systeme positif 1, de A;(h, a,).

Alors pour tout u € S(ac), on a

lim O(u)(byFa)(exp —tHy.y) — tl_igl_ O(u)(byFa)(exp —tHyy) =

t—0+

id (o) llil(% O(cau)(by, Fa,)(exp —itHgz.y)

. | dla) =2 sis, se réalise dans H,
ou :
dla) =1 sinon.

On munit, comme dans [B3] I'espace ID(U) de la topologie suivante :

Soit L C U un compact modulo H (c’est-a-dire L fermé, H-invariant et L N A est
compact pour tout A € Car(X)). On note ID(L) le sous-espace de ID(U) des fonctions
a support dans L.

On définit la famille de semi-normes v4, ou A € CarX est associé a a € Carh et
u € S(ac), par

Vau() = sup | (u)aa) |

acA
Muni de la topologie définie par ces semi-normes, ’espace I'D(L) est un espace de Fréchet.
Si L C Ly sont deux compacts modulo H, l'injection canonique de ID(L) dans ID(Ly)
est un isomorphisme topologique de I'D(L) sur son image munie de la topologie induite.
On munit ID(U) de la topologie limite inductive des ID(L), ou L C U est compact
modulo H. C’est donc un espace LF (voir [T1] chapitre 13).
L’application M est continue.

Théoreme 2.2 (/B3] théoréme 8.2.2) L’application M est surjective de D(U) sur ID(U)
et sa transposée ' M est une bijection de ID(U)' sur l'espace des distributions H-invariantes
sur U.
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Remarque. Dans [B3], A. Bouaziz ne donne pas explicitement les relations de sauts.
Elles se déduisent facilement du lemme 8.2.1 (ii) de [B3] et du fait suivant :

Soit v € X un élément semi-simple de type hyperbolique et soit 3 = Zy(¢(7)). L’algebre
3 est une sous-algebre de h de méme rang que h. Soit a € Car(3). On choisit un systéeme
positif ¢ de A;(h, a) de telle sorte que ¥, = ¥»NA;(3, a) soit un systeme positif de A;(3, a).

On pose
ag, = ]I
acy;

o
| o]

Soit V un voisinage ouvert de 0 dans 3 qui est X-admissible (voir [B3] paragraphe 8, A1,
A2, A3, A4 pour la définition. Ici on utilise essentiellement la propriété A2 des voisinages
admissibles c’est-a-dire : application 7 de H x V dans X qui a (h, X) associe hexp i.X.7y
est submersive). Alors la fonction sur a,., NV qui & X associe ay, (X )by ((exp iX).y) " est
constante. Les relations de sauts s’obtiennent par passage a l’algebre de Lie en utilisant
le lemme 8.2.1 de [B3].

2.3 Soit a € Car(h) et soit b un systeme de racines positives de A;(h,a). On définit
la signature imaginaire £; de Wy (a) dans {£1} comme dans [B3] paragraphe 3.3 de la
maniere suivante : soit {

Py =35 > a

acy

et soit A le sous-ensemble de Cartan associé a a. Alors pour tout a € A,., et pour tout
w € Wg(a), on a
Epy—wpy (a)

bw(wfl.a) = 51(w)‘ ép “op (a) |

by(a)

On note Car;(h) 'ensemble des sous-algebres a de Cartan de h telles que dim ag = j
ou ag est la partie vectorielle de a (voir 1.3). Soit Car;(X) I'ensemble des A € Car(X)
associé a a € Car;(h). Soit ID;(U) l'ensemble des F' € ID(U) telles que si k > j alors,
pour tout A € Carg(X) on a F)y = 0.

Si F € ID;(U) et si A € Car;j(X) alors la fonction by, F4 se prolonge de fagon C* sur
A (d’apres I5(Uyeq) €t I3(Uyey)) et donc by Fy € D(U N A).

D’autre part, si a est la sous-algebre de Cartan associé a A, on a, pour a € A et
w e WH(a),

gpw*wpw (CL)
| &py—wpy (@) |

Soit D(U N A)¥ I'ensemble des fonctions de D(U N A) vérifiant la relation ci-dessus.

(byFa)(w™".a)) = er(w) (byFa)(a)

Soit 7 € N. On fixe A; ... Ay des représentants des classes de conjugaison de H dans
Car;j(X). Pour ¢ € {1...k}, on note ¢/, la signature imaginaire de Wx(a;) et on fixe un
systeme positif ¢; de Ar(h,a;).
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Soit m; I'application de ID;(U) dans €D D(U N A;)* définie par :

1<i<k

mi(F) = > by Fa,

1<i<k

Théoréme 2.4 (/B3] théoréme 8.2.3) L’application 7; est surjective et sa transposé 'm;
est une bijection de

(D DWNA)Y

1<i<k

sur lorthogonal de ID;_1(U) dans ID;(U)".

3 Intégrales invariantes stables

Dans ce paragraphe, nous définissons la notion d’intégrales invariantes stables et nous les
caractérisons par des propriétés analogues a celles des intégrales invariantes. Les résultats
obtenus et les méthodes utilisées sont les mémes que pour les groupes points réels d’un
groupe algébrique réductif connexe défini sur R (voir[S] et[B3]).

Définition 3.1 Soity € X,.,. On appelle orbite stable de y et on la note < v > l’ensemble
des © € X tels que o(x) et p(y) soient G-conjugués.

Soit A € Car(X) associé a a € Car(h). On pose comme dans [S]

A(A) ={g € G; Adg a C b}

L’ensemble A(A) est également I'ensemble des g € G tels que g 'o(g) € Zg(a) et
donc on a A(A) = HNg(a).

Théoreme 3.2 ([S] théoreme 2.1) Soit L = Zg(ag) ot ag est la partie vectorielle de a.
On a
A(A) = HN(a).

On pose 3.3 S(A)=H\ A(A)/Zs(a)

C’est un ensemble fini isomorphe & Wy (a) \ We(a) = Wiap(a) \ Wi(a) (d’apres le
théoreme précédent).

Soit v € A, et soit © €< v >. Il existe alors g € G tel que gp(7)g~ = ¢(z) et donc
Adg a C b. Par suite, on a g € A(A). Maintenant, si g € A(A), il se peut que gp(y)g!
n’appartienne pas a M = ¢(X). On définit alors A(A), comme 'ensemble des g € A(A)
tels que gp(v)g™t € M.

Définition 3.4 Pour g € A(A),, on note v9 l'unique élément de X tel que gpo(v)g~' =

(7).
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On pose S(A), = H \ A(A),/Zz(a). On a alors

<7y >= U H .~
z€S(A)y

Soit A, la composante connexe de A contenant . On peut écrire A; = exp ia.z; ol
o(zj) = u; € M N H. 1l est clair que gp(y)g~' € M si et seulement si gu;g~' € M.
Donc les ensembles A(A)., et S(A), dépendent uniquement de la composante connexe de
A contenant . On utilisera ces notations méme lorsque I’élément v n’est pas régulier.
D’autre part, lorsque ~ est régulier, on posera

Sy = S8(A4),

Définition 3.5 Un ouvert U de X est dit stablement invariant s’il est complétement
wmvariant et s’il contient ['orbite stable de ses éléments semi-simple réquliers.

Définition 3.6 Soit U un ouvert stablement invariant de X. Soit f € D(U). On définit
Uintégrale orbitale stable de f sur U,e, et on la note M (f) de la maniére suivante : Si
v € Uy et st A est l'unique sous-ensemble de Cartan de X contenant «y alors

M) = D M),

TES,

Il est clair que M®(f) est de classe C™ sur U,, et qu’elle est constante sur chaque orbite
stable. On dit alors qu’elle est stablement invariante.

Soit U un ouvert stablement invariant. Soit ID**(U) Pensemble des fonctions F' de
C*(U,.;) qui sont stablement invariantes et qui vérifient les propriétés suivantes :
g) d q prop

I5*(Uyeg) est identique & Iy (Ureg).

I5'(Uyeg)- Pour tout a € Car(h) et pour tout systeme positif 1» de Az(h,a), on note A le
sous-ensemble de Cartan associé a a, alors la fonction by F)4 se prolonge de facon C* sur
I'ensemble des v tels que pour tout € S, l'on ait v* € A

Inc*

I5' (Uyeg)- (relations de sauts) Soit v € X un élément semi-régulier de type hyperbolique.
Soit a une sous-algebre de Cartan fondamentale de Zy(¢(7)) et soit A le sous-ensemble de
Cartan de X associé a a. Soit +a les deux uniques racines (imaginaires non compactes)
de A(h, a) telles que &14(y) = 1.

On note, comme en 1.8, a, et A, la sous-algebre et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement a a et A et ¢, la transformation de Cayley correspondante. Soit
0 = cua.

On choisit comme en 1.9, un systéme positif ¢ de A;(h, a) adapté a a. 11 définit donc
un systeme positif ¢, de Ar(h, a,).
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Alors pour tout u € S(ac), on a

lim O(u)(byFa)(exp —tHy.7y) — tl_ig{ O(u)(byFa)(exp —tHy.7)

t—0t

=2i Pn(l) O(cqu)(by, Fa, )(exp — itHg.7y)

On munit Pespace ID*(U) de la topologie suivante :
Soit L € U un compact modulo H stablement invariant. On note ID*(L) le sous-
espace de ID*(U) des fonctions & support dans L.
On définit la famille de semi-normes v4, ou A € CarX est associé a a € Carbh et
u € S(ac), par
Vau(w) = sup | O(u)ia(a) |

acA

Muni de la topologie définie par ces semi-normes, espace ID*(L) est un espace de
Fréchet. Si L C L; sont deux compacts modulo H, l'injection canonique de ID*(L)
dans ID%(L;) est un isomorphisme topologique de ID(L) sur son image munie de la
topologie induite.

On munit ID*(U) de la topologie limite inductive des I**D(L), ou L C U compact
modulo H stablement invariant. Cette topologie en fait un espace LF et I’application M*®
est continue.

Théoréme 3.7 L’image de D(U) par M** est contenu dans ID*(U).

Démonstration : La démonstration est analogue a celle du lemme 4.3 de [S]. Soit f €
D(U). Soit A € Car(X) associé a a € Car(h).
Pour tout v € Aeq, on a M (f)(7) = Y M(f)(¥").

€Sy

Les propriétés I (U,ey) et I5'(U,e,) découlent directement des propriétés I;(Uye,) et
I5(Uyey) vérifiées par M(f).

Démontrons donc la propriété I5*(U,.,).

Soit v € X semi-régulier de type hyperbolique. Soit a une sous-algebre de Cartan
fondamentale de Zp(¢(7)). On note par £a les deux uniques racines imaginaires non
compactes de Ar(h, a) telles que E1n(7) = 1.

On note, comme en 1.8, a, et A, la sous-algebre et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement a a et A et ¢, la transformation de Cayley correspondante. Soit
0 = cya.

On choisit comme en 1.9, un systeme positif ¢» de A;(h, a) adapté a o et donc un
systeme positif 1, de Ar(h,a,).

Pour simplifier les notations on pose

Fa=byM*(f)a
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et pour a € Areg et w € S,, on pose

Fi(a) = by(a) M(f)a(a®)

de telle sorte que

Fala) =} Fy(a)

’LUESG,

Soit u € S(ac). Pour t € R, I’élément v, = exp —tH, .y appartient a la méme composante
connexe de A que 7.

On a donc :
Jip OWFa() = lim OFa0) = 52 |l 900 FF0) — i OF o)

Soit w € S(A),. Si la racine wa est compacte alors 4" apppartient a A7,
I5(U,q), application F} est continue en ~. Il suffit donc de considérer dans la somme
ci-dessus simplement les w € S(A), tels que wa soit imaginaire non compacte.

Pour relier 'ensemble des w € S(A), tels que wa soit imaginaire non compacte a
S(Aa)~, nous utilisons les résultats suivants de Shelstad.

Donc, par

Lemme 3.8 (/S] lemme 4.2) Soit L = Zg(ag) et soit w € Wi (a) tel que wa soit imagi-
naire non compacte. Alors, il existe wy € Wrap(a) tel que woa = Fwar.

Soit C(A) l'ensemble des w € S(A) tels qu'il existe § € Ny (a) représentant w et vérifiant
da = *au.
Soit S,(A) I'ensemble des orbites de < 1,s, > dans C(A).

Lemme 3.9 (/S| proposition 4.6) L’application de S(A,) dans S,(A) qui 4 w associe

1

¢, we, est bijective.

On note C(A), = S(A), NC(A) et soit S,(A), 'ensemble des orbites de < 1,s, > dans
C(A)s.

1

Lemme 3.10 L’application de S(Aqa), dans So(A)., qui a w associe ¢, we, est bijective.

Démonstration : Comme ,(y) = 1, on peut écrire p(vy) = exp(Z+inmH,) ou Z € a+ia
avec a(Z) =0et n € Z.

D’autre part, on a co,o0 = 3 et exp imH, = exp imHg. Par suite, si w € S(A4,), on a
w.3 = 3 et donc, on a wp(y)w™ = exp wZ expirnHy € M avec f(wZ) = 0.

On en déduit que

(cxtwea) () (e tw e,) = expwZ exp intHg € M. Le lemme 3.10 découle du lemme
3.9. [

1

Soit w € Np(a) tel que wa soit imaginaire non compacte. Par le lemme 3.8, il existe
wy € Nram(a) tel que wy'wa = +a et wy'w représente le méme élément que w dans

S(A).
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On a donc :

lim O(u)F () — lim O Faly) = > [T O()FY () — lim (u) P ()

—0t —0
=0 weC(A), !

1" cas : s, se réalise dans H
Dans ce cas, chaque orbite de S,(A), contient un seul élément et donc S,(A), est
isomorphe a C(A),.
De plus, par I3(U,,), on a
lim O(u)Fy (v:) — th%l— O(u)Fy(v) = 2i PII(l) (cqu)Fy (exp — itHg.7y)

t—0t

En utilisant le lemme 3.10, on obtient :

lim O(u)F a(y) — tlirél O(u)F a(y) = 2i 2lgl% I(cqu)F 4, (exp — itHg.y)

t—0+

2°M¢ cas : S, ne se réalise pas dans H

Dans ce cas, chaque orbite de S,(A,) contient deux éléments.
Soit u € S(ac) tel que u®* = —u. L’application M (f)4 est invariante sous I'action
de s,. Par suite, on a

Fa(y—t) = —Falv)

On en déduit donc, comme u** = —u, que 'on a

tl_lgi O(u)Fa(ve) = tl_lgl I(u)Fa(n)
et
lim O(cqu)F 4, (exp —itHg.y) = 0

Soit maintenant u € S(ac) tel que v’ = w. Soit w € C(A), et § € Ny(a) tel que &
représente w. On a
Fit(m) = bs(r)M(f)(3)
= by (3 M(f)(7%,)
= —bus(v-) M(£)(12)

= fx(%t)
Comme u** = u, on obtient :

lim O(u)F5° () = —tliIgI_ O(u)F3(7)

t—0

Par suite, on a

lim O(u)Fa(y) = lim O()Faly) =2 > [lim O(u)Fa(y) — lim 0(u)Fy ()]

+ +
=0 5€Sa(A), 0

=2 Y hr% Acqu)FY (exp — itHg.y) = 2 PH(% O(cou)F 4, (exp — itHg.y)
5€8(Aa)y -
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Ceci acheve la démonstration du théoréme. ™

Nous voulons maintenant prouver la surjectivité de 1'application M*" de D(U) dans

IDH(U).

Pour j € N, on note ID$(U) I'ensemble des F' € ID*(U) telles que si k > j alors,
pour tout A € Carg(X) on a Fiy = 0.

Soit A € Car(X) associé a a € Car(h). Soit ¢ un systeme de racines imaginaires
positives de A7(h, a). La notion de signature imaginaire définie en 2.3 se prolonge a Wg(a).

On note D(UN A)¥5 I'ensemble des f € D(U N A) telles que, pour tout a € A et pour
tout w € A(A),, Uon ait

Fla®) = epfur) et

| §p¢—w*1p¢, (a’) |

f(a)

Si A e Carj(X) et si f € IDS(U) alors on a by fa € D(U N A)¥*.

Soit 7 € N. On fixe A; ... A, des représentants des classes de conjugaison de H dans
Car;j(X). Pour i € {1...k}, on fixe un systeme positif ; de A;(h, a;).

Soit 75" I'application de IDs (U) dans € D(U N A;)¥*" définie par :

1<i<k

7T]S’t(F) = Z bT/)iFAi

1<i<k

Définition 3.11 Une distribution sur U est dite stablement invariante (ou stable) si elle
se trouve dans la cloture, pour la topologie faible, de l’espace vectoriel engendré par les
distributions f — M (f)(y) ot v € Uey. On note D(U)., Uespace des distributions
stablement invariantes sur U.

Théoréme 3.12 (i) L’application 75 est surjective,
(ii) L’application M est surjective de D(U) dans ID*(U),
(iii) Sa transposée *M*' est une bijection de ID**(U)" sur D(U),.

Démonstration : La démonstration de ce théoreme est analogue a celle du théoreme
6.2.1 de [B3].
Soit j € N. Soit D5*(U) I'image réciproque de I'D$*(U) par M*. Montrons tout d’abord
que w3t M*! envoie surjectivement D (U) sur @ D(UNA;)¥**. Pour cela, on introduit,
1<i<k
pour i € {1,...k} la fonction pa, de D(U N A;)¥" dans D(U N A;)¥*t définie par

pa, ()= > er(w) §w1py,—pu, (V)

wES(Ai)y | gw’lpwi—pwi (7) |

f(")
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Si f € D(UN A)Y* alors pa,(f)(7) =| S(Ai), | f(7). Comme S(A;), ne dépend que de
la composante connexe de A; a laquelle appartient v, on en déduit que l'application py,
est surjective.

On fixe (fi,...fr) € @ DU N A)¥*'. Pour tout i € {1,...k}, il existe f; €

1<i<k
D(U N Ai)" telle que pa,(f;) = fi-

On rappelle que ID;(U) est I'ensemble des f € ID(U) telles que, pour tout k > j et
pour tout A € Carg(X) l'on ait Fax = 0. Soit D;(U) = M~Y(ID;(U)).

D’apres les théoremes 2.2 et 2.4, il existe ¢ € D;(U) telle que, pour tout i € {1,...k},
Pon ait by, M(@)a, = fi.

Il est facile de voir que Pon a by, M () 4, = pa, (by, M(¥) 4,) et par suite by, M (¢) 4, =
fi. On obtient donc 7o M* () = (f1,. .. fx).

Comme D;(U) C D5 (U), on obtient le résultat voulu. Le (i) du théoreme est donc
prouvé.

A partir de 13, il est facile de vérifier par récurrence sur j que M*' est surjective de
D;(U)** dans ID3*(U) ce qui prouve (ii).

La surjectivité de M*! implique I'injectivité de M. 1l est clair que 'on a Im! M*t C
D), C (KerM?®t)+. Por avoir la surjectivité de ‘M* il suffit donc de prouver que I'on
a (KerMH)L C Im! M?t, c’est-a-dire si © € D(U)" est nulle sur Ker M, alors il existe
0 € ID(U) telle que © = M*(0).

Pour cela nous allons utiliser, d’une part, le résultat suivant de F. Treves :
Théoréme ([T2] théoreme 7.1) Soient E et F' deux espaces de Fréchet et u une application

linéaire continue de F dans F. Alors u est surjective si et seulement si ‘u est une bijection
de I’ sur (Keru)=t.

D’autre part nous allons utiliser I'existence de partitions stablement invariantes de
I'unité :

Lemme : Soit L C X un compact modulo H stablement invariant et soit {W,}i=1

un recouvrement de L par des ouverts stablement invariants. Alors il existe pour tout

i € {1,...r} une fonction x; € C*(W,) constante sur les orbites stables & support
T

compact modulo H inclus dans W, telles que Z x; = 1 au voisinage de L.
i=1
A. Bouaziz démontre dans ([B3]| lemme 6.1.1) cette assertion pour un groupe de Lie
semi-simple réel. Sa démonstration repose sur l'existence de bons voisinages de chaque
élément semi-simple du groupe. Or il prouve ([B3] paragraphe 8.1) 'existence de bons
voisinages de chaque élément semi-simple pour ’espace symétrique X. On obtient alors
facilement le lemme précédent.

Supposons que l'on ait une famille IC de compacts L modulo H stablement invariants
dont les intérieurs sont stablement invariants et recouvrent U et tels que l'application
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Mt soit surjective de D(L) dans ID*(L). On notera M3 la restriction de M** & D(L).
Pour chaque L € K, on construit un ouvert U, C U qui rencontre 'orbite stable de
tout élément de L et dont I'adhérence Uy, est un compact inclus dans U de la maniére
suivante : on fixe Ay,... Ay une famille représentative de classes de H-conjugaison de
sous-ensembles de Cartan de X. Pour chaque ¢, on choisit un ouvert U; C U qui contient
LN A; et dont 'adhérence dans U est compacte (voir [B3] paragraphe 2.2 et 8.1). Alors
Uieqt,..,yUs convient.

La méme démonstration que celle du lemme 10.2.1 de [B2] permet d’écrire D(L) =
D(LNUL)+ KerMjs'. Par suite la restriction M§';, de M3 & D(LNUL) est surjective de
D(LNUL) dans ID%(L). Les espaces D(LNUp) et ID(L) étant des espaces de Fréchet,
Papplication M3, est bijective de ID*(L)" dans (KerM$ ; )*.

Soit © € D(U)" nulle sur KerM*'. Par ce qui précede, il existe une unique 6 €
ID*(L)" telle que la restriction de © & D(L N TUp) soit égale & M3, (L). La restriction
de © a D(L) est alors égale a ‘M7, (0). L'unicité des 67, implique que pour L, L' € K,
les restrictions de 6y, et 01, coincident sur ID**(LNL'). La partition stablement invariante
de I'unité implique qu'il existe § € ID(U)’ dont la restriction a chaque ID* (L) soit 6.
Il est alors clair que 'on a *tM*'(9) = ©.

Il reste a prouver 'existence de la famille IC. On procede comme dans la démonstration
du théoréme 6.2.1 de [B3]. Soit n = dimb. Pour X € h on note

det(N —adX) = X" 4+ ap, 1 (X)AN" 4+ a(X)N

le polynome caractéristique de X. Soit d = 2(n—1)!. On pose n; = d/2(n—1). Soit ¢(X) =
S ai(X)?%. Cest une fonction polynomiale H-invariante. Si X et X’ sont réguliers et
G-conjugués alors ¢(X) = ¢(X’). D’autre part, on ¢(X) = 0 si et seulement si X est
nilpotent.

Soit v un élément semi-simple de U. Soit 71, .. .7, € X de telle sorte que U go(v)g N
geG

¢(X) = | Hy;. Pour j € {1,...7}, on pose M; = Zy(p(7;)) et mj = Zy(p(v;)). Pour
j=1

e > 0, on note V;. l'ensemble des X € m; tels que ¢(X) < e. Pour € petit, c’est un

voisinage admissible de 0 dans m;([B3] paragraphes 6.1 et 8.2). Pour 0 < n < ¢, on pose

L;, = HexpiV;,.v; ou V;, est 'adhérence de V; . Soit M™i(1)) I'intégrale invariante sous

le groupe M; d’une fonction ¢ € D(m;). D’apres ([B3] démonstration du théoreme 6.2.1),

Papplication M™ est surjective de D(V;.) dans ID™(V;). Soit L., = | L;,. C'est un
j=1
compact modulo H, stablement invariant dont l'intérieur L., est également stablement
invariant.
Par le lemme 8.2.1 de [B3] (qui ramene ’étude de M a celle des M™), on en déduit
que M est surjective de D(L,,,) dans ID(L,,). Le raisonnement appliqué dans la démons-

tration de (i) et (ii) prouve alors que M* est surjective de D(L,,) dans ID*(L., ).
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Pour 7 un élément semi-simple de X, on choisit 7, assez petit. L’ensemble des L.,
pour v parcourant I’ensemble des éléments semi-simples de U forment un recouvrement
de U ([H1] corollaire 2.13). La famille K formé des L., pour v parcourant I’ensemble des
éléments semi-simples de U vérifie bien les hypotheses voulues.

Ceci acheve la démonstration du théoreme. n
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IT Distributions sphériques

Dans cette partie, nous rappelons les constructions de distributions sphériques faites
dans [H2] et [H3] a partir des transformées de Fourier d’orbites de la représentation co-
adjointe. Nous les exprimons comme coefficients de représentations irréductibles unitaires
de G.

Ensuite, nous introduisons la notion de distributions sphériques stables et nous don-
nons des exemples de séries de distributions sphériques stables.

Sauf mention explicite du contraire, les notations sont celles de la partie I.

4 Rappels. Série principale sphérique

Soit D(X) I'agebre des opérateurs différentiels G-invariants sur X. Cette algebre est iso-
morphe au centre Z(g) de 1'algebre enveloppante de g ([H2] paragraphe 2). Dans toute la
suite de cet article, on identifiera ces deux algebres.

Définition 4.1 Une distribution 0 sur X est dite sphérique si elle est H-invariante et s’il
existe un caractére x de Z(g) tel que, pour tout z € Z(g), l'on ait z.0 = x(2)6.

Théoréme 4.2 ([Sa 1] Théoréme 4.3) Si 0 est une distribution sphérique sur X alors 0
est une fonction localement intégrable sur X et analytique sur X,4.

Soit (m, H,) une représentation unitaire, admissible avec caractere infinitésimal de G. On
note respectivement H>° et H_>° 'espace de Fréchet des vecteurs de classe C* de H, et
I’espace des formes antilinéaires continues sur H2°.

Soit H_ > 'ensemble des éléments H-invariants de H,>°.

Proposition 4.3 ([Po])Siv € H ! et si € D(X) alors
m() = [ w9 vlg)dg € M.

Définition 4.4 Soit v et w deux éléments de H_*>". On appelle coefficient de m relati-
vement a (v,w), la distribution qui ¢ f € D(X) associe < w(f)v,w > .

Lemme 4.5 Lorsque 7 est irréductible et v € H > alors la distribution qui a f € D(X)
associe < w(f)v,v > est définie positive et extrémale.
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On suppose dans ce paragraphe que 'algebre h admet une sous-algebre de Cartan com-
pacte t. Soit T le sous-ensemble de Cartan de X associé & t. On notera A et AT le systéme
de racines de t et un systeme positif.

Soit A un élément régulier de t*. Soit wy = H.A l'orbite sous la représentation coadjointe
de A. Cette orbite a une mesure canonique df3,, (mesure de Liouville) qui est tempérée. On
note wa sa transformée de Fourier. C’est une distribution H-invariante sur b, tempérée
et solution propre des opérateurs différentiels a coefficients constants sur b.

Soit y I'isomorphisme d’harish-Chandra de Z(g) dans S(tc)"(@tc).

Soit, €2 la composante connexe de 0 de I'ensemble des X € b tels que J(X) # 0 (J est
le jacobien de I'application Fxp). L’application Exp est un isomorphisme de € sur son
image.

Théoréme 4.6 ([H2] Théoréme 7.1) Soit T, la fonction définie sur X,., par :

To(r)= Y B, [JY) [T
Y € by
ExpY =z

Alors, T,,, définit une distribution sphérique sur X. C’est l'unique distribution sphérique
vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) pour tout z € Z(g), on a 2.1, = v(z)(i\)T,,,

(ii) si v € Trey \ Exp t alors T, (x) =0,

(111) si X € ..y alors
|AT ZwEWH(a) g(w)ei<w)\,X>

(X)) _ p—ia(X)

HaGA;\r (6 € )

Ty (BapX) =| J(X) [7V? B, (X) = (—1)A0me0:(2)

A

ot AY est l'ensemble des racines [3 telles que i < \, Hg >> 0.

Soit n = ) go et N = expn. Soit B = exp(t+ it)N. On définit le caractere x, de

aceAt

B par
alezp(X +iY)n) = <>

Soit 7y = ind%y, et soit H I'espace de 7y. La représentation 7 est unitaire et irréduc-
tible.

Théoréme 4.7 (/D] théoreme 3) Pour presque tout \ € t;,,, il existe vy € H M tel
que

T, (z) =< ma(x)vp, vy >

22



5 Prolongement a un groupe réductif complexe

Dans ce paragraphe, nous donnons la série principale sphérique pour les espaces symétriques
réductifs du type G¢/Grg.

Soit M un groupe de Lie réductif complexe connexe d’algebre de Lie m. Soit Z le centre
de M et soit M; le groupe dérivé de M. On note 3 et m; leur algebre de Lie respective.

Soit h une forme réelle de m et soit o la conjugaison de m relativement a h. Soit H le
sous-groupe analytique de M d’algebre de Lie . On pose Hy = H N M; et hy = hNmy.

On note par la méme lettre p les projections canoniques de M sur M/H et de M sur
M1 /H1 .

On suppose que M vérifie les propriétés suivantes :
5.1 (i)M; est simplement connexe,

(i) il existe un ensemble fini Z de H tel que Z = Zexp 3,

(iii) H; admet une série discrete ( ce qui est équivalent a dire que h; admet une
sous-algebre de Cartan compacte ).

On choisit une sous-algebre de Cartan compacte t; de h; et on pose t =3Nh + ;.

Dans le paragraphe précédent, nous avons défini la série principale sphérique sur
M, /H;. Nous voulons prolonger ces distributions a 1'espace M/H.

Soit py 'application de (M,/Hy) x Z/Z N H dans M/H qui a (p(m), z) associe p(mz).

Remarque : Dans ([H3], paragraphe 3 p117), nous avons défini le prolongement d’une
distribution sphérique 0 sur M;/H; par un caractére unitaire de Z trivial sur ZNH comme
étant la distribution © définie par

O(y) = > 0(z) x(2)
(x,2) € (My/Hi)reg X Z/ZNH
pO(I,Z) =Y

Ceci définit en effet une distribution sur M/H solution propre des opérateurs différentiels
H-invariants sur M/H. Elle est H,(Z N H)-invariante mais non H-invariante.

Nous donnons ici une définition correcte du prolongement qui differe donc de celle de
[H3]. Cette erreur n’influe pas sur les résultats de [H3] comme nous allons le voir dans ce
qui suit.

Soit £ I'ensemble des x € M,/ H; tels qu'il existe z € Z vérifiant x = p(z). L’ensemble
L est fini ([H 3] lemme 3.2). Nous allons tout d’abord donner quelques propriétés de
I’ensemble L.

Lemme 5.2 (i) L= M, N(ZH)/H;,
(ii) si p(y) € L alors yHyy™' = H;,
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(i) Soit H = H/(ZNH)H, de telle sorte que H = | J (ZNH)xH,. Alors Uapplication
z€H
de H dans L qui a zm € Z M associe mHy est bien définie et elle induit un isomorphisme

de 'H dans L,
(w) Hpy = | Hiz.u.
zeH
Démonstration : L’assertion (i) est juste la définition de L. Si p(y) € £, on a y = zh
avec z € Z et h € H. Par suite yo(y)~! commute & H; ce qui s’écrit, pour tout z € Hy ,
y'zy = o(y~'zy). On obtient alors (ii).

Soit h € H . On peut écrire h = zm avec z € Z et m € My. Si h = z'm/ est une autre
décomposition analogue de h alors, on a mm'~! = 2’2~ € ZN M, C H, et donc m = m’
modulo H;. On a donc bien définie une application ) de H dans £. Sim € My N ZH,
alors m = zh et donc ¥(h) = mH; ce qui assure la surjectivité de . Il est clair que le
noyau de v est (Z N H)H;. On en déduit donc (iii).

L’assertion (iv) découle de la définition de H. m

Pour u € £, on notera par la méme lettre un représentant de u dans M; et on choisit
2y € Z tel que u = p(z,).

Lemme 5.3 Soit 0 une distribution sphérique sur My/Hy et x un caractére de Z trivial
sur Z N H. On identifie x a une fonction sur Z/Z N H. Alors la fonction pr(0, x) définie
sur (M/H),eq par

pr(0,x)(y) = > > 0(u"z) x(2)x(zu)
YL (z,2) € (My/H,)peg X Z)Z N H
po(z,2) =y

définit une distribution sphérique sur M/H .

Soit maintenant (71, H;) une représentation unitaire admissible avec caractére infinitési-
mal de M; et soit x un caractere de Z trivial sur Z N H. On a le résultat suivant

Proposition 5.4 Pour tout v € H; ™", il eziste w € H; ™" tel que
pr(< m(m)v,v >, x)(po(m, 2)) =< m(m)w,w > x(z)

Démonstration : Il suffit de poser w = Y x(z;")7(u)v. Le lemme s’obtient par simple
uel
calcul. -

Nous allons étudier ici le prolongement de Ty, ,,, ou p1 € 4,
Soit I'; 'ensemble des X € 3Nb tels que exp 2¢.X =1 et [, le dual de I'; c¢’est-a-dire
I'ensemble des A € (3N h)* tels que pour tout X € 'z l'on ait A\(X) € 27Z.

Lemme 5.5 Soit g € (3nh)*. Alors Uapplication x,, de Z dans C qui a zexp(X +1Y) €
Zexpye associe e'<FOY> définit un caractére de Z trivial sur Z N H si et seulement si
o €17%.
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Démonstration : L’application x,, définit un caractere de Z si et seulement si
zexp(X + 1Y) = Zexp(X’ + 1Y) implique que uo(Y —Y') € 2nZ. Or ceci est immédiat
puisque zexp(X +1iY) = Z'exp(X’ + 1Y) implique Y — Y’ € T'. n

Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe = pg +p1 € I'y + 47,

Lemme 5.6 On reprend les notations des théoremes 4.6 et 4.7. Soit y € L. Alors, pour
tout m € My/Hy, on a

Ty (M) =< Ty (M) T (Y) V1, Ty (Y) Vg >

Démonstration : Soit F),, (m) =< m,, (m)m,, (¥)vu,, T (y)v,, >. Clest une distribution
sphérique sur M;/H; telle que pour tout z € Z(my) l'on ait z.F,, = v(2)(ip1)Fy,,. On
note T} le sous-ensemble de Cartan de M;/H; associé a t;. Par le théoreme d’unicité ([H2]
théoreme 4.1), il suffit de prouver que, pour tout t € 71 ¢ 00 & T,y 4, (t) = Fu, (1).

Siy e L alors p(y) € M; N Z et donc on peut choisir un représentant dans Ny, (t)
de y que 1'on notera également y.

Soit t € T} ¢4. On peut écrire t = p(exp iX m) avec m € Ny, (). Par suite, on a

Fu, (t) =< m, (y ™ exp iXmy) v, vy, >= Ty g (plexp(iy ™' X )y~ my))

Or on a Ty, ,, (plexp(iy . X)y 'my) # 0 si et seulement si y~'my € H; ce qui est
équivalent a m € Hy (d’aprés 5.2 (ii)).

Donc F),, est nulle sur 77 ¢y \ Exp(ty reg)-

Soit maintenant X € t; ;. On a :

) 1y
|A+] ZwGWHl(h) 8(w)el<wu1,y >

- + .
Ful (Exp X) = TH1~#1<p(€xp vy 1X>) = (_1)‘Alm(h’tl)‘(2l> I1 + <€ia(y*1-X) — e—ia(yfl.X))
Q€A

Par le lemme 5.2 (ii), Papplication de Wy, (t;) dans lui-méme qui & w associe AdyowoAdy™*
est un isomorphisme. On en déduit alors :

S wewy, () € (w)e' <=

(eia(X) _ e—ia(X))

Fo (Bxp X) = (—1)/A5c00)l(;)/47] = Tty (Exp X)

+
ozGAy.“1

Le lemme est donc prouvé. |

On note B = exp(t+ it)N ot N = exp( Y  m,). On note y, le caractere de B
a€AT(h,t)
défini par
Xpu(ezp(X +iY)n) = e’ <>

et on pose T, = ind}y x,, d’espace H,.
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Corollaire 5.7 Pour presque tout € I';, +t il existe w, € H;"O’H tel que

*
1 reg’

pr(THl-M17XMO)(m) = Z Z TH1U-M1 (y)Xuo (Z) =< WM(JZ)U)M,IUM >
uel po(y,z):a:
5.8 Remarque : (i) Soit ¢y 'isomorphisme de H dans £ défini dans 5.2 (iii). Alors pour
tout h € H et pour tout représentant [ de 1g(h) on a Adh = Adl.

(ii) Par le lemme 5.2, on a S, = Z BH,y.ui- D’autre part, il est clair que pour tout
yeL

XehetYeznh, lona: BH.M(X +Y)= BH.M(X)XNO(&TP iY).

Définition 5.9 On pose

et on définit

CM = pT(THl-M ) Xﬂo)

Théoreme 5.10 On note J le jacobien de l'application Exp de by dans M/H. Pour tout
x € (M/H)yey, on a

Culz) = > Bru(Y) | J(Y) [T

{YehregyEIpYZI}/FZ

En particulier, la distribution C, est nulle sur X,y \ Exp b,¢, et elle ne dépend que de
lorbite H.p de p.

Démonstration : Soit Fxp; 'application de h; dans M;/H; qui a X associe p(expiX)
et soit J; son jacobien. Soit £2; la composante connexe de 0 de ’ensemble des X € b tels
que J1(X) # 0. Soit z € (M/H),eq. On a :

CM(ZE) = Z TH-MI (y)Xuo (Z)
(y,2) € (My/Hy) x Z/ZNH
po(y,z) =z

= Z TH-M (y)XHo (Z>
ye ExpQ,z€e Z/ZNH

poly,2) =
= 2 Brtpn (VYo (2) | H(Y) [7/2
(Y7 Z) S hl,reg X Z/Zﬁ H
po(ExpY,z) =

Soit Z l'ensemble des (Y, z) € b1,y X Z/Z N H tels que po(ExpY,z) = x. Soit
z = zoexp(Zy +iZ1) € Zexp(h Nz +ihN3). On a po(ExpY,z) = x si et seulement si
Exp(Y + 7)) = x.
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Soit Zy et Z; dans hNj tels qu’il existe Y € by .y avec Exp(Y +2y) = Exp(Y+2,) = =.
Dans ce cas, on a Zy — Z, € I'z.

Soit Zj I’ensemble des X € b,., tels que Fxp X = x. Par ce qui précede, I’application
de Zy dans Z qui a Xy + X1 € hN 3+ by associe (X;, FxpXy) induit un isomorphisme de
Zo/T'z dans Z. Du (ii) de la remarque 5.8 et de ce qui précede, on obtient :

Cule) = > Br(Y) | J(Y) |72

{YGhTeg?EprZI}/FZ

Théoreme 5.11 Soit u € I'y + t7,,,. Alors la distribution C), est l'unique distribution
sphérique vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour tout z € Z(m), on a 2.C,, = v(2)(in)C,

(ii) si v € Trey \ Exp t alors Cy(x) =0

(iii) si X € t.¢, alors

Cu(BapX) =| J(X) |7 Buu(X)

Démonstration : Par le théoreme 4.6, la définition de C), et le théoreme 5.10, il est clair
qu’elle vérifie les propriétés (i) (ii) et (iii). En utilisant Iapplication pgy elle définit une
distribution C’g sur M;/H; et un caractére de Z trivial sur Z N H. Le théoréeme d’unicité
([H2] théoreme 4.1) dans le cadre semi-simple permet d’obtenir I'unicité de C,,. ]

6 Induction de distributions sphériques

Les notations sont celles de la partie I.
Nous allons tout d’abord rappeler brievement le procédé d’induction pour les distri-
butions sphériques défini dans [H3].

On fixe une sous-algebre de Cartan a de hh. On note, comme en 1.3, a; et ag les parties
compacte et vectorielle de a. Soit L = Zg(ag). Le groupe L est réductif, complexe, o-stable

et de méme rang que G.
Pour B € Car(X), on note N1 (B) I'ensemble des h € H tels que h.B C L/L N H.

Théoréme 6.1 ([H3] corollaire 2.4) Soit 6 une distribution sphérique sur L/L N H. On
définit la fonction ind$0 sur X,., par
si B € Car(X) et x € B¢y alors

ind$0(z) =| Dx(z) |72 > 0(h.x) | Dpjpou(ha) V2
he HNL\NFH (B)

Alors
(1) la fonction ind$0 définit une distribution sphérique sur X,
(2) Si 0 est définie positive et extrémale alors il en est de méme de ind%0
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On note Z et Ly le centre et le sous-groupe dérivé de L. Soit 3 et [; leur algebre de Lie
respective.

Lemme 6.2 Les groupes Ly et Z vérifient les propriétés 5.1.

Démonstration : Le groupe L; est connexe, semi-simple complexe. On a donc
mi (L) = Ker exp(2im .)/ Xaen,(p,0) LHa- Soit X € [ tel que exp2ir X = e. Comme le
groupe G est simplement connexe, on a

Xeuwn Y zH,
acA(h,a)

D’apres ([Bou| chapitre 6, paragraphe 1, proposition 28), on a

LGN > ZH,= Y ZH,= Y ZH,

acA(h,a) acAr(h,a) acA(INh,a)

On obtient que L, est simplement connexe.

Il est clair que Z C exp ac et 3 est I'ensemble des X € ac tels que pour tout o €
As(h,a) l'on ait a(X) = 0.

Soit X et Y dans a tels que y = exp(X +1iY') € Z. Dans ce cas pour tout a € Ar(h, a),
on a o(X) € 2irZ et a(Y) = 0. On peut donc écrire y = expXoz avec z € exp j et
expXy € expla;Nly)NZ C Ly N HNZ. On obtient I'assertion 5.1 (ii).

L’assertion (iii) est claire puisque 'algebre a N[y est une sous-algebre de Cartan com-
pacte de [; N h. [

On pose a; = aNl; de telle sorte que a =3NbH + a.

6.3 On note I'y 'ensemble des X € 3 N h tels que exp2: X = 1 et I'; 'ensemble des
A€ (3N h)* tels que pour tout X € I'y, l'on ait A(X) € 27Z. On reprends les notations
du paragraphe précédent. Pour u = po + 1 € I'y + aj,.,, on a défini une distribution
sphérique C, sur L/L N H (définition 5.9).

On pose
6.4 6, = ind$C,.

On choisit un systeme positif AT (h,a) de telle sorte que Af(h,a) soit o-stable. Soit

b=ac+ Z go et soit B le sous-groupe de Borel de G d’algebre de Lie b. On pose
acAT(h,a)
N = exp(Xaeca+(p,a) da) de telle sorte que B = expacN. On définit le caractere x,, de B

par
Xulexp(X +iY)n) = e<m¥>

Soit 7, = ind%y, d’espace H,,. La représentation 7, est unitaire et irréductible.
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Corollaire 6.5 Pour presque tout p € I'y + aj,..,, il existe v, € H > H tel que
0u(9) =< mu(9) 0, v >

Démonstration : La démonstration est analogue a celle de la proposition 4.1 de [H3]. m

Proposition 6.6 Soit x € X,,.
(i) Si x ¢ Exp b alors on a §,(z) = 0. A
(i1) Si X € ey alors on a 0,(Exp X) = 24T 0OMaHATO0IG, (X)) | J(X) |71/

Démonstration : Il suffit de regarder ce qui se passe sur chaque sous-ensemble de Cartan.
Soit B € Car(X) et soit b € Byey. Si NF(B) = ) alors par le théoréme 6.1, la fonction 6,
est nulle sur B,,.

Si N¥(B) # 0, on a

6,(b) = Dx(b) |7* X Culhb) | Dijron(hb) V2
he HNL\NE (B)

Or on a C,,(h.b) # 0 implique h.b € Exp(INh),e, et donc b € Exp by
Maintenant, si X € a,¢4, on a :

0,(Exp X) =
| Dx(Eap X) [ 3 Brawu(hX) | Dijran(h-Exp X) [V2| Jiay(h.X) |7/
he HNIANE (A)

ol Jiny est le jacobien de I'application Exp de [Nk dans L/L N H. Le lemme 4.2.1 de [B
1] permet alors de conclure. [

7 Distributions sphériques stables

Nous rappelons qu'une distribution est dite stable si elle est dans la cloture pour la
topologie faible, de I’espace vectoriel engendré par les f — M (f)(7) ol 7 € X

Théoreme 7.1 Soit 0 une distribution sphérique sur X. Alors 0 est stable si et seulement
si, pour tout v € X,¢, et pour tout x € S, l'on a

Démonstration : On a la formule d’intégration de Weyl suivante : soit H \ Car(h)
I'ensemble des classes de H-conjugaison de sous-algebres de Cartan de . Pour a € H \
Car(h) associée a A € Car(X), on peut normaliser la mesure da sur A de telle sorte que,
pour tout f € D(X), l'on ait

<0.f>= Y e [ a) | Da) 42 M(f)(a) do

acH\Car(h)
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Supposons tout d’abord que pour tout v € X4 et pour tout € S, I'on ait () = (7).
On veut exprimer < 6, f > en fonction des M (f)(a) pour a € A,,.
Soit A € Car(X). Soit A; ... A les composantes connexes de A.

Soit j € {1,...k}. On note p(A;) = (exp ia)u; ou u; € M N H. Soit S(A); 'ensemble
des x € S(A) tels que zujz~t € M.

On note [; 'ensemble des I € {1,...k} tels qu'il existe z € S(A); vérifiant A7 = A,
(ce qui est équivalent & xujz~t = u;). Pour | € {1,...k}, on note W;, ensemble des
r € S(A); tels que Af = A;. On pose a; =| I; | , aj; =| Wy | et 3 = aj;.

Nous allons étudier quelques propriétés des entiers a; et a;.

Tout d’abord on a W;; # 0 si et seulement si [ € I;. Il est clair que | € I; si et
seulement si j € I; et on a a;; = a; ;. D’autre part les a; sont tous non nuls.

Supposons [ € I;. Soit w et w' dans W,;. On a alors

wujwt = wuw' ™! = et done w'Tlw € W,

Donc si wy € W;; alors I'ensemble W;; est I'ensemble des wow avec w € W, ;. Par
suite on a

(%) B =0 = a5 =y,

D’autre part, on a p € I; si et seulement si il existe w € S(A); tel que wyw™ = u,.
Comme par hypothese on a W;; # 0, il existe € S(A); tel que zu;z~! = y; et donc on
a wru;r'w™! = u,. On en déduit p € I;.

Donc on a

() a; = o
D’autre part il est clair que Pon a a;8; =| S(A); |.

Reprenons la formule d’intégration de Weyl.
Par hypothese sur 6, on a, pour tout j € {1...k} et pour x € S(A), :

[, 06 | Dela®) |2 M(f) (@) da = [ 0(a) | Dx(a) 2 M(f)(a) da
= [, 0(@)| Dx(a) |2 M(f)(a") da
On a donc
-1 a a1/25taa—k1 a a) V2 a) da
jz;ajﬁj/Aje( ) | Dx(a) |'? M*(f)(a) da = gzlajﬁjxesz(;)j/?e( ) | Dx(a) |2 M(f)(a) d
=X i 2 [, #@) | Dx(a) ['* M(f)(a) da
k
= % 0(a) | Dx(a) |'* M a) da
W RCIEZOIRSRIGIO
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Si a;; # 0 alors on a vu (voir (*) et (**)) que l'on a a;; = a;; = f§; et a; = a;.
On obtient donc :

3 1 /A 8(a) | Dx(a) |2 M*(f)(a) da = Z/A_H(a) | Dx(a) |Y2 M(f)(a) da

o il A

j=1
= [,0(@) | Dx(a) % M(f)(@) da
Par suite la distribution 8 est stable.

Supposons maintenant que la distribution 6 soit stable.

Soit vy € X,eq. Soit A I'unique sous-ensemble de Cartan de X qui contient vy et soit a
la sous-algebre de Cartan associée a A. On fixe wy € A(A),,.

Soit U un voisinage ouvert de 7y dans X,., N A contenu dans la composante connexe
de 7o dans A tel que pour tout w € A(A),,/Zg(a) I'on ait UN U™ = 0.

L’application de U" x H/Zy(woa) dans H.U" qui a (7, h) associe h.y est alors un
difféomorphisme.

Soit f € D(X) & support contenu dans H.U. On définit la fonction f0) € D(X) a
support dans H.U"™° par .

frol(hy) = f(hryte)

I1 est facile de voir que 'on a
ME(F) = ()

Par suite, on en déduit
<0, ) s=<p, >

et donc
0(0) = 0(15"°)

Soit a € Car(h) associé a A € CarX. On note, comme dans le paragraphe 6, L =
Za(ag), [ Palgebre de Lie de L, Z le centre de L et 3 'algeébre de Lie de Z. On note T, le
réseau des X € a vérifiant exp 21X = 1 et I'; le réseau des A € 3 N b tels que pour tout
X €T'q lon ait A\(X) € 27Z.

Pour p € T + aj,,,, nous avons défini (voir les deux paragraphes précédents) une
distribution 6, = ind¥C,. Nous avons vu (théoreme 5.10 et définition 6.4) que 6, ne
dépend que de lorbite (H N L).u de p. D’autre part, nous avons défini (paragraphe 3)
I'ensemble S(A) = Wy (a) \ We(a) = Wrag(a) \ Wi(a). On peut donc définir

7.2 05 = Y Oup=1indf > Cuy
weS(A) weES(A)
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Théoréme 7.3 La distribution fo est stable.

Démonstration : Montrons tout d’abord que la distribution sphérique T, = > ,cs(4) Cuw.u
est une distribution stable de L/L N H.
Par le théoreme 5.10, pour tout x € (L/L N H),c, on a

T,(z) = > S Bunmywn(Y) | Jp(Y) |72

{Ye(Inh)reg;ExpY =a}/T q weS(A)

ol Jiny est le jacobien de l'application Exp de [Nh dans L/L N H.

Soit B € Car(L/L N H) et soit b € B,.,.

Si b ¢ FExp b alors pour tout b’ €< b >, on a b/ ¢ H.Exp b et par conséquent on a
T,(b) =T,(0)=0.

Si b€ Exp b alors on écrit b = FxpX et dans ce cas , on a S, = S(B).

Pour prouver la stabilité de 7),, il faut montrer que, pour tout x € S(B), on a

Tu(b") = Tou(b)

Soit z € S(B). On a

Tlu(bm) = Z Z B(LﬂH).wu(Y) | ']mf)<Y> ‘71/2
{Ye(INh)reg;ExpY =Ezp x.X} /T qweS(A)
= > > B(LOH).wu(ﬂU-Y) | Jip(Y) |72

{Ye(INh)reg; ExpY =ExpX } /T q weS(A)

Pour avoir le résultat, il suffit donc de prouver que, pour tout € S(B) et Y € b,¢4, on a

Z B(LQH)-'U}H(Y) - Z B(LﬂH).wu(I"Y)

wES(A) weS(A)

Or Harish-Chandra a prouvé un résultat analogue pour la série discrete sur (LN H) ([V]
paragraphe 3.6 Théoréeme 1). La démonstration est la méme pour les transformées de
Fourier d’orbites et on obtient I'assertion précédente.

Montrons maintenant la stabilité de 65

Soit B € Car(X) et soit b € B,.

Si Nf'(B) = 0 alors 65 est nulle sur B, et donc elle est nulle sur tout élément de
<b>.

Si N (B) # 0, on sait que si b ¢ Expb alors pour tout w € S(A) on a ,,,(b) =0 et
donc 6% est nulle sur < b >.

On suppose donc maintenant que b = FxpX avec X € b. Soit © € S(B). D’apres le
théoreme 6.1, on a

05 (b%) =| Dx(b) 2 Y7 > Cupulhd®) | Dijpan(hb®) V2
he HNL\NE (B) weS(A)
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Pour h € NH(B), on a

hb* = Exp he. X = Exphah 'h.X = (h.b)M*h"

D’autre part, Papplication de S(B) dans S(h.B) qui & w associe hwh™! est un isomor-
phisme.

Comme d’une part >,,cs(4) Cuw., €st stable et d’autre part
| Diyran(hb®) |Y2=| Dpjram(hb) [V, on obtient

0(67) = 031 (0)

On a donc prouvé le théoreme. [
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IIT Correspondance entre deux espaces
symétriques

On considere comme dans la partie I un groupe de Lie GG semi-simple complexe connexe
et simplement connexe d’algebre de Lie g. Soit ¢ et 7 deux involutions de g vérifiant les
propriétés suivantes :

(i) les algebres g7 et g7 sont des formes réelles de g

(ii) le groupe G7 est quasi-déployé (c’est-a-dire G admet un sous-groupe de
Borel)

(iii) 'automorphisme o7 est intérieur
On note X, = G/G? et X, = G/G".

Le but de cette partie est d’établir une correspondance entre les distributions sphériques
stables de X, construites dans le paragraphe 7 et celles de X,. Les résultats et les méthodes
utilisées sont analogues a ceux de D. Shelstad dans [S].

On va établir cette correspondance a partir du résultat suivant de R.P. Langlands
([SW] lemme 2.1 page 106) : sous les hypotheses précédentes, on a

Pour tout a € Carg?, il existe g € G dépendant de a tel que g.a C g”.

On reprends les notations des parties précédentes en précisant par 'indice o ou 7 sur

quel espace symétrique on travaille. Pour n = o ou 7, on rappelle que ¢, est la bijection

de X, dans M,, C G qui & p,(g) associe gn(g)~".

8 Sous-ensembles de Cartan. Eléments réguliers
Soit n = o ou 7. Pour A € CarX,, on pose

<A>=[] g4

geGT

I'ensemble des conjugués sous G” de A et on note < CarX, > I'’ensemble des classes de
G"-conjugaison de sous-ensembles de Cartan de X,.

8.1 Soit A € CarX, associé a a € Carg?. Il existe g € G dépendant de a tel que g.a C g".
L’algebre b = g.a est alors une sous-algebre de Cartan de g7. Si ¢’ est un autre élément
de G tel que b’ = ¢’.a C g7 alors les algebres b et b’ sont G"-conjuguées. Soit B et B’ les
sous-ensembles de Cartan associés a b et b’. Par ce qui précede, on a

B e< B>
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Soit @' € Carg? et ¢ € G tels que ¢'.a’ soit G™-conjuguée a b. Dans ce cas si A" est le
sous-ensemble de Cartan associé a a’, on a A" €< A >. On en déduit que < B > ne
dépend que de < A >.

On peut donc définir 'application T de < CarX, > dans < CarX, > qui a < A >
associe < B > défini ci-dessus. Par ce qui précede I'application 7" est injective.

Il est faux en général que sous les hypotheses précédentes 'on ait

99s(A)g™" C . (B)
Par contre on a le résultat suivant :

Lemme 8.2 Soit A; une composante connexe de A. Il existe alors x € G et une compo-
sante connexe B; de B tels que

29y (Aj)x™ = ¢ (B;)

Démonstration : On a décrit dans le corollaire 1.7 les composantes connexes de A.
Il existe donc un ensemble 1 de racines imaginaires non compactes deux a deux for-
tement orthogonales tel que, si g, = expg(Xa — X_,) réalise s, alors

A; = p,(expia H Ja)
acy

Pour avoir le résultat voulu, il suffit de prouver :
(*) il existe z € G tel que x.a = b et tel que ' = {z.c;; @ € 1} soit un ensemble de
racines imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales de Ar(g7, b).

Pour « une racine imaginaire non compacte de a, on note ¢, la transformée de Cayley
relative a o (voir 1.8). Si a et 3 sont fortement orthogonales, alors ¢, et ¢g commutent.On

peut donc poser
Cw = H Cq

acy

Soit a, la sous-algebre de Cartan de g7 obtenue a partir de a par ¢y (par transformations
de Cayley successives).

Il existe gy € G tel que gg.a, = by soit une sous-algebre de Cartan de g".

D’apres ([Sc] proposition 2.16), il existe ¢’ un ensemble de racines imaginaires non
compactes deux a deux fortement orthogonales de A;(g7,b) et ug € G7 tels que

cyrbe = up.boc

Soit [ = Zg(ag). On a alors g.I = Zy(bg).
Soit 9§ 'ensemble des ug'eya’ pour of € 9. Cest une base du Q espace vectoriel
engendré par Ag(g.l, boc) ([Sc] lemme 2.22).
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D’autre part, soit 1y I'ensemble des cya pour a € . C’est une base du Q espace
vectoriel engendré par Ag([, ayc). Par suite les ensembles 9y, et go.¢)p sont G™-conjugués
(lemme 2.19 de [Sc]). Soit u € GT tel que ugo.vo = 1. On pose

-1
T = Cyi UgUGoCy

Par construction, on a x.¢) = ¢’ et x.ac = be. On peut écrire a = Z RiH,+ ﬂ Kera. Par

acY acy
suite, on a a, = Z RH,+ ﬂ Kera. Les racines de ¢yt sont réelles. Soit zg = uougo.
a€cyy aEcy. P
On a zg.ay, = by et ¢y’ = zocytp. Donc on a z.a = Z RiH,+ ﬂ Kera = b. L’élément
acy’ acy’
x vérifie donc bien la relation (*) ]

On définit un ordre sur < CarX, > de la manieére suivante :
On dit que < Ag ><< A; > si et seulement si il existe A €< Ay >et A} €< A; >
associés respectivement a aj, et aj tels que app C afp.

Lemme 8.3 (/S] lemme 2.8)

(1) si < Ay ><< Ay > alors T(< Ayg >) <T(< Ay >),

(i1) si < B >€ ImT et si < B ><< B > alors on a < B' >€ ImT,

(111) soit a est une sous-algébre de Cartan fondamentale de g° et A le sous-ensemble
de Cartan associé a a. On note < B >=T(< A >). Alors la sous-algébre b associé a B
est fondamentale.

On regarde maintenant 1’action de T sur deux sous-ensembles de Cartan adjacents.

Soit B € ClarX, associé a b € Carg”. On suppose < B >€ ImT et on fixe A € CarX,
associé a a € Carg? tel que T'(< A >) =< B >. Soit g € G tel que g.a = b.

Soit a une racine imaginaire non compacte de b. On note B, le sous-ensemble de
Cartan adjacent a B relativement a a.

Lemme 8.4 (i) Soit 3 = g '.a. Alors la racine 3 est une racine imaginaire de a,

(11) Si < By >€ ImT alors il existe w € Ng(a) tel que wf soit une racine imaginaire
non compacte que l’on note 6. On a alors T < As >=< B, >,

(11i) Si < By >¢ ImT alors pour tout w € Ng(a) la racine wf est imaginaire com-
pacte.

Démonstration : L’assertion (i) est immédiate.

Prouvons (ii). Soit Ay € CarX, tel que T' < Ay >=< B, >. Il existe donc gy € G tel
que go.ag = b,. Les arguments utilisés lors de la démonstration du lemme 8.2 assurent
quil existe § € Ap,.(g%,a) et ug € G7 tels que as = ug.ap et csd = uogo_lcaa. Soit
w = ¢ upgy 'cag. On a alors wB = § et w € Ng(a). Les algebres as et ag étant G-
conjugués, on a T' < As >=< B, >. L’assertion (ii) est donc prouvée.

Maintenant supposons que < B, >¢ ImT. Le raisonnement précédent montre facile-
ment l'assertion (iii). ]
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Nous allons maintenant définir une application entre les orbites stables des éléments
réguliers de X, et celles des éléments réguliers de X .

Soit v € X, yeg. L'élément ~ appartient & un unique sous-ensemble de Cartan A, de
X, associé a a, € Carg?. Soit 7' € X, ,¢,. On note B, I'unique sous-ensemble de Cartan
de X, associé a b, € Carg” contenant 7.

Définition 8.5 On dit que ' provient de v s’il existe g € G tel que

(i) gpo(7)g~" = -(7),

(ii)g.a, = by,

On note P(7') l'ensemble des v € X, ,eq tels que v provient de v et I(y) l’ensemble
des v € X, eq tels que ' provient de .

Lemme 8.6 Si' € X, ., et siy € P(v') alors on a P(y') =<~y > et I(y) =<7 >. De
plus, 1(vy) ne dépend que de <~y >.

Démonstration : Si vy € P(v') alors ¢,(70) et ¢, (77) sont G-conjugués et donc
Yo €< v >. Si g €<y > alors il existe g et ¢ dans G tels que ¢’ (70)9 ! = v (7) et

92s(1)97" = - (7).
On a donc g9’ (70)(99") " = - (') et Ad(gg')a,, = b.,. Par suite, on a vo € P(v').
Les autres assertions du lemme se démontrent de la méme fagon. [

On définit 'application Ty de I'ensemble des orbites stables des éléments réguliers de X,
dans I’ensemble des orbites stables des éléments réguliers de X, par :

To(<vy>)=1(v)

Remarque : (1) L’application Ty est injective mais non surjective
(2) il se peut que < B >€ ImT et qu'il existe v € B,.4 avec < v >¢ ImTj.

9 Intégrales invariantes stables.

Les notations sont celles du paragraphe 3.

Théoréme 9.1 Soit Fy € ID*(X,). Soit F Uapplication définie sur X, ., par

, Fo(vy) si<v >=Th(<y>),
F(’}/) = : /
0 si < >¢ ImTy.
Alors F € ID(X,).
Démonstration : Comme Fj est constante sur chaque orbite stable, I’application F' est

bien définie. Il est clair qu’elle est constante sur chaque orbite stable d’éléments réguliers
de X, ¢4 €t qu'elle est de classe C™ sur X, .
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Soit B € CarX, associé a b € Carg”. La relation I7*(X,,¢,) est immédiatement
vérifiée.

La preuve de I5'(X, ,,) et de I5(X, ,c,) est différente selon que < B > appartienne a
I'image de T" ou non.
1" cas: < B>¢ ImT

Dans ce cas, pour tout 7' € B,., on a < v >¢ ImTj. En effet si v/ € B,, avec
< ' > ImT, alors il existe 7 € X4 €t g € G tels que gp,(7)g™ = p-(7) et g.a, = b.
On aurait alors T'(< A,~) >=< B > ce qui est impossible.

Donc, pour tout v € B,y on a F(y') = 0. La relation I5"(X;,,) est donc vérifiée sur
B.

Soit @ une racine imaginaire non compacte de b. Le sous-ensemble de Cartan B,
adjacent a B vérifie alors < B ><< B, >. Le lemme 8.3 permet de conclure que
< Bys ¢ ImT.

Par suite, l'assertion I5/(X ,.,) est vérifiée au voisinage de chaque point semi-régulier
de type hyperbolique de B.
2°M¢ cas : < B >e ImT

Soit A € CarX, tel que T(< A >) =< B > et soit a la sous-algebre de Cartan de g°
associée a A. On fixe x € G tel que z.a = b.

Soit 7' € B tel que pour tout w € S(B)., l'on ait v € By, c’est-a-dire, tel que
pour toute racine imaginaire non compacte 3 'on ait £(7"™) # 1.

U g (7 )N M, = () alors il existe un voisinage V' de 7' tel que tout élément
geG
y € Viey vérifie < y >¢ ImTj. Dans ce cas, I'application F' est nulle sur V,, et donc se

prolonge de fagon C*° en .

i (U ge-( YN M, # 0, on fixe y € Aet g € G tel que g.a=bet gp,(y)gt =
geG
- (7). Pour prouver que Fp vérifie I3'(X,,.,) sachant que Fy/A vérifie I51(Xy,eq) , il
suffit de montrer le résultat suivant :
s'il existe wy € S(A), tel que y*° ¢ A} alors il existe w' € S(B)., tel que v ¢ BY,,..

Soit wy € S(A), et soit a une racine imaginaire non compacte de A;(g%, a) tels que
(7)) = 1. Soit a, et A, la sous-algebre de Cartan et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement a a et A. On a v*° € A, et donc il existe xg € G, by € Car(g")
et Yo € By tels que 90 (7"0)zy " = ©r(70) et 2g.a, = by.

Comme dans la démonstration du lemme 8.2, il existe § € Ap,.(g7,b) et u € G™ tels
que cgfl = urocar. On pose x = cgluxoca. On a vu ( démonstration du lemme 8.2) que
I'on a z.a=0.

Soit w' = zwyg~'. Montrons tout d’abord que w'¢, (v )w' ™! € M,. Soit § = c5.3. On
a alors &(75) = &ugeaa(V0) = &a(7*?) = 1. On en déduit w'p (y)w' ™ = zp,(y"°)z ™" =
c5 o (18)es = - (95)-
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L’élément """ existe donc. Comme y, € B N Bg, on obtient

&(7") = &) =1

et donc v ¢ Brp..
On a donc prouvé que Fj vérifie I5 (X, eq).-

Soit maintenant 7' € B semi-régulier de type hyperbolique. Soit +« les deux uniques
racines (imaginaires non compactes) telles que £1,(7') = 1.
Soit B, le sous-ensemble de Cartan adjacent a B relativement a a.

Si (U g-(7")g") N M, = 0 alors il existe £ > 0 tel que pour tout ¢ €]0,¢[, I'on
geG
ait < exp — tH,.y' >¢ ImTy. Dans ce cas I5/(X, ;) est vérifiée puisque F' est nulle au

voisinage de 7.
Si (| g¢-(v)g7") N M, # 0 alors il existe € > 0 tel que pour tout ¢ €]0,¢[, 'on ait
geG
< exp —tH,y >€ ImTy. On fixe alors v € A et g € G tel que g.a = b et gp,(7)g~! =

- (7')-

Si < B, >€ ImT, alors d’apres le lemme 8.4 et ce qui précede, on peut supposer que
3 = g~ '.a est une racine imaginaire non compacte de a. Donc la relation 51 (X} reg) pOUr
7' découle de I$(X, eq) vérifiée par Fy au point 7.

Si < B, >¢ ImT, toujours d’apres le lemme 8.4, la racine 3 = g~ '.« ainsi que toutes
ses transformées par Wg(a) sont imaginaires compactes.
La relation I$*(X; ,¢,) pour ' découle alors de I5 (X, ,eq)-

Dans tous les cas, on a vu que F vérifie I5*(X; ¢,). Le théoreme est donc prouvé. m

Corollaire 9.2 Soit f € D(X,). Alors il existe f' € D(X;) telle que, pour tout v € X, ¢q,
l'on ait ) / ( )
ME()(y) si<™y >=Th(< v >
st pl AN o
M (f)(v)—{ : PSR

On dira que f’ est correspondance avec f.

10 Distributions stables

Nous allons définir une application correspondance C de l’ensemble des distributions
stables de X, dans l’ensemble des distributions stables de X,. Nous donnons l'image
par C des distributions sphériques stables construites au paragraphe 7.

Proposition 10.1 Soit 6" une distribution stable sur X,. Soit f € D(X,) et f' € D(X,;)
telles que f et f' soient en correspondance. Alors, on a

(1) <0, f' > ne dépend pas du choix de f' en correspondance avec f,

(i1) L’application 0 qui a f € D(X,) associe < @', f' > est une distribution stable sur
Xy
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Définition 10.2 On définit l’application correspondance C de D(X;)q dans D(X,)q par
<C(0), f >=< 0, f" > si f'est en correspondance avec f

Démonstration : Comme la distribution ' est stable, elle appartient a (KerMsH)+ et
donc (i) est immédiat.

Il est facile de voir que Papplication C** de ID*(X,) dans ID%(X,) définie dans le
théoréme 9.1 est continue. D’autre part, par le théoréme 3.12, il existe ©' € ID* (X, )
telle que 0" =" M5 (©'). Par suite on a < 0, f >=< ©',C*(MZ(f)) >. On en déduit donc
que 0 est continue et donc elle définie bien une distribution sur X, .

Par définition meéme de 6, il est clair qu’elle est stable. [

Théoréme 10.3 Soit 0 une distribution sphérique stable sur X, propre pour un caractére
X de Z(g). Alors la distribution 0 = C(6') est une distribution sphérique stable sur X,
propre pour le caracteére x.

De plus, siy' € X, eq €t 507 € Xy ey avee To(< v >) =<' > alors on a

Démonstration : Par ce qui précede, on sait que 6 est stable et donc elle est G-
invariante.

Soit n = o ou 7. Soit u € Z(g) = Z((g")c). On notera 9,(u) l'action de u comme
opérateur différentiel sur X,. Soit u —' u 'antiautomorphisme principal de U(g) donné
sur g par X — —X.

Dans toute la suite de cette démonstration on fixe f € D(X;) en correspondance avec
f e D(X,).

On a donc pour u € Z(g)
<0l [ >=<0,0,("u)f >

< 0,(u)0, f >=<0,0,('u)f >

Montrons que 'on a : C(0-(u)0") = 0,(u)6.
Il suffit de prouver que les fonctions 9, (*u) f’ et 9,(*u)f sont en correspondance.
Soit 7' € Xi,eg €t v € X ey tels que To(< v >) =< v >. Soit A € CarX, et
B € CarX, les sous-ensembles de Cartan contenant respectivement 7 et /. Leurs algebres
de Lie respectives a et b sont donc G-conjuguées.
On note v, (respectivement 7, ) I'isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) sur S(a¢)" (@-%c)
(respectivement sur S(bc)"(@bc)). Par le lemme 12.1 de [Sa 2], on a

ME O, (u) f') s = O (o () ME ()
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Il faut donc prouver que 'on a :

Or (7 ("u)) ME(f)B(7) = 05 (Vo (")) ME (f) a(7)

Comme les algebres a et b sont G-conjuguées et comme f’ et f sont en correspondance,
ceci est immédiat. On obtient donc

Or, par hypothese, on a 0,(u)f’ = x(u)f'. Par suite, la distribution 6 est sphérique et
stable sur X, propre pour le caractere x.

Montrons maintenant la deuxieme assertion du théoreme. On fixe comme précédem-
ment ' € D(X;) en correspondance avec f € D(X,). Nous allons utiliser les formules
d’intégration de Weyl sur X, et X, et nous rappelons les notations utilisées lors de la
démonstration du théoreme 7.1.

Soit < Clarg” > un systeme de représentants de classes de (G7-conjugaison de sous-
algebres de Cartan de g°.

Soit a €< Carg? > et soit A € CarX, le sous-ensemble de Cartan associé. Soit C4
I’ensemble des composantes connexes de A. On définit une relation d’équivalence R sur
Ca par

C R C' si et seulement si il existe w € S(A) tel que wp, (C)w™ = ¢, (C").

On choisit (A; ... Ay,) un systeme de représentants de C4/R. Soit n(A;) le cardinal
de Pensemble des w € S(A) tel que we,(A4;)w™" = p,(A;). La formule d’intégration de
Weyl s’écrit alors :

<Of>= Y Y [ 0] Do) [ M) ()

ac<Carg®> | Wee (a) |j:1 n j

Formulons de la méme maniere < @', f' >.

Soit B € CarX,. Si < B >¢ ImT alors la fonction M5! (f’) est nulle sur B.

On définit T" < C'arg® > comme étant I'ensemble des classes de G7-conjugaison des
b € Carg” tel qu'il existe a €< Carg? > et x € GG vérifiant x.a = b.

On a alors :
SN SR LRI
’ beT<Cargf’>| We-(b) |j:1 n(B;) /b, . T

Soit b € T < Carg® > et soit B le sous-ensemble de Cartan associé. On note
By, ... By, un systeme représentatif de classes pour la relation R des composantes con-
nexes de B. Soit [ € {1,...kg}. Soit b et V' dans Bj,.,. 1l existe alors X € b tel que
©r(b) = o (V)exp i X. Par conséquent < b >€ ImTj si et seulement si < b’ > I'm/Tj.
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Si b € Byeg avec < b >¢ ImTy alors M5(f') est nulle sur By, par ce qui précede.

Donc dans la somme défissant < 6’, f >, on ne doit considérer que les [ € {1...kp}
tel que B; N ImT, # (). Dans ce cas, il existe un unique j € {1...ka} tel que p,(A4;) et
- (B;) soient conjugués.

En utilisant le lemme 8.2, on peut supposer qu’on est dans la situation suivante :

pour tout j € {1,...ka}, il existe z; € G tel que zj.a = b et z;0,(A4;)z;" = o, (B;)
pour tout [ € {ks +1,...kp} et pour tout b € B¢y, on a < b >¢ ImTy.

Par définition de 6, on a < 0, f >=< ¢, f’ >. Pour avoir le résultat voulu, il suffit de
prouver que pour tout j € {1,...ka}, on a :

n(B;) | Wer(b) |=n(4;) | Wee(a) |

On pose ¢, (A;) = exp ia uj et v, (B;) = exp ib v; avec zju;z;' = v;. On note S(A);
'ensemble des w € S(A) tels que wp, (A;)w™ C M,.

Par définition, on a

J

n(4;) =| S(A); N Za(wy) |

Or, on a
S(A)] N Zg(Uj) = Wga(a) \ W(;(Cl) N Zc;<Uj)

On obtient donc
n(A;) | Wee(a) |=| Wa(a) N Za(u;) |

De méme on a
n(B;) | Wer (b) |=| Wa(b) N Za(v)) |

Comme on a zj.a = b et zjujz; = vj, il est clair que application qui & w associe rjwx
est une bijection de Wg(a) N Zg(u;) dans We(b) N Zg(v;).

J

La démonstration du théoreme est donc achevée. n

Soit a € Carg?. Soit L = Zg(ag) et [ = Zy(ag). On note [; la partie réductive de [ et 3 son
centre. Soit I'y 'ensemble des X € 3 M g7 tels que exp 2i.X = 1 et soit [ le dual de I',
c’est-a-dire 'ensemble des A € (3N g7)* tels que pour tout X € I'y 'on ait A(X) € 27Z.
Soit p € I'y + aj,.,- On a défini dans le paragraphe 7 une distribution sphérique stable
sur X,. On la notera 6% (o, i) pour préciser sur quel espace symétrique elle est définie.

Soit x € G tel que x.a = b soit une sous-algebre de Cartan de g”. [’élément x.;1 dépend
du choix de z tel que x.a = b, par contre la distribution 6% (7, x.u) est indépendante de
ce choix d’apres 7.2.

Pou nn = o ou 7 on note K" un sous-groupe compact maximal de G" et on pose

1
qen = §dim(G’7/K’7)
D’apres ([W] page 225), on a ggr — qgo est un entier.
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Théoreme 10.4 Soit 7' € X, ., provenant de v € X, ;4. Alors on a

0° (0 1) () = (1)1 0, ) ()

Démonstration :

1¢" cas : on suppose tout d’abord que G? admet une série discrete et que a est une sous-
algebre de Cartan compacte de g°. Dans ce cas, 'algebre b est également une sous-algebre
de Cartan compacte de g".

Soit © = C(6% (1, z.u)). D’apres le théoreme 10.3, il suffit de prouver que 'on a © =
(—1)7e7 =97 6% (0, pr).

Or par le théoreme d’unicité et le théoreme 4.6, la distribution 0% (o, 1) est 'unique
distribution sphérique telle que :

(i) pour tout z € Z(g), on a z.0°(o, 1) = v5(2)(in)0° (o, 1) (7, est l'isomorphisme
d’Harish-Chandra)

(ii) si z € Ayey \ Exp a alors 65 (o, u)(x) =0

(ili) si X € a,¢, alors

i<wp,X >

st _ |A+nc(907u)| A+ (g7,a)] ZwGWG(ﬂ)g(w)e
0% (o, ) (ExpX) = (—1)!%1 (24) HaeA:{(ew(X) — e—ia(X))

(ot A est I'ensemble des racines « telles que i < p, Hy >> 0)
Par le théoreme 10.3, il est clair que © vérifie (i).

Soit a € A, et soit b € B, provenant de a. Si a ¢ Exp a alors on a b ¢ Exp b et
donc

O(a) = 0° (7, 2.u)(b) = 0

Sia = ExpX € A,, alors il existe g € Ng(b) tel que b = Exp gx.X. Par conséquent, on
a

N i<we. p1,gr. X >

VAL B oA (a7 b)| weWa(s) E(W)e
O(a) = (=1 (24) (eioloz.X) — g-ialgr X))

HaEA;N
<wp, X >

— (1) Ahaele7 (9715t 70 ZweWe(a E(W)e™"
HaEAI (eza(X) _ e—za(X))

Oron a | A}, .(g7,b) |= qor ([W] page 225). On obtient donc :

O(a) = (=1)77 7% 6" (0, 1) (a)

2°¢ cas : On traite maintenant le cas général. Comme précédemment, on note L = Zg(ag)
et [= Zg(ClR).
Dans ce cas, on a L' = zLa~! = Zg(bg) et I = Adzl = Z,(bg).
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Par construction, on peut écrire (voir 7.2)
6° (0, p1) = ind{T(L, 0, 1)

et
0 (1, 2.10) = indST(L, 7, 2.10)
ouT(L,o,pn) = Z Cy.p, est définie en 5.8. C’est une distribution sphérique stable sur
weS(A)
L/L?. Pour montrer que 6% (o, ) et 85 (7, z.11) sont en correspondance, on veut utiliser le
premier cas. Pour cela, on définit 'involution 7’ sur G par :

(9) = 2 1 (wgr Nz

Cet automorphisme vérifie les propriétés immédiates suivantes :

(i) Papplication de G™ dans G™ qui & ¢ associe zgz~! est un isomorphisme et donc
G™ est quasi-déployé et g™ est une forme réelle de g,

(i) il existe Iy € L tel que o7’ = Adly.

Il est clair que a € Carg” Ng”™ et par conséquent le groupe L est o et 7/-stable. Vu les
propriétés précédentes, on peut appliquer le premier cas aux espaces symétriques L /L
et L/L™. On obtient donc, pour ' € (L/L™),e, provenant de v € (L/L%),c,

(%) T(L,o,p)(7) = (=)= T(L, 7', 1) (7)

On veut maintenant induire ces distributions et prouver ’assertion suivante :
(**) pour tout 7' € (G/G™ ),y provenant de v € (G/G),eq, on a

indST(L, o, 1)(y) = (—1)%~ " ind§T(L,7', 1)(+)

Pour cela, nous allons utiliser I'expression des distributions induites sur chaque sous-
ensembles de Cartan (6.1).

Soit Ay € CarX, associé a ag € Carg?. Soit xg € G tel que xg.ag = by C g et soit
By € CarX,, associé a by.

L’ensemble N (Ap) est vide si et seulement si on a < A >>< Ay >. Comme xg.a9 =
by, il est clair que < A >>< Ay > si et seulement si < A >>< By >.

Dans ce cas, les distributions ind¢T (L, o, p) et ind$T (L, 7', 1) sont nulles respective-
ment sur Agpeg €t Bopeg-

On suppose maintenant que ay € Carl?, by € Carl”™ et o € L.
Pour prouver (**), nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme : (i) Soit g € NF°(A). Alors il existe ¢’ € G™ tel que ¢'zog™" € L,
(ii) On a ¢’ € N7 (By) et si g” est un autre élément de G7 tel que ¢"zog~" € L alors
g// c LT/g/,
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(iii) L’application I de N (Ag) dans L™ \ N, LGT/(BO) qui & g associe L7 ¢’ induit un
isomorphisme de L7 \ N7 (Ag) dans L™ \ N (By).

Démonstration du lemme : Soit g € N, LG”(AO) et soit a; = g.ap. On construit tout d’abord
une sous-algebre parabolique p de composante de Levi [. Il existe X; € a;r tel que pour
tout o € A(g, al(c) \ A](g, Cll(c) I'on ait Oé(Xl) 7é 0.

On pose u = Z go et p = [+ u. L’algebre p est une sous-algebre parabo-

a€A(g,a:¢);0(X1)>0
lique o-stable de composante de Levi [.

Soit z = wog~' et Xy = 2.X;. On a alors X, € bgr et pour tout o € A(g,boc) \
Ar(g, boc), on a a(Xy) # 0.
Par suite, on a z.p = z.[ + Z go- L’algebre z.[ contient by, elle est donc
a€A(g,boc);a(Xo0)>0
7'-stable. On en déduit que z.p est 7’-stable.

D’apres ([Bo.T] théoreme 20.9 page 228), il existe ¢ € G™ tel que ¢'z.p = pet g'z.[ = [.
On en déduit donc que ¢’z = ¢'rog~" € L, ce qui prouve I'assertion (i).

On a ¢'.by = g'zog 'g.a0 et donc ¢’.by C ["". Par suite, on a ¢’ € ./\/}?T/(Bo). Si g” est
un autre élément de G7 vérifiant (i), alors on a ¢ "'¢” € LNG™ = L™. On obtient donc

(ii).

Un raisonnement analogue a celui utilisé précédemment prouve facilement la sur-
jectivité de I. Maintenant si g et ¢’ sont dans NF°(Ap) avec I(g) = I(¢') alors on a
¢ 'g € G°NL = L. Ceci acheve la démonstration du lemme.

Démonstration de (**) : Soit v € By,eq provenant de v € Ag,.,. On peut supposer que

Pon a zop, (7)7 " = ¢r (7).
Soit g € NF7(Ap) et soit ¢’ € I(g). Alors on a

g9~ 9o (7)™ 925 9" = g'or (7)™
¢’est-a-dire /9" provient de 9.
Par (*), on a
T(L,o,1)(v?) = (=) " T(L, 7', ) (")

D’autre part, d’apres ([S] proposition 6.6), on a ¢, — qro = ¢ — qgo-
En utilisant 1'expression des distributions induites (6.1) et le lemme précédent, on
obtient (**).

Les espaces X, et X, sont isomorphes par 'application ® qui & p,-(g) associe p,(xgz™').
Les espaces L/L™ et L/L™ sont isomorphes par la méme application.
Donc, pour tout p,/(I) € (L/L™),eq et tout g € G, on a

T(L, 7, 1m)(pr (D) = T(L', 7, 2.10) (pr (xlz ™))
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et
indT(L, 7', 11)(pr(g) = indG T(L', 7, x.40) (pr (xg2~")

Maintenant si 7/ € X, ¢, provient de v € X, ¢, il est clair que 71(7) € X/, provient
de 7.
On en déduit donc le théoréeme. m

Corollaire 10.5 Si f € D(X,) est en correspondance avec f' € D(X,) alors on a

< 0o, p), f >= (—1)17 79" < gt(r 1), f >
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