Quelques solutions d’exercices de concours

David Hernandez

1 ENS Ulm

1.1 Enoncé

. _(Id A
SmtAEMn(C)etB_(A* 1d

du produit hermitien canonique sur C™.
Soit A € M,(C) et F = {{XAX,X € M,(C) et || X|| = 1}. Soit (H) la propriété : I(z1, z2,23) € C tels que
|z1] = |z2| = |z3] =1 et F est contenu dans le triangle de sommets z1, z2, z3. Montrer que (H) = || 4| < 1.

On pourra d’abord montrer que (H) <= (H') avec (H') la proprifé 3(A;, A2, A3) € (M,(C))?, hemitiennes
positives, 3(21, 29, 23) € C3, tels que A = 21 Ay + 2045 + 2343, |21]| = |22| = |2z3| = 1 et Id = A; + Az + As.

). Montrer que B positive <= ||A|| < 1, ou ||A4|| désigne la norme héritée

1.2 TUne solution

Soit X € C?*. On pose X = (?1) ol (X1,X>) € (C*)2. Alors :
2

tXBX :t Xle +t XQ.XQ +t XlAXz +t .X_QA*.XI
Supposons que ||A|| < 1. Alors l'inégalitée de Cauchy-Schwartz implique :
" X1 AX,| < [ X []1 Xzl

et
"X A* X1 | < || X[l Xo||

car ||A]| = ||4*||. D’ou
'XBX Z | X1” + | X2l — 2| X1 |1 X2l = (| X1]| — | X2]))* >0

Ceci étant vrai quelque soit X € C*, B est positive.

Réciproquement, supposons & présent que B est positive. Soit Y € C". Pour X5 =Y et X; = —AY, on obtient
tEXBX = ||Y])? — ||[AY||? > 0, soit ||AY|| < ||Y]|. Ceci étant vrai quelque soit Y € C™ , on obtient ||A| < 1.

Montrons & présent le résultat de ’indication :
Lemme 1. Les propriétés (H) et (H') sont équivalentes.

Démonstration: : Supposons (H') vérifiée. Soit X € C" tel que || X|| = 1. Alors
EXAX = (tXAlX)Zl + (tXAzX)Zz + (tXA3X)Z3

avec
EXAX+H XX+ XAX =|X|P=1

On obtient ainsi une écriture de tX AX comme barycentre de z1, 29,23 & coefficients positifs. Donc 21, 22, 23
conviennent pour (H).

Supposons (H) vérifiee. Soit X € C", || X|| = 1. On peut alors écrire :

EXAX =21 + B(X) (22 — 21) + 7(X) (23 — 21)



avec
On peut toujours supposer que (25 — 21,23 — 21) est une base de C. Pour (Y, Z) € (C™)?, on peut alors définir
f(Y,Z) et g(Y, Z) de maniére unique par :

tYYAZ = th?Z + (22 - Zl)f(Y, Z) + (23 — Zl)g(Y, Z)

On vérifie alors immédiatement que f et g sont sesquilinéaires. Soient Bs et B3 les matrices associées respecti-

vement & f et g, puis
. By + By*

2
Alors Aq, Ay, A3 sont hemitiennes. Pour X € C*, on a :

. B3 + B3*

A2 7A3_ 9 3A1:Id_A2_A3

[X[|=1="XA4:X = B(X),! XA3X =v(X),) XA X =1 - (X) —v(X)
donc A;, A2, Az sont positives, et finalement A = z; Ay + 20 Ay + 2343, d’ou (H'). O

Le lemme étant acquis, supposons (H), et considérons z1, 22, 23, A1, Ay, A3 comme dans (H'). Alors :
B = Id A _ A1 Z1A1 + A2 ZQAQ + A3 23A3
“\A4A* Id) T \z4, A Ay As ZAs  As
1 =z

A A) est positive. En effet C = (E a

Or si z € C, A est hermitienne positive et |z| = 1, alors C = (EA A 1

pour polynéme caractéristique P(X) = X (X — 2), et se laisse donc diagonaliser sous la forme ((2) 8) On en

. 2A . . . . .
déduit que C est semblable & ( 8) qui est diagonalisable & valeurs propres positives puisque A 1’est. Donc

0
toutes les valeurs propres de C' hermitienne sont positives, donc C' est positive. Ainsi B est positive comme
somme de matrices hermitiennes positives, donc ||A|| < 1 d’aprés la premiére partie de I’exercice.

2 Ecole Polytechnique

2.1 Enoncé

On considére I’équation 2 — 2 — 1 = 0 (E). Que dire des racines ?

sin(a”™ %)

Soit « la racine réelle. Etudier ) -

n>1

Que dire de ) cos(a”3) 9

n
n>1

2.2 Une solution

Une étude de la fonction réelle f : z — 23 — x — 1 montre que (E) admet une unique racine réelle a et que
a > 1 (car f(1) < 0). Le polynoéme associé a f étant a coefficients réels, notons 3 et v les deux autres racines
complexes conjuguées. On a alors : aBy =1et By =|6> = |? = |8] < 1.

Soit up = a™ + 8" +~4™ pour n € N. Alors Vn € N, upt3 = tnt1 + Up. Or ug = 3,43 = 0,0 =u? =uy — 2 =
us = 2. On obtient donc par une récurrence immédiate Vn € N, u, € Z.
Soit

Jsin[= (8" +7") 7]

1. T , T 2
Wy, = E[sm(ani) - sm(ung)] = Ecos[(oz" + up)

e~y
PN

Alors

™

2 2 ™

< Zlsi n n ~ Zipn n|t
wal < Zlsinl(8" +4M 5~ Zigr ]
car || < 1. Or ceci est le terme général d’une série convergente, donc ) zin{o” 5)

n>1

est de méme nature que

Z sin(un %) )

n
n>1



Notons encore uy, la suite vue dans Z/4Z. La quantité sin(u,7) est bien définie. On calcule :

n |0]1]2]|3]4]5|6]7|8|9]10]11]12]13|14]|15|16

u 1{1]3]2]0f1 [2 |1 [3 3]0 |2

Soit v, = Up414. On a alors pour n = 0,1,2,u, = v, et on obtient donc par une récurrence immeédiate
Vn € N,u, = v,. Cest & dire que (u,), est 14-périodique.

Le nombre de termes 14 étant fixé, et comme lim % =0, la série ), %n"%) est de méme nature que

n—00 n>1
5 |3 stepn),
n>1 Lk=0
Or
isin(um_k%):_l_ (NN SN SRR SRR SEN SR S 0(%)
n+k n n+3 n+d n+6 n+7 n+10 n+12 n+13 ns0 n

D’ou la convergence des séries.

- 13 . 13 .
.y cos(a™ X N coS(Untp X . co8(Unit X
De maniére analogue, > % est de méme nature que [ > %} . Mais ) % est en
n>1 n>1Lk=0 k=0

%, d’ou la divergence des séries.

3 ENS Lyon

3.1 Enoncé

Soient (a,b) € (RT — {0})? et (z0,y0) € R?. On considére le systéme différentiel suivant :

2'(t) = —(b+ )z(t) + 2*(t)y(t) + a
y'(t) = x(t) — 2*(t)y(t)
z(0) = z0
¥(0) = o

ot les fonctions inconnues z et y sont définies sur un intervalle contenu dans R et contenant 0.

/!

Justifier ’existence et l’unicité d’une solution maximale définie sur [0, t,,[ o t,,, € (RT — {0}) U {+00}.

On suppose de plus que zg > 0, yo > 0. Montrer que t,, = +oo et que :

lim oz (t) > bt1

3.2 Une solution

La fonction (u,v) = (—(b + u + v?v + a,u — u?v) étant de classe C' sur ouvert R?, on peut appliquer
le théoréme de Cauchy-Lipschitz, c’est a dire qu’il existe une unique solution maximale (z,y, t1,t,[) telle que
0 €]t1,tm[ et (z(0),y(0)) = (x0,y0). En particulier cette solution restreinte a [0, ,,[ vérifie les conditions de
I’énoncé.

On suppose a présent que zo > 0 et yo > 0.

Supposons de plus que z s’annule. Soit alors tg = inf{t > 0,z(t) = 0}. La fonction z étant continue, on a tg > 0
et z(tg) > 0. Or z'(t9) = a > 0. Donc un développement limité de z au voisinage de ¢ montre I’existence d’un
€ > 0 tel que to — e > 0 et z(to — €) > 0. Le théoréme des valeurs intermédiaires donne une annulation de z sur
10, to — €[, contradiction. Donc, Vt € [0, t,[, z(t) > 0.

Supposons que y s’annule. Soit alors t1 = inf{t > 0,y(t) = 0}. Alors y'(t1) = z(¢1) > 0, et on obtient de méme
que précédemment une contradiction. Donc V¢ € [0, £, [, y(t) > 0.

Supposons que t,, < +00. Remarquons :

Vt €0, tm[, (z +v)'(t) = —bx(t) +a < a



Et donc par intégration
Vt € [0,tm], (2 + y)(t) < Zo + Yo + atm

Ces fonctions étant positives, elles sont bornées sur [0,t,,[, puis 2’ et 3’ sont aussi bornées sur [0,%,,[. Les
fonctions z et y vérifient alors le critére de Cauchy en %,,, ce qui permet de les prolonger par continuité en t,,,
puis de prolonger z' et ', et on obtient en appliquant le théoréme de prolongement des applications de classe
C! une solution sur [0, ¢,,,]. Contradiction. Donc t,, = +o0.

Distinguons & présent deux cas :

Premier cas : 3o € R,z(to) > 515-
Supposons alors :

a
dt >t t) =
> 07:1"( ) b+ 1
Soit alors a
t1 = ’LTLf{t } to,.’L"(t) = b+ 1}
On a alors t1 > tg et z'(t1) = 2%(¢1)y(t1) > 0. Donc
3ty lto, 1], 2(t2) < —
2 0,01], (12 b+ 1
et a
3 =
t3 E]to,tz[,m(tg) b1

contradiction. Donc

a ) a
Vt > to, z(t) > i lim ¢ ooz (t) 2 DT

Deuxieme cas : V¢ > 0,2(t) < 37
Alors z' > 22y > 0. La fonction z est croissante et majorée, admet donc une limite & en +o0o0. Supposons :
a

b+1,3t0 E]R,Ele >0,Vt>t0,a—(b+1)m(t) 26

£<

Alors Vt > to,2'(t) > € en contradiction avec le fait que = est bornée. Donc

a .
£ = 5og =lmiia(t)

4 ENS Cachan

4.1 Enoncé

Soient (A, B) € R?, et
E = {ueC'(]0,1],R?),u(0) = A,u(l) = B}

Soit n : R2 — R**, de classe C2.Pour u € E, on pose :

mm=lnmmmwww

On suppose Jug € E, F(ug) = minF'(u).
ueE

Montrer que ug est de classe C? et trouver une équation différentielle vérifiée par uq.
4.2 Une solution

Soit A € C1(]0, 1], R?), telle que A(0) = A(1) = 0, et g(\) = F(ug+ AA) pour A € R. Les théorémes classiques
s’appliquent,donc g est de classe C! sur R, et YA € R :

g\ = /0 < grad(n)u, 1)+ aa), At) > lup (t) + AN (t)|2dt + /(; n(uo(t) + A (1))2 < ug(t) + AN (), A'(t) > dt



Or g admet un minimum en 0, donc

0= /1(< A(t), f(t) >+ < A'(t), h(t) >)dt
0

() = |ug(t)]* grad(n)uy ) et h(t) = 2n(uo(t))ug(t)

Supposons d’abord que ug est C2. Les fonctions g et h sont alors de classe C! et on peut intégrer par parties :

1
0= / < A(t),g(t) + h'(t) > dt
0

Montrons le lemme :

Lemme 2. Soit | € C°([0,1], R), telle que Vj € C1([0,1], R) vérifiant j(0) = j(1) = 0, on ait fol(lj)(t)dt =0.
Alors 1 =0.

Démonstration: Supposons [ # 0, par exemple dzq € [0,1],1(zo) > 0. La fonction [ est continue, donc Je >
0, f > 0 sur [zo—€, xo+€]. On peut choisir g telle que g > 0 sur Jzo— 5,20+ 5[ et g = 0 sur [0, 1]—]zo — §, zo + 5[
On obtient alors fol fg > 0, contradiction. O

On étend immédiatement le résultat de ce lemme & des fonctions vectorielles en dimension finie, et donc g+h' = 0,
ce qui donne une équation différentielle pour ug.

Montrons & présent que ug est de classe C2. Pour ce faire montrons le lemme

Lemme 3. Soient a,b des fonctions de classe C° de [0,1] dans R, telles que Vc € C*([0,1]) vérifiant c(0) =
¢(1) =0, on ait fol ca = fol c'b. Alors b est de classe C* et b' = a.

Démonstration: Soit A une primitive de a. Alors

/Olc’(A—b)zo

Soit (2o, 1) € [0,1]? tel que 2o < 1. Soit c. : [0,1] — R définie par :

1 1
c(0) =0, cllwo) = — , ch(ar) = -

€

vt € [0,z0 — €] | Jlzo + €, 21 — €] | Jlz1 + €, 1], ¢L(£) = 0

et ¢, affine sur [z — €, 2], [Zo, o + €], [£1 — €, 21] et [z1,21 + €]. Alors

—0

0= [ A=) 5 (A=) - (A b))
0

Donc b = A + constante, et le lemme est montré. [l
On étend immeédiatement le résultat de ce lemme au cas vectoriel, et on en déduit que h est de classe C'. Mais :
u6 (t) — lﬂ

2n(uo(t))
(n étant & valeurs dans Rt — {0}). Donc wg est de classe C2.

Remarques : on peut interpréter physiquement n comme l’indice optique d’un milieu et F' caractérise 1’énergie
associée au chemin de A & B. Si n est constant, on peut montrer que ’équation obtenue pour ug admet comme
solution uj, = constante, ce qui montre que le trajet optimum du point de vue énergétique pour la lumiére de
A a B est rectiligne.
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