t-ANALOGUES DES OPERATEURS D’ECRANTAGE ASSOCIES AUX
¢-CARACTERES

DAVID HERNANDEZ

REsuME. Nous proposons des opérateurs d’écrantage pour la théorie des g, t-caractéres de Nakajima
([4], [5]), analogues aux opérateurs d’écrantage de Frenkel et Reshetikhin relatifs & leur théorie des
g-caractéres pour les représentations de dimension finie des algébres affines quantifiées [2], avec en par-
ticulier les mémes propriétés de symétrie. La théorie de Nakajima, établie dans le cas simplement lagé,
utilise des anneaux non-commutatifs. Nous aurons ainsi & considérer des bimodules adaptés a ces struc-
tures, mais notre construction étant purement algébrique, elle est étendue au cas non-simplement lagé.

t-ANALOGS OF SCREENING OPERATORS RELATED TO ¢-CHARACTERS

ABSTRACT. Frenkel and Reshetikhin introduced screening operators related to g-characters of finite
dimensional representations of quantum affine algebras [2]. We propose t-analogs of screening operators
related to Nakajima’s g, t-characters ([4], [5]) with the same properties of symmetry. Nakajima’s approach
is geometric and deals with the simply laced case. He used non-commutative rings, so we propose
bimodules. But our construction is purely algebraic, and can be extended to the non-simply laced case.

For convenience of the reader we give an english translation of the introduction :

INTRODUCTION

Let ¢ € C* such that ¢ is not a root of unity.

In the case of semi-simple Lie algebras g, the structure of the Grothendieck ring Rep(l/,;(g)) of finite
dimensional representations of the quantum algebra U, (g) is well understood, see [6]. It is analogous to
the classic case ¢ = 1. In particular we have ring isomorphisms :

Rep(Uy(g)) = Rep(g) = Z[A]" = Z[T, ..., Ty]
deduced from the injective homomorphism of characters x :
x(V) =) dim(Vx)A
AEA
where V) are weight spaces of a representation V and A is the set of weight of V.

For the general case of Kac-Moody algebras the picture is less clear. In the affine case U, (§), Frenkel and
Reshetikhin [2], motivated by the theory of deformed W-algebras, have recently introduced an injective
ring homomorphism of g-characters :

Xo : RepUy(8)) = ZIVE Ti<iznace =V

The construction of x, uses the universal R-matrix. The homomorphism x, allows to understand the ring
Rep(Uy(8)) ~ Z[X, qlicr,accr - The classical limit ¢ — 1 of x, is the usual homomorphism of characters.
In fact x, gives informations about the decomposition in Jordan subspaces for a class (¢ii,m)mez,z'e 1 of
commutative elements of Uy (g) :

Xo(V) =Y dim(Ve)[[ I Year II Yl
Y iEIT:L.k’”' s:l..l,“'
1
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where V() is the Jordan subspace of weight  :

m yi—lyi Q’L qu_l R; ug;
Yo vt =y () = g (g ) Fis(gy)

where a.;, are roots of the polynomial ¢); and b, roots of the polynomial R;. The homomorphism of
g-characters has a symmetry property analogous to the classic action of the Weyl group Im(x) = Z[A]W :
Frenkel and Reshetikhin defined n screnning operators (with A; , € ) monomials) :

Si LIV Jaecr ier =Y = @ V.Sial Z V.(Siaq2 — Aijagi-Sisa)
a€eC* a€eC*
There is a leibnitz rule (S;(UV) = US;(V) + V S;(U)), and S;(Y,) = Y,.S,. They conjectured :
Im(x,) = ﬂKer(S’i)
iel
They proved it in the case slz [2], and Frenkel, Mukhin proved it in the general case [3].

These operators give informations about the combinatorial structure of g-characters. For example :

~ + _
Rep(Uy(8)) ~ Im(x,) = & = [ ((Z[Y}5)jziacc BYip + Yip A7, Joecs)
i€l

In the ADE case Nakajima introduced t-analogs of g-characters with geometrical approach using quiver
varieties [4], [5]. He defined maps x,.: et X,.+ from Rep(U,(§)) ®zZ[t,t~1] to polynomial rings respectively
V= Z[Yf,ta, ti]iej,ae((:* and Yy = Z[V,q, Wi,a,ti]ieLae@. From representation theory point of view, it
gives more informations about Jordan subspaces. He introduce a new non-commutative multiplication
on yt.

In this paper we propose t-analogs of screening operators S’,-,t, S;.+ related to applications x4 ¢ and Xg.¢-
This article is organized as follows. In section 2 we recall the fundamental symmetry property of Frenkel,

Reshetikhin’s screnning operators and some results on Nakajima’s ring V. In section 3 we define operators
S’éz We introduce a bimodule structure such that we have a Leibnitz rule. In section 4 we define ¢-analogs

of screening operators ,SA'M. In the ADE case we give an interpretation related to Nakajima’s multiplication
*. These operators verify the expected symmetry property in theorem 2 :

ﬂKer(S’i) = R D Im(Xg,)
iel
In section 5 we define operators S; ; related to the ring ). The diagram :

S Sit
=4

Vi .)}t,i
I, | LI
Vi S Vi,
IL; 4 Iy,
y 5 »

is commutative. We have a symmetry property in theorem 3 :

[(Ker(Si) = & = Im(xq,)
iel

where x4+ is Xgq,¢ in [4]. In section 6 we construct involutions analog to the Nakajima’s one.

The construction use a bimodule structure on the free left module ﬁtSi,a, and the t-analog of
a€eC*
> V(Siaq2 — Aiag; -Si,a) is a subbimodule. The bimodule structure is given for any m € )y monomial
acC* *
by :
Si,am = t2“"’“(m)m5i,a
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1. INTRODUCTION

Dans ce qui suit ¢ € C* est supposé ne pas étre une racine de 'unitée.
q q

Dans le cas d’une algébre de Lie semi-simple g, la structure de ’anneau de Grothendieck Rep (U, (g)) des
représentations de dimensions finie de 1’algébre semi-simple quantifiée U, (g) est bien comprise, voir [6].
En fait on a pu montrer qu’elle est tout & fait analogue & celle du cas classique ¢ = 1 déja bien connu.
On a en particulier des isomorphismes d’anneaux :

Rep(Uy () = Rep(g) = Z[A]" = Z[Ty, .., Ty]

construits & partir d’'un morphisme de caractére x tel que pour une représentation V' de sous-espaces de

poids V) :
=) dim(Vy)A
AEA
ou A désigne ’ensemble des poids de V.

Par contre la quantification modifie la théorie des représentations lorsqu’on s’intéresse au cas général des
algebres de Kac-Moody. Dans le cas affine U, (§), Frenkel et Reshetikhin [2], motivés par la théorie des
W-algébres déformées, ont récemment introduit un morphisme d’anneau injectif, dit de g-caractéres, a
valeurs dans un anneau de polynémes de Laurent :

Rep(u ( )) — Z[Yi ]ISiSn,aEC* = y

La construction de x4 repose sur l'existence d’une R-matrice universelle. L’application x, permet de
comprendre 'anneau Rep(Uy(8)) =~ Z[X;olicr,acc+ €t lorsqu’on regarde la limite classique ¢ = 1 on
retrouve 'application de caractéres usuelle. En fait cette application prend en compte la décomposition
en sous-espaces de Jordan pour une certaine famille commutante (QS?,:m)meZ,z’E 1 d’éléments de U, () :

=2 AL 1L Yoo 11 ik,
i€lr=1..ky; s=1..0y;

ou V,) désigne le sous-espace de Jordan de V' de poids :

m yi—lyi Q’L qu_l Ri uq;
R O e e L
a0 Qi(ugi)Ri(ug; )

avec a-ir les racines du polynéme @); et b,;, les racines du polynome R;.

Le morphisme de g-caractére vérifie une propriété de symétrie analogue au cas classique de I'action du
groupe de Weyl qui veut Im(x) = Z[A]". En effet Frenkel et Reshetikhin ont défini n opérateurs dits
d’écrantage (avec A;, € Y monomes) :

Si: LY laecs ier =Y — @ V.Sial Z V.(Si,aq2 = Aijagi-Sisa)
aeC* aeC*
qui sont des dérivations (S;(UV) = US;(V) + V.S;(U)), vérifiant S;(Ys,) = Y;,.S,, et ont conjecturé :
Im(x,) nKer
iel
Ils 'ont montré dans le cas sly [2] puis Frenkel et Mukhin ont obtenu le résultat dans le cas général [3].

Ces opérateurs permettent de comprendre la structure combinatoire des g-caractéres. Par exemple :

Rep(Uy (8)) = Im(xy) = & = [ |(BIYj]jziaec ZYip + Yin Ay, Joecr)
iel

Dans le cas ou g est de type ADFE, Nakajima a raffiné la théorie en introduisant un t-analogue des
g-caractéres grace a un point de vue géométrique lié aux variétés de Carquois [4], [5]. Il considére des
applications x,; et X, de Rep(U,(§)) ®z Z[t,t™ '] vers les anneaux de polynomes respectivement ), =

[Yzia, t ]iEI,aEC* et Y, = L[V 0y Wi a, ti]ieI,ae(C* . D’un point de vue des représentations, elles permettent
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de mieux comprendre la structure de chaque sous-espace de Jordan. Au passage il introduit une nouvelle
multiplication * sur ); qui n’est pas commutative.

Nous proposons dans cet article des t-analogues des opérateurs d’écrantage, adaptés aux applications x,
et )Zq,t-

Dans la deuxiéme partie, on rappelle la propriété fondamentale de symétrie des opérateurs d’écrantage
de Frenkel et Reshetikhin (Théoréme 1) ainsi que quelques résultats élémentaires sur ’anneau YV de
Nakajima. On définit dans la troisiéme partie les opérateurs S’iﬂ qui peuvent étre interprétés comme
des dérivations pour la multiplication usuelle et une certaine structure de bimodule. Dans la quatriéme
partie on définit les t-analogues des opérateurs d’écrantage S’tﬂ- qui dans le cas ou g est de type ADE
peuvent étre interprétés comme des dérivations en utilisant la loi * de Nakajima. Ces opérateurs vérifient
la propriété attendue dans le théoréme 2 :

On définit dans la cinquiéme partie des opérateurs S;; pour anneau ); rendant le diagramme commu-
tatif :
A Sy

Ve — 3>t,i
I, | LT
Vi Sty Vi
In; R | P
y 5 »

avec une propriété de symétrie dans le théoréme 3 :

ﬂKer(Si) =R =Im(xq,)

iel
ol Xq,¢ st égal au X, de [4]. Dans la sixiéme partie on donne la construction d’involutions analogues &
celle de Nakajima.

Notons que la construction repose sur ’existence d’une structure de bimodule sur le module libre & gauche

@ V:Si.q telle que le t-analogue de Y V.(Siag2 — Aiag;-Si,a) s0it un sous-bimodule. Cette structure
acC* acC* ‘

est caractérisée par les relations suivantes, ot m € ); est un monéme :

Si,am = tzui’“(m)mSi,a

2. RAPPELS

Soit g une algebre de Lie simple. On note n le rang de g, (Cij)i<ij<n Sa matrice de Cartan et
I={1,...,n}. On note ¢; = ¢"* comme dans [2].

2.1. Opérateurs d’écrantage [2], [3]. On considére 'anneau :
Y = LY, it aec

les Y-modules libres (i € I) :
yzl = @ y-Si,a

aeC*
et les Y-modules ); définis respectivement comme )-module quotient de y} :

Vi = @y'si’“/ Z y'(Si,ain - Ai,aq.--Si,a)

aeC aeC*
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par le sous-module F; = > V.(S; 402 — Aé,aq;-Sija), avec :
acC* ¢

Aia =Y Yia I Y I YiYide II YiaeYia Vi
J/Cj,i=-1 3/Cj,i=-2 3/Cj,i=-3
On a alors les opérateurs d’écrantage :
Si: Y=V
qui sont des dérivations pour le produit de ) :
et qui vérifient pour a € C* :
Si(Yih) = +6; ;Y5 Sia
On peut définir de maniére analogue Sﬁ Y - yé.

Théoréme 1. Le noyau de S; est le sous-anneau de Y :

Ker( ) R’L Z[ 7, a]]?él acC+ Z[Y; b(]' + Az ,ba; )]bEC*

2.2. L’anneau Y, [5]. On considére & présent ’anneau :
yt = Z[t7 t_17 ‘/ji,ch Wi,a]iel,ae@*

C’est un Z[t,t!]-module libre de base ’ensemble des  [] V;Z‘“(m) W;’”;"‘(m) qu’on appelera monomes.

iel,aeC*
On définit un morphisme d’anneaux :
0: Y=Y
m= [] vimweet e I v et t e 1
i€l,aeC i€l,acC*

avec pour un tel mondéme m :
ui,a(m) = wi,a (m) - ,Ui,aqi_l (m) - vi,aqi (m)
+ Y vam 4 D (Wieg(m) + a1 M)+ Y (0002 (M) + Vja(m) + ;002 (m))
J/Ci=-1 J/Cii=—2 3/Cij==3
Remarquer que P’application II; est I'unique morphisme d’anneaux tel que :
0 (Wisa) = Vi , (Vi) = A; 0 T(t) = 1

On peut définir pour un monéme m =[] Yiu;"‘(m) € Y les u; o(m) de maniére évidente, et alors ces
iel,aeC*

quantités sont conservées par f[t.
Pour m € Y monoéme i-dominant, c’est a dire vérifiant Va € C*, Uj,q(m) > 0, on pose :

a(Ui,a —rq) | Ui, (m) a

m=m[[ Y et [al) v,
a€C* r,=0..u; q(m)
et on note & ; le sous Z[t,t~!]-module de Y, engendré par ces E;(m). On pose alors :
= ﬂﬁt,z’

i€l
On note A I’ensemble des monoémes de 37t, Bi C A I’ensemble des monémes i-dominants de JAJt.
Lemme 1. Pour chaque i € I, on a une décomposition en somme directe de Z[t,t™']-modules :

Vi=fie P zittm=(EP it Em)e( P Zttm)

meA—B; meB; meA—B;
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Démonstration:

Notons d’abord que pour m € B;, on peut écrire E;(m) = m + f(m) avec

fmy=m((JT 50w [ 2] i) )

a€C*re=0..u; 4

qui ne fait intervenir que des mondmes de i-poids wt;(m') = Y u;q(m') strictement inférieur & celui de

aeC*
m.

Considérons une combinaison linéaire qui s’annule :

S Am@®E(m)+ Y pmt)m =0

mEBi mE/l—Bi

avec les A (t), pim (t) € Z[t,t71]. Si on suppose qu’un des A(t) # 0, soit m; € B; un monéme dominant
de i-poids maximal parmi ceux qui vérifient A, (t) # 0. Alors le monoéme m; ne peut apparaitre que dans
E;(m;y) puisque si il apparaissait dans E;(ms), le i-poids de ms serait strictement plus grand que le sien.
Donc A, (t) = 0, contradiction. Donc tous les A, (¢) sont nuls, et alors > pn(t)m = 0 implique la
meA—B;
nullité des pm (t).
Il nous reste a montrer que tout m € A est dans F = ( @ Z[t,t"|Ei(m))®( @ Z[t,t""m). Clest
meEB; meA—B;

clair sim € A — B,-. Dans le cas m € ﬁi, montrons le par récurrence sur le i-poids de m. Si m est de
i-poids 0, tous les u; o(m) sont nuls et m = E;(m). Dans le cas général, on a :

Ei(m)=m+ f(m)=m+ > Aw(t)m’
m'eA

avec An (t) qui peut étre non nul seulement si le i-poids de m’ est strictement inférieur & celui de m.
Alors :

m=FEim)— Y Aw@m — > A (t)m’
m’eA—B; m’EBi

avec E;(m) € F, Y, Ap(t)m' € F et par hypothése de récurrence Y. A, (t)m' € F. O
m/' EA—B,; m’ EBi

. Al
3. LES OPERATEURS S ;

3.1. Définition. On considére les Y;-modules libres suivants (i € I) :
= D IS
aeC*

On a alors une application naturelle :

L. !

0 Vi = Vi
déduite de II; :

ﬁt,i( Z /\a-Si,a) = Z ﬁt(/\a)-si,a
a€eC* acC*

Définition 1. On note Sé,i Uapplication Z[t,t™Y]-linéaire Sé,i c V- ;)}é,l qui prend sur un mondme
m € A la valeur :

Stim)y=m( > (4. 2Eeg, Yoo 2 M)S )
a€C* /ui,a(m)>0 a€C* /ui,a(m)<0
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Lemme 2. Le diagramme (1) suivant est commutatif :

Démonstration:

Toutes les applications sont Z-linéaires, il suffit donc de regarder un monéme m € Aet A(t) € Z[t,t7Y :

(I 0 5 ) (A(t)m)

= MOOm( Y (420 D)S T (7 £240)S; )
a€C* Ju; >0 a€C* /u; <0

= ( ) ( )( E Ui,a za)
acC*

= SIAMII(m))
= Si(Ht(/\() ))

3.2. Interprétation de .SA'él en terme de dérivation.

3.2.1. Des lois de bimodule sur JA/tll

Lemme 3. Il existe sur ﬂz une unique structure de bimodule pour la multiplication usuelle de Y, telle

que la structure & gauche soit la structure naturelle, que pour tout a € C* et tout monéme m € A
S,',a.m = t2“"’“(m)m.5,~,a , Si’a.t = t.Si,a

Démonstration:

L’unicité est claire, car la compatibilité entre les structures a gauche et & droite impose, pour A, € JAit,
Wm € Z[t,t71]

() Xa-Sia) mem— > A s,azumm > A ZN $2uia (M), G,

a€eCr acC* a€eCr

Pour montrer que la structure Z[t, ¢ 1]-linéaire de module & droite est bien définie, il suffit de véri-
fier que pour deux mon6mes my,ms € A on a Sia-(m1.ma) = (S;,4.m1).my. Ceci découle du fait que
Ui a(m1ma) = ujo(my) + ujqe(ma). La compatibilité entre les deux structures de modules est alors
immédiate. O

On peut généraliser ce qui précéde au cas d’une multiplication tordue sur Y;. Pour tout bicaractére
d: Ax A— 7, cest-a-dire vérifiant :

d(ml.mg, m3) = d(ml, m3) + d(mz, m3) s d(ml, mz.m3) = d(m1 y mz) + d(ml,mg)
on a une loi de composition interne %4 associative et Z[t, t~']-linéaire sur J; en posant :

— tZd(ml ,mg)

mq *q M2 mi.mo

Remarquons que pour obtenir une loi associative, il suffit de demander que d vérifie sur des mondmes
my,ms, M3, la propriété de cocycle :

—d(mg, m3) + d(mimsy, m3) — d(my, momsz) + d(my,ms) = 0
ce qui est le cas pour les bicaractéres.
On peut munir naturellement )Ai,fz d’une structure de ﬁt—module 4 gauche pour la multiplication %4 en

posant pour U € 37,5 :

Usa (Y Aa-Sa) =D (U*aAa)-Sia

aeC* aeCr
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et de maniére complétement analogue au cas d = 0 on fait de J>t’l un bimodule en posant :

Sz"a *gm = t2ui’“(m)m *q Sz"a , Si,a gt =1x%g4 Si,a

3.2.2. Sé,i comme dériwation pour *q.

Proposition 1. Pour d bicaratére, lapplication SA'éz est une dérivation par rapport a la multiplication
*q 7
YU,V € Vi, SHU %4 V) = U ¢ SLV) + SLU) %4 V

Démonstration:

Pour vérifier la propriété de dérivation, et il suffit de montrer que pour deux mondémes m,m' € A on
a S (mxgm') = S} ;(m) xgm' +m x4 S ;(m'). Calculons en effet :

84 4(m) '+ m x 5L (m)
= mxgm
(2 (4. e )2uag, S (#7222 G
a€C* Jui,a>0 a€C* /ui,a<0
+ > 1+...+ t2(ui>b_1))si,b - > 2+ ..+ t2ui:”)51',b)
beC* /uj , >0 beC* /u} , <0
= mxgm/( ) (14 ...+ 2@ietuia—)g,
a€C* /uiatu] 20
- ) (72 + ... 4 2(iatuia)) g,
a€C* /ui,atu; , <0
— 8 ram)
O

On a ainsi une caractérisation de S!; comme l'unique dérivation pour la loi usuelle, Z[t, t~!]-linéaire,
prenant les valeurs sur les générateurs :

Sé,i(vi,a) = _t_2vi,a(5'

iag T Siag;) et Sti(Wja) =6 Wia-Siaa
Sti(Via) = 8¢, ;,-1Vj,aSia + 0c

pour j # i.

—2V',a(Si,aq + Si,aqfl) + 50 —3V',a(Sz',aq*2 + S’i,a + Si,an)

4,3 i,7

4. LES t-OPERATEURS D’ECRANTAGE S ;

4.1. Définition de Sy ;.
Définition 2. On considére le Z[t,t="]-sous module de JAitll :
~ _ 2u,
Bra= Y Zltm(Viagt ™S, 0 — £500)
aeC* ,mGA
Le module quotient obtenu est noté :
Vi = ytl,z'/Ft,i

L’application obtenue a partir de S,{,i par composition avec la projection pr; de yg,i sur Vi,; est notée Sy;.

Nous allons montrer, en particulier dans le théoréme 2, que ces opérateurs peuvent étre considérés comme
des t-analogues des opérateurs d’écrantage.

Lemme 4. L’application f[fSz donne naturellement une application fIt,,- rendant le diagramme (2) suivant
commutatif :

“ ~
yt,i — yl,i,t B

1 R | AP
VE— Y
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Démonstration:

1l suffit de vérifier que 'application Z-linéaire fIfH passe au quotient. Pour

2u; ,,2(m) 2 n
g= Y Amam(Viagt oS 02 —12Sia) € Fis
a€eC* ,meA
ona:

Mpi(2) = ) Ama(DI(m)(Af 2, -Si a2 — Sia) € Fi

acC*
o
Proposition 2. On a le diagramme commutatif suivant :
C S -
Rz =5 Vi }
II; | 1 Iy,
Si
y — Y
Démonstration:
La commutativité du diagramme provient de la commutativité des diagrammes (1) et (2). O

Soit (JAit),- =Z[Vi,a, Wialacer C Y;. On définit alors m; : Y — (;)Ait)z comme 'unique morphisme d’anneaux
Z[t,t~1]-linéaire tel que :

Ti(Wia) = Wia , mi(Via) = Vi
mi(Wia) =1sij#1
mi(Vja) =181 C;; =0
Ti(Vj,a) = Wi si Ci; = —1
Ti(Vj,a) = WiaqWi aq—1 si Cij = —2
Ti(Via) = Wiag@Wi,aWigq—2 si Cij = =3
Pour un monéme m € A, on a alors u; (m) = u; 4 (m;(m)) pour a € C*.
Proposition 3. Le noyau de Uapplication ,SA't,,- contient ?t“

Démonstration:

Soit m € A un monéme i-dominant. Dans ,S’,{z(Ez (m)), on peut factoriser tous les termes par m, et
(

Gl . A
notons w € Y}, la quantité obtenue. Elle ne dépend que des u; .(m) (a € C*), et donc :
SLEm) _ 8B (ms(m))

m mi(m)

Remarquons de plus que les u; , étant conservés, on a :
ng(Ez(m)) € Ft,z’ A S’éz(Ez(ﬂ-z(m))) € Ft,z’

En conséquence il nous suffit de montrer S; ;(E;(m)) = 0 pour m € B; N (J;);. Mais alors tout se passe
comme si on travaillait avec g = Uy, (sl2). On est ainsi ramené au cas ADE qui sera établie plus bas,
indépendamment de ce qui précé, dans proposition 5. O

4.2. Interprétation de ,SA’M- comme dérivation dans le cas ADE. Dans cette sous-partie on se
restreint au cas ou g est de type ADE. On a alors tous les ¢g; = ¢ et la matrice de Cartan est symétrique.
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4.2.1. Rappels [5] et compléments sur la loi x de Nakajima. On pose pour deux monodémes my,ms € A:

dyv(mi,mz) = 3 (Viaq(mi)uia(mz) + wiaq(m1)via(mz))
iel,aeC*

Ui ,a\TN1 )Vj qq—1\TT2 Vi,a\TM1 )Wy qq—1 12
> (uie(ma) (m2) + vi,e(m1) (m2))
i€l,aeC*

Ce bicaractére, introduit par Nakajima dans [4] et [5], permet comme précédemment de définir une
nouvelle multiplication sur ); en posant pour m, ms deux monomes :

— t2dN (ml,mz)

my *q, M2 mi.mo

avec . la multiplication usuelle. On notera dans la suite simplement d et x. Cette nouvelle multiplication
* n’est pas commutative.

Notons que £ est une partie de Y, stable pour la multiplication * ([5]).

Lemme 5. Soit m € A un monéme, i € I et a € C*. On a alors :

sz',aq xm = t2(ui,a(m)—ui’aqz (m))m " ‘/i,aq — tzui’“(m)‘/@',aq.m

C’est une conséquence immédiate de
d(Vi,aq,m) = i a(m) et d(m, Vi aq) = i aq2(m)

Lemme 6. Soit (mq,...,mp) des mondmes tels qu’il existe un a € C* vérifiant pour tout r, u;q(m,) =1
et uip(my) =0 pour b # a. Alors il existe o € Z tel que :

(ma x (14 Viag)) * (ma % (14 Viaq)) * oo % (my % (1L + Vigg)) = t%ma...my Z rip=—r) [ﬂ Vi
¢

r=0..p

Démonstration:

On procéde par récurrence sur p en s’appuyant sur le lemme 5. Pour p =1, on a m; * Vj 40 = m1 Vi aq
et on a le résultat avec o = 1. Ensuite dans le cas général :

(ma * (1 + Viag)) * (m2 % (1 + Vijag)) * .. % (Mpy1 % (1 + Vijag))

= t%(my +m1Viag) ¥ (Ma..mpyy Y, 777 [ﬂ Vi)
r=0..p t

—r) |P
— ta+2d(m1,m2...mp+1)m Mo...Mm tT‘(P r) vr
1172 p-HTZXO:“p r i,aq

—r) [P| j2p—2ryr+1
Hat2dmime. M)y m > P PV,
17762 p+1r:0..p r ] 1,aq

— pa+2d(mi,ma...mpi1) r(p—r) p
t P mims...Mpt1 Z (t |:T:|

+t(r—1)(p—r+1)|: p :| t2p—2r+2)V.r
r=0..p+1 1 t

— %,aq
¢ r

Et on conclut en remarquant :

tr(p—r) p + t(r—l)(p—r+1) p $2p=2r+2 tr(p+1—r) p+1
r, r—1j, ro,

On a en particulier le résultat :

Lemme 7. Soit m un monéme tel qu’il existe un a € C* vérifiant u; o(m) =1 et u; p(m) = 0 pour b # a.
Alors pour 1 >0 :

1+ Vi) = 3 (1] v,
t

r=0..1

On peut exprimer les F;(m) en utilisant la loi * :
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Proposition 4. On fize un ¢ € I. Soit m € B; un monéme i-dominant. Pour a € C*, on considére la
suite (Z;0) = (Zia1)1<i<z: . formée de

Zj,a = Wi,q + E Vj,a = Wj,q + Viaq + Vi,aq—1
i/C,i=-1
termes ot W; o apparait w; , fois et pour j tel que C;; = —1, V; o apparait vj, fois :
{Wi,m () Wi,a: VJ'l,aJ ) V}l,aa V}z,aa () VJ’m,a} = {Zi,a,la ) Zi,a,zi,a}

Alors il existe un unique 8 € 7 tel que :

— —
* * *
tﬂE H W] a H ‘/j,an'l‘) * ( H Hmi,a,r)
J#i,0€Ct J/Cj,izoyae(c* /4%%),reZ a€(Cr /q?)reL

avec !

Mi.a,r ( i,a,1 *(1+‘/tiaq)) *(Zz'auia * (1+‘/i,aq))

*(Z; ,a,u; a+1*Vlaq*Zzaq RIS 3+1)*---*(Zzauw+vz \aq *Vzaq*Zzaq A, o4, o 34v; aq)

i,aq i,aq i,aq2 i,aq

Démonstration:
On commence par expliciter E;(m) :
a€C* r,=0..u; .(m) @ t

Si on ne tient pas compte des ¢, I’expression annoncée est correcte puisqu’on a le bon nombre v; o, de
Vi,aq €t tous les Z; o pour I = 1...u; o 4 i aq + U oq-1- Le seul probléme est I'inhomogénéité de E;(m)
du fait des puissances de V; 44-

Les seuls facteurs de m qui contribuent aux w;;(m) sont les W; 4, Vi, et les Vo avec Cj;; = —1. Mais

ce sont exactement les facteurs qui posent probléme avec V; ., d’aprés le lemme 5. On en déduit une
premiére expression :

s
*
taE H WJ a H Vj,aqzr) * (ml Z 7a(ti,a(m)—ra) [ul";‘(m)] Vifgq)
j#i,0€C* ‘]/CJ",-ZO,(LE(C* /a%%),r€Z 7a=0..u;,q (M) . t
avec
m' = (I Wi Vi) I1 Vfi’“)
ael* a€C*,j/Cs j=—1
= 1;[: (l 11_.[ Ziaavl)( 11_.[ Zi,a,u; a+TVvl anz ag?,u; .2 +; aq3+r)
a€C* I=1..ui,a r=1...0i aq

11 nous suffit donc de montrer qu’il existe v € Z tel que :

Ey(m)=m' Y gralelm-ra) [“i’ﬂ(m)] Vie, =t77( H Hmmr
t

Ta
7a=0..u;,q (M) a€C* [q?ZreZ

. ; — U0 (T a . N
Or d’apreés le lemme 6, le facteur Z; q,1-.-Z; 4,u; o(m) > gra(uia(m)=ra) [ r( )] Vfaq est égal &
7¢=0..%; o (M) a
une puissance de t prés & (Z; a1 * (1 + Viag)) * - * (Zi,a,ui * (1 + Viag))- 11 ne reste plus qu’a vérifier
que les facteurs restant [] ( []  ZiauiutrViaqZiaq®,u,  o+v, . s+r) D€ POsent pas de probléme vis
a€C* r=1...%;,aq el nee

a vis de I'inhomogénéité en puissances de V; 44, mais c’est le cas car pour tout r € Z :

ui,aq” (Ziyayui,a"l‘l * Vi’aq * Ziyaq21ui’aq2+ 3+l) = 0

i,aq
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4.2.2. Une structure de bimodule sur 5}“ pour la loi *.

Lemme 8. Le sous Z[t,t™] module Ft,i de JAftll est en fait un sous-module a4 gauche pour la loi * :
Ft,z' = Z J}t * (Vvi,aq-‘sfi,aq2 - tzsz',a)
aeC*

et méme un sous-bimodule Yy x Fy ; = Fy ; Y = Fy ;.

Démonstration:
La premiére propriété découle directement du lemme 5 qui donne pour m € A:
2u; . 2(m)
m x (Vvi,aq-si,an — t2Si,a) =t * 5 mVi,aqi Si,aqi-z - t2mSi’a

Pour la propriété de sous-bimodule, soit m € A un mono6me. En utilisant le lemme 5, 0n a pour A, € Yy :

Ao * (Viaq-Sijaq2 — t2Si0) xm = Xg % (t*¥i.a0? (m)V,-,aq *mM.Syqq2 — t2+2“”v“(m)m.5i,a)
= t2a(MIN, wm x (Viag-Sisaqz — t2Sia) € Fri

On peut ainsi munir naturellement ,)AJM d’une structure de bimodule.

4.2.3. S’t,i est une dérivation. Le résultat suivant, qui justifie entre autre les constructions précédentes,
permet en particulier d’obtenir la proposition 3 :

Proposition 5. L’application S't,i est une dérivation pour le produit * et son noyau contient ﬁ“

Démonstration:
La propriété de dérivation est conservée : en effet pour U,V € Yy ona:
Sei(UV) = pyi(UxS! ;(V))+51,i(Se,i(U)*V) = Uy i(St ;: (V) 451, (S, (U)) %V = USy,i(V)+Sp,4(U)+V

Pour montrer que fim- C Ker(S’t,i), considérons un monéme dominant m, et décomposons en utilisant la
proposition 4 sous la forme d’un produit pour *. En utilisant la propriété de dérivation de S;;, il nous
suffit d’obtenir que chacun des termes est annulé. Or pour a € C* :

Sti(Zivak * (1 + Viiag)) = Ziak-Sia — t 2 Zi ok * Viaa-Siagz = Ziak * (Sija =t Vi,aqSiagz) = 0

S’é’i(ziia,k *Vag * Ziagz i) =0
car pour tout b € C*, u;3(Zs,a,k * Vag * Ziag2 ) =0 .

4.3. Interprétation de S’tﬂ- dans le cas général. Dans le cas général, on ne dispose pas de bicaratére
vérifiant les deux relations fondamentales du cas ADFE pour tout ¢ € I

d(Vi,aqnm) = U‘i,a(m) et d(m: Vi,aql') = Ui g2 (m)

22 _21> (la matrice de Cartan dans [2] est la transposée

Par exemple, pour g de type By, on a C' = (

de celle de [1]), ¢1 = ¢2, @2 = q et :
0= Ul,aq—2(V2,a) # U2,0¢(Vi,a) =1

On ne peut pas traiter tous les opérateurs simultanément, mais on peut cependant les interpréter indivi-
duellement en posant pour chaque ¢ € I :

di(m1,ms) = ) (viaq; (M), (M2)+Wiaq; (M1)Via (M2))+ D (Wiraq;—Wisag; +0i,a+0;,002) (1) 030 (M2)
a€eC* acC*

= Z (Wi aq; (M1)Vi,a(M2) + Vijaq, (M1)wia(m2)) + Z Vi,aq; (1) (Uia — Wia + Viagrt T Vijaq;) (M2)
a€eC acC*
Il découle alors de la définition :
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Lemme 9. Pour tout m € A :

di(Vi,aqnm) = ui,a(m) et di(m: Vi,aqi) = Uj,aq2 (m)

On note *; la loi sur ); associée au bicaratére d;. On montre alors de la méme maniére que dans le cas
ADE :

Proposition 6. Le sous Z[t,t™1] module Ft,i de ﬂz est en fait un sous-module a gauche pour la loi *; :
= Z Vi %i Viyag-Siaqgz — t2Sia)
a€eC*
et méme un sous-bimodule )>t *; ﬁ’t,,- = ﬁ’t,i *; Y= 13’“

L’application S't,i est une dérivation pour le produit *;.

4.4. Démonstration du théoréme 2. On retourne au cas général pour g simple quelconque.

Théoréme 2. On a fit’,- = Ke'r(S’t’,-).

Démonstration:
La premiére inclusion fit i C Ker(ﬁt i) est déja connue dans la proposition 3.

Supposons par ’absurde qu’on n’ait pas égalité. Alors on considére un z € Ker(St i)— fit i qu’on décompose

en utilisant le lemme 1 sur ); = ﬁt i @ @ Z[t,t~'lm sous la forme z = v + u avec u # 0. On note
meA—B;

u = Z Amm
meM
avec M C A — B;, A, € Z[t, 471 et A, # 0 pour m € M. Alors z,v € Ker(St i), donc u est un élément
nonnulde @ Z[t,t7HmnN Ker(St ;). Pour m € A — B;, notons N, le nombre de classe R € C* /q*%
meA—B
tel qu'il existe a € R vérifiant u; o(m) < 0. Tous les mondémes m de fl—Bi vérifient N, > 1. Soit mg € M
avec Ny, minimal parmi les N,,, pour m € M. Soit alors a € C* tel que u; (mo) < 0 et pour r < 0,
Uj qq2- (Mo) > 0. Lorsqu’on calcule

Seiw)=0= > Amm( Y (I A2T0G N () S )
meM beC+ /ui,b(m)zo beC+ /u,-,b(m)<0

I’écriture de u :

on voit appaitre le terme —\,,,;mo(t=2 + ... + tzuiv“(m))Si’a. Ce terme doit &tre annulé par projection sur
Vi,i- Les termes qui vont I’annuler peuvent provenir soit d'un S; ,, 2r avec 1 < 0, soit d’un S; Jag2" avec

r > 0. Dans le premier cas on a un monéme m; € M tel que leZ ad; -1V, aq; .V Jag2rtt = Mo, dans le
deuxiéme on a un momoéme m; = Mo Vj qq; .- Vl ag? ! € M. On peut ainsi deﬁmr une suite de monomes

myp tant que u;qo(my,) < 0. Les termes de la suite sont distincts deux & deux, car & chaque operatlon
soit on ajoute des V gortt avec T > 0, soit on enléve des V gort avec T < 0. Notons aussi qu’a chaque

opération on ne d1m1nue pas les u; ,,2» avecr < 0, et on n augmente pas N. Comme M est fini, la suite se

i,aq;
termine sur un mp € M qui vérifie U g2 (mp) > 0 pour r <0, et Ny, = Npy,. En notant m® = mg et
m! = mp, ce nouveau procédé donne une suite m? telle que min{r/ Uj qq2r < 0} est strictement croissante.
Par finitude de M, la suite se termine sur un m?* "€ M tel que u; qq2» > 0 pour tout r € Z et les autres

classes de C* /¢?Z n’ont pas été modifiées. Donc N, < N, contradiction. O

5. OPERATEURS D’ECRANTAGE POUR L’ANNEAU )

5.1. Rappels et compléments.
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5.1.1. L’anneau Y;. En suivant Nakajima [4], [5] on considére ’anneau “intermédiaire” entre J, et ) :
Vi = L[t t7 Y0, Vi ier aecs
On a un morphisme d’anneaux canonique :
My : Yy =Y
YE - Y ettt
Pour passer de Ve a Y, on peut considérer pour tout bicaractére d I’application g : YV > W qui est
Z[t,t~!]-linéaire, et qui vérifie :
m= [ Vietwie o gmdmm T yet et ¢ 1

iel,aeCr iel,aeCr

On a toujours I, =10 f[d.

Dans le cas du bicaractére trivial d = 0, on note f[o = f[t et c’est alors un morphisme d’anneaux. Dans
le cas ADE, on peut prendre dy et on retrouve Papplication II = II4,, de [5].

Lemme 10. Un produit p = [] A:’;“ € Y avec les v, € Z est égal a 1 si et seulement si tous les
ic€l,acC*
Vi,q SOt nuls.

En conséquence on définit une relation d’ordre partiel sur ’ensemble A des mondmes de ) en posant :

m <m' & m'/m est un mondme en A;}
:

Démonstration:

Supposons par I’absurde qu’un tel produit p peut étre égal & 1 avec des v; , # 0. Considérons alors un
a tel qu’il existe un ¢ € I avec v; , # 0 mais pour m € Z stritement positif, pour j € I, vj 4qm = 0. Parmi

. . . S . —via
ces 4, on en choisit un tel que la longueur de la racine associée soit maximale. Dans p, le facteur Y, , -

Vi aq2
doit se simplifier avec un autre facteur. Cependant par définition de a il ne peut pas venir de 4, L’Lq‘;' |

i

reste donc les possibilités suivantes :

. . Vj,aq; . . . .

il provient d'un A;7°% avec C;; = —1, j # 4. Alors vj,q4, # 0, contradiction.

. . Vi ag;q—1 . . P

il provient d’un Aj,’;;‘:’qq_l avec Cy; = —2, j # i, ce qui impose v; 44.4-1 # 0. Comme C;; = -2,

les racines associées & i et j ne sont pas de méme longueur, et donc en utilisant I’hypothése sur ¢, on a
r; >1; > 1. Alors gig™' = q ou ¢?, donc vj,qq # 0 0u v 442 # 0, ce qui n’est pas possible d’aprés le choix
de 1.

v.
. . , i a4: _ C .. N
il provient d’un Aj,aq,-;—z avec C; j = —3, j # i, ce qui impose v; 44,42 # 0. On est dans le cas ou g

est de type G5. Les racines associées & i et j ne sont pas de méme longueur, et 7;/r; = 3 ou % Sir; =3,
on a vj.¢ # 0 ce qui est contraire au choix de 4. Si r; = 1, on a v; 441 # 0 et vj4gm = 0 pour m > 0.

. L Vi ao—1
Mais alors on ne peut pas annuler YV, >, =Y %0 ",
jaqg—tq; j.aq

Pour que < soit bien une relation d’ordre, la propriété la moins évidente est ’antisymétrie qui est assurée
par ce qui précéde. O

5.1.2. Quelques notations. On note A I’ensemble des mondémes de ), B; C A 'ensemble des monomes

i-dominants de ). Pour [] Y]“(;“ =m € B;, on pose :
a€C* j ’

. _ Ta(Ui,a—Ta) Uj,q —rg
Eosm)=m ][ > ¢ [r, ] iai
a€C* ra=0..%;,a et

Remarquer que si de plus m € B; N fIt(Bl) = Bj, on a, en posant m = fIt(m'), légalite Eg;(m) =
I (E;(m')).
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On note K; le Z[t,t']-module engendré par les Ey ;(m) avec m € B;. On a 11, (ﬁ) C R; mais on n’a pas
égalité dans le cas général.

Pour ¢ € I, on obtient de la méme maniére que dans le lemme 1 une décomposition en somme directe de
Z[t,t~1]-modules :

Lemme 11.

Vi=%fie @ ZittIm=(EP zlt,tE ( P zitt!

meEA—B; meEB; meEA—B;

= ﬂﬁt,i

iel

Lemme 12. On a Uégalité :

et on notera R; cette sous-partie de ).

Démonstration:
On sait déja :
R) = Ht(ﬂﬁd) C ﬂHt(Rd) C ﬂﬁa
i€l i€l i€l
Considérons & présent z € (| R;. Soit m € A un mondéme maximal parmi ceux qui interviennent dans x
i€l
pour la relation d’ordre < du lemme 10. Pour chaque ¢ € I, m provient d’un certain Ey ;(m') avec m/
i-dominant, ce qui impose m < m'. On a donc m = m' et m est i-dominant pour tout ¢ € I. Il est donc
de la forme :
m= [] v =m( ] wi™) el
i€l,aeC* i€l,acC
car les u; ,(m) > 0. Si on suppose m # 1 (soit = & Z[t,t™!]) et on considere ig € I tel que wt;,(m) # 0,
on a dans l’écriture de z dans £;, le monéme m qui ne peut provenir que de

EO,’io (m) = H I/V“1 a(m) E f[t (.ét)
i€l,acC*

On peut alors enlever de z le terme Ejg ;, (m) avec son coefficient de Z[t,¢t~!], et on se rameéne  un élément

de [ R:,; faisant intervenir strictement moins de monodme, ce qui permet de conclure par récurrence. [
iel

Pour définir les Ej ;(m) analogues des Ep,;(m) relatifs a I1, on considére pour i € I en suivant [4] :

Gi 2 Rei = Vi
définie comme I’application Z|t, t_l]—linéaire telle que pour m € B; :
Eoi(m) =Y Am(t)M = Y Ay ()t~ ag
avec pour M =m [[ A; 7 (ro > 0) qui intervient effectivement dans Eo,;(m) :

a€C*

= D a1 (M) + tiaq, (M) = 70 = 7,,-2)
a€C*

On pose alors pour m € B; :
Ep,i(m) = ¢i(Eo,i(m))
Cette définition est motivée par le lemme :

Lemme 13. Soit, dans le cas ADE, m € B]. On a, sim = fIt(m’), légalité :
Ep (m) = ¢t~ mOT1(By (m))
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Démonstration:
11 suffit de calculer en notant E;(m') = Y Ay ()M avec M =m/ J] Vo™ :
aeC*
I(E;(m")) =1 Au(&)M) =D Ay @)t 4Mm IT A7 ™
a€C*
puis :
d(M, M) = + Y ram(d(Via,m') +d(m',Via) + d(Via, M/m'))

acC*

"+ Z TQ,M(Ui’aqi—l(ml) + Uiaq; (M) = Ta,pr — Taq;2,M) =d(m',m') + a(m,II;(M))
aeC*
ce qui donne

T(E;(m")) = 90" gy (T, (Bi(m'))) = ") (o i(m))
O
On note alors & le Z[t,t~!]-module engendré par les Ey ;(m)" avec m € B;.

Pour ¢ € I, on obtient de la méme maniére que dans le lemme 1 une décomposition en somme directe de

Z[t,t‘l]—modules :
e @ zttm=(EP zlt,t E(m)e( P zitt

meA—B; meB; meA—B;

Dans le cas ADE, on a ﬂ(ﬁ) C £} mais on n’a pas égalité dans le cas général. On a cependant 1’égalité
suivante comme dans le lemme 12 :
= mﬁ:&,z

iel
et on notera &) cette sous-partie de V.

5.2. Les opérateurs S,{z

5.2.1. Définition. On considére les YVy-modules libres :
Vii= P V-Sia

acCr
On déduit respectivement de f[t, Il (dans le cas ADE), II; des applications f[il, f[i, Hiz
On note S} ; 'application Z[t, t~"]-linéaire S} ; : J; — Vi ; qui prend sur un monéme m € Y la valeur :

Stim)=m( > (4.4 2memm)g Yoo 2 M)S L)
a€C* Jui o(m)>0 a€C* [u; a(m)<0

On voit immédiatement :

St i(Yj.a) = 65,iYi,0Si,0 €t St z( ) —0j,i t_2Yi,_alSi,a

Lemme 14. Le diagramme (1) suivant est commutatif :

L8

. yt —i) j}tl’i .
L | oI,
St
yt :) y,f,i
L { oI,

st
y = W,

Dans le cas ADE, le diagramme (1)’ obtenu en wutilisant respectivement f[,f[ﬁ a la place de ﬂt,ﬂé,i est
commutatif également.
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Démonstration:

Toutes les applications sont Z-linéaires, il suffit donc de regarder un monéme m € Vet A€ Zlt, t71] :

(fg,z ° gili,i)(/\m)

= ML ,(m( Y (4. +2@e))G  — S (72 4 t2Ue) S, )
’ aEC* [ui,a >0 QEC* /ui o <0
= AML(m)( Y (4. +2@eaG  — S (72 4L+ 12%e)S )
a€C* fui o >0 a€C* /ui,a<0
= ALY ¥ Q4+t — 0 3 (7 4+ 120)Sy,)
acC a€C* /u; o >0 a€C* Ju; o <0
Uia
= ST Ye)
La€C*
= Sl (Am))

puis un monéme m € Y; et A(t) € Z[t,t7] :

(IT; ; © S; ) (AM()m)

= A(l)Hfm.(m( > 1+...+ tz(“w—l))Si,a - > (t72 + ... + £24ia)S; )
a€C* [u; o >0 a€C* Ju; o <0

= A()m( gé* i,05i,0)

SHA(L)m)
SHIL(A(t)m))

Le diagramme (1)’ se traite de maniére analogue. O

5.2.2. Interprétation des Sﬁ en terme de dérivation.

Lemme 15. Il existe sur y;ﬂ. une unique structure de bimodule pour la multiplication usuelle . de Y, telle
la structure a gauche soit la structure ci-dessus, et que pour tout a € C* et tout monéme [] Y,7° =

,a
a€C* jerI J

m € yt N
Si,a.m = tzu"’“(m)m.S,-,a , Sz',a.t = t-Si,a

La démonstration est complétement analogue au cas j}tlz
Notons qu’on a alors pour tout a € C* :

SiaYia =1"Y;4.Si4 , S’i,a-y;',_al = t_2y;',_al-si,a
Proposition 7. L’application S,{’z- a une propriété de dérivation :

YU,V € ¥, SL,(UV) =USL,(V) + 8! ,(U).V

C’est de plus 'unique dérivation Z[t,t~"]-linéaire telle que S ;(Ya) = Y5.5,.
La démonstration est complétement analogue au cas S’éz
5.3. t-analogues des opérateurs d’écrantage pour ).

5.3.1. Définition des opérateurs Sy ;. On considére le sous Z[t,t']-module IT} ;(£},;) de V! ;.
Lemme 16. Les éléments de IT, ;(Fy;) sont les éléments de V! ; de la forme :

Z /\m,am(Av_l t2u.;,aq% (m)Sj,aql? _ t2Si,a)

1,04qi
acC ,mell; (A)

avec les A, o € L[t,t7] presque tous nuls.
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Démonstration:
Le résultat découle du fait que II; est un morphisme d’anneaux qui conserve les quantités u;,q- O
Soit & présent :
F;= Z Z[t,t7).m(A]} % aa? (m)Si’aq? —£2S;,)

1,aq;
acC* ,meA

C’est un sous Z[t,t~]-module de Y} ; qui contient ﬂiz(ﬁ’“)

Notons que les éléments de F; ; sont les éléments de yg’i de la forme :

> A7y Siaqz-Ua — t2Ua.Sia)

i,0q; ~ 1,04;
aeC*

avec les U, € ).

Définition 3. On appelle Y, le Z[t,t~1]-module quotient de yg,i par Fi;, et Sy ; Uapplication obtenue a
partir de Sé’i par projection sur Y ;.

Notons que F; ; n’est pas un V;-sous module de yg,i, mais c’est une partie de y;,i stable par multiplication
par des éléments de Z[Y]ia] j=i. En particulier on peut définir une multiplication & gauche sur )} ; par les
élements de Z[Yfa] j#i, qui commute avec la projection p; de ytl,z. sur Vi ;.

Lemme 17. Les applications Hé’i,ﬂéyi donnent naturellement des applications I, ;, 11, ; rendant le dia-
gramme (2) suivant commutatif :

,f’l- — it

i, | T
tlﬂ' — yt,i

m, | o,
VE— Y

Démonstration:
11 suffit de vérifier que les applications Z-linéaires I, ;, IT, ; passent aux quotient. Or IT¢ ;(F} ;) C Fy,

donc II; ; est bien définie. Puis pour x € F} ;, on a avec les notations déja utilisées :

Myi(z) = Y Ua(1)(Afay-Siaqz — Sia) € Fi
a€eC*

Proposition 8. On a le diagramme commutatif suivant :

RS S 1
I, | R P
Vi Sty Vi
Im; | L ILy;
y 3w
et on a :
ﬁt,i C KCT‘(St,i)
Démonstration:

La commutativité du diagramme provient de la commutativité des diagrammes (1) et (2).

Puis ﬁt,z’ o St,i =850 I et f%t,i C Ker(S’t,i) implique II, (fi“) C Ker(S;,).
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Soit alors m € B; qu’on décompose m = m; [[ m; avec les m; € Z[Yfa]ae@ . Alors :

J#i
Eo,i(m) = Eoi(m:) [ [m;
J#i
et comme pour tout @ € C*, u;o([[m;) =0,ona:
J#i
St i(Eo,i(m)) = HmJ Stz (Eo,i(m:))

J#i

Alors pour la multiplication & gauche sur ), ; par des éléments de Z[Yjﬂfa] j#i,ona:
St,i(Bo,i(m)) = (] [my)St,i(Eo,i(m:))

J#i

Mais alors comme m est i-dominant, on a :
- T = I )
aeC a€eC*
avec les u; o = ¥;,4(m;) > 0. En conséquence :
Eo,i(mz = H I/V“i @ 6 ﬂt(ﬁtﬂ') C Ker(St,,-)

a€eC*
O

5.3.2. Remarques sur les opérateurs Séﬂ-. On peut faire une contruction analogue relative & & en consi-
dérant les : ()t o ()
Ft’,i = Z Z[t,t_l].m(Al ;q,t i,aq2 (M) —ti,a(m s, od? tSi,a)
a€C* meA
puis yt = yt z/FtIu et St ; la composée de Sé avec la projection de y“. sur yt i

Dans le cas ADE, on a Ht,i(Ft,i) C F{;, le diagramme commutatif :

~ Sti ~
Ve — Vi
Il L IL
S,
yt — y,;,i
I | UNE | A9
y 2y,

et on a :

ﬁz’t,i C Ker(silf,i)

5.4. Noyau des t-opérateurs d’écrantage S; ;.

Théoréme 3. On a Ry; = Ker(St;).

On pourrait montrer ce résultat de la méme maniére que ,&t,i = Ker(gt,i) en utilisant la décomposition
de ); du lemme 1. Cette méthode permet aussi retrouver le résultat du théoréme 1 en utilisant la
décomposition de ) :
y=fie P Zm
meA—B;
On propose ici une alternative qui déduit le résultat du théoréme 3 de celui du théoréme 1. Elle nécessite
quelques lemmes préliminaires.

Noter que tout ce qui suit peut étre appliqué de maniére analogue a SLZ- dans le cas ADE, ce qui donne

Rii = Ker(Sy,,)-
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5.4.1. Lemmes préliminaires.

Lemme 18. Tout u € Y, s’écrit de maniére unique sous la forme :
u= Z (t — 1)PM) =1 (40 (m) + aq (M) (t — 1) + az(m)(t — 1) +..)m
meD

avec D C A, les p(m),q(m),ag(m), a1 (m), ... € N et ag(m) # 0.

Démonstration:

On décompose u sur la somme directe V; = Y. Z[t,t~1]m, et il suffit donc de considérer un polynéme
meA

de Laurent P € Z[t,#~1] non nul et de montrer qu’il s’écrit de maniére unique :

(t — 1)p(m)

P= ta(m)

(ag(m) + ar(m)(t — 1) + ag(m)(t — 1)% +...)
Si P € ZJt], c’est le cas car on a une base graduée ((t — 1)?), de Z[t]. Dans le cas général, P s’écrit de
maniére unique P = t~%™Q avec Q € Z[t] et ¢(m) € N. O

Corollaire 1. Le noyau de II; est Ker(Il;) = (t — 1)).

Démonstration:

L’inclusion (¢ — 1)), C Ker(II;) est claire, puis si u € Ker(Il;), en utilisant la décomposition du lemme
18, on voit que :

Z ag(m)m =0

meD,p(m)=0

or comme les ap(m) sont non nuls, pour m € D on a p(m) > 0. O

Lemme 19. Sia € y;ﬂ. vérifie (t — 1)a € Fy; alors a € Fy ;.

Démonstration:
Pour un tel o € yé’i, on peut écrire :
—1 ,2U; 2(m)
(t=Da= Y Amam(Aig,t " 510z —1°Sia)
a€C* meA

avec les A\y,,o € Z[t,t71] presque tous nuls. Mais si on évalue cette expression a t = 1, on trouve dans

y{,z’ :
0= Y AnMm(A;,, Siaz — Sia) = O Ua()(Afag; Sivagz — Sia)

a€eC* meA aeC*

U, = Z Am,am

meA

avec :

Supposons alors par l'absurde qu’il existe un a tel que U,(1) # 0. On considére alors la plus grande
puissance de g tel que Uygm (1) # 0 (qui existe car les Uy sont presque tous nuls). Alors A7 . Uggm (1)

i,aq
est le coefficient de S; , 2, donc Az._;qmﬂ Uggm (1) = 0, contradiction. On peut donc écrire tous les U, sous
la forme U, = (t — 1)U, avecles U, = > X}, ;m € Vs, et (t —1)a = (t —1)f avec :
meA

B= 3 Apam(@e2™A7L S £28;4) € Fri

i,aq; *Piaq? T
a€C* ,meA

Mais comme Y ; est un Z[t,t~']-module libre, on a a = §. O
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5.4.2. Démonstration du théoréme 3. Démonstration:
La premiére inclusion K ; C Ker(S; ;) est déja connue.

Considérons v € Ker(S;,;). Alors 0 = II; ;(S;,:(u)) = Si(Il;(u)) et donc d’apres le théoréme 1, II;(u) €
Z[Y; ) i#ibecs ZYia(1+ Af oy )accs , soit :

My(u) = Y Am [] Fia(l+450,))7 ™
m aeC

avec Ay, € Z[Y;.“,—Lb]#iybe@ et les po(m) > 0. Pour chaque m, on pose :

vm = [[ Wi+ Vigh )= = By T wra™) € e

%,aq;
a€eC a€eC*

En considérant alors :

v= Z)‘mﬂt (vm)
m
onawv € Ry, et II;(v) = (u), donc v —u € Ker(Il;) = (¢t —1)); d’aprés le corollaire 1. En conséquence :
u=v+ (t—Du

avec uy; € Y. Mais alors (t — 1)u; € Ker(Sy;), soit (t — 1)S} ;(u1) € Fy;. Alors d’aprés le lemme 19,
Sé,i(ul) € F; ;, soit u; € Ker(S;;). On peut recommencer avec ug, et on obtient par récurrence que pour
tout p € N, il existe w, € R; et u, € Ker(S;;) tels que :

u=wp+ (t - 1)z
Décomposons u = b + ¢ sur la somme directe du lemme 11 :
Yy =R @ EB Z[t,t m
meA—B;
et supposons par I’absurde que ¢ # 0. Pour p, prenons py = p(mg) + 1 avec p(my) le plus grand p(m)

qui apparait dans la décomposition de ¢ du lemme 18. On obtient une écriture u = w + (¢t — 1)P°w.
Décomposons v = b’ + ¢’ sur la somme directe du lemme 1. Alors :

u=b+c=w+ (t—1)P°Y + (t — 1)P°c

et b=w+ (t —1)Pob' et ¢ = (t — 1)P°¢’. Donc les p(m) qui apparaissent dans la décomposition de ¢ du
lemme 18 sont tous strictement plus grands que pg, contradiction. On a donc £ ; = Ker(S; ;). O

6. COMPLEMENTS RELATIFS AUX INVOLUTIONS

On rappelle les involutions définies par Nakajima : sur ); on pose t = t_l,ﬁ =Y, et sur ), pour

i,a’
d un bicaratére, on pose :
t=t"1,m=4mmpy
En particulier dans le cas ADE on a linvolution obtenue avec dy. Elle est alors anti multiplicative
relativement 3 * et commute avec II.

On étend ces involutions a ytlﬂ. (respectivement & ygﬂ.) en posant S; , = t725; 4, soit :

D UdSia= Y t7°SiaUa

aeC* a€C*

pour des U, dans ); (respectivement jit)
Lemme 20. On a pour x € J>t,y €V :
S} i(x) = Sili,i(f) , Stily) = Sé,i@)

De plus ﬁ’t’i,Ft"i sont stables par les involutions correpondantes.
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Démonstration:

Les deux résultats s’obtiennent de maniére analogue, en considérant par exemple un mondéme a € ) :

Sti(A(t)ym)
= At b (14172 4 4t 2Wia(m)=1))=25, m
a€C* ui a(m)>0
+ > (t2 + ...+t 2w (M2, m)
a€C* u; o (m)<0
= At Hm( 3 (t2(wiam)=1) 4 142+ 1)S;, + > (t2uie(m) 4 4 t72)S; ,)
a€C* u; o (m)>0 a€C* u; 0 (m)<0

= A(t7)SL(m) = S}, ,(\Bm)

Considérons ensuite, par exemple dans le cas ADE :

MOV gt ™S, 1o — 125i.4)
_ )\(t 1) ( ,aq? (m) Sl aqthd(m M) —24-2u; o (m)+2u; saq? (m)m‘/z g — t_ZSi,at2d(m’m)m)
(1)t —2+2d(m, m)m(Vz aq:t2S; a2t —2+2ui,a (M) +2u; 4 2(m) t—2+2ui,a(m)5’i’a)
(t 1) —642d(m,m)+2u;, a(m)m(‘/z ags S; ant Uy an(m) t2Si,a) € Ft,i

et dans le cas général :

|
> >

A()m(ATL goeatMTuia(m) g

%,0q; zaq
= A

( tSz',a)

( 2mA; —t_ls,',am)
A 2m (AL ¢ e (W Fuie(m) g

(

plia(m)=u; o2(m)
t 1) ( q2 S’l aq 7 ,aq;
i,aq; i,aq? t_l+2m’a(m)si,a)

4+ 1) —44-2u; “(m)m(A_l t i a,q 2(m)—u; a(m)S tSi,a) € Ftl,z

1,aq; zaq

|
>

O

On peut ainsi définir des involutions sur )j;,);,; qui commutent respectivement avec les opérateurs
d’écrantage associés.
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