Sur la constructibilité uniforme des images directes supérieures en
cohomologie étale.

TA—)AREDY —DEIRIESD
—RRRE R AT RE IS DWW T

Fabrice Orgogozo (CNRS, Ecole polytechnique)
IHES-ER°K, 2010-6-9



Motivation initiale : comprendre le lien entre le théoréme suivant et
les ultraproduits.

Théoreme (O. Gabber)

Soient k un corps algébriquement clos et X un k-schéma projectif
lisse. Pour presque tout nombre premier £, les Z,-modules
H'(X, Zy) sont sans torsion.

SE 4 DEIBIZRODTEILY RO B R % BT 5 2 5.,
FHL (0. 71/3—)

X R PARk LD OB L RRIRE 8, FRAE R TDHR
O U, ZIIEEH (X, Z)IZFEND TN,



Définition
Soient & I'ensemble des nombres premiers et A = [, 5 Fo.

it

PRI EARDEALU. A = [T, 0 FeE T2,



Définition
Soient & I'ensemble des nombres premiers et A = [, 5 Fo.
1. On appelle ultrafiltre non principal sur & un ensemble £ de
parties non vides, stable par intersection finie, maximal pour
I'inclusion tel que Nyce X = 0.

E 7%
c@%%;&%{$@%é\tb\ A = erv@ Fft-d—éo
1. PEREEDHELN, TR AR X A2 R->T
MK THBI, LEIFRITH T 1L A—LF D,



Définition
Soient & I'ensemble des nombres premiers et A = [, 5 Fo.

1. On appelle ultrafiltre non principal sur & un ensemble £ de
parties non vides, stable par intersection finie, maximal pour
I'inclusion tel que Nyce X = 0.

2. On appelle ultraproduit des F, selon £ le quotient Fg¢ de A par
I'idéal me = {(a¢) : {¢|]a; = 0} € £}.

E 7%
c@%%;&%{$@%é\tb\ A = erv@ Fft-d—éo
1. PEREEDHELN, ZE TR AR X %2 R->T
MK THBI, LEIFRITH T 1L A—LF D,
2 ADAFT Mme = {(ar) : {f|ar = 0} € LHZ X2
FIRERF o1 X LI DF DRI LIS,



Définition
Soient & I'ensemble des nombres premiers et A = [, 5 Fo.

1. On appelle ultrafiltre non principal sur & un ensemble £ de
parties non vides, stable par intersection finie, maximal pour
I'inclusion tel que Nyce X = 0.

2. On appelle ultraproduit des F, selon £ le quotient Fg¢ de A par
I'idéal me = {(a¢) : {¢|]a; = 0} € £}.

Chaque Fg¢ est un corps de caractéristique nulle, plongeable dans C.

i
y%%;&%&k@%é\tb\ A = erza} Fftj—éo
1. PEREEDHELN, TR AR X A2 R>T
MK THDI, LEIFRITH T 1L A—LF D,
2 ADAFT Mme = {(ar) : {f|ar = 0} € LH= X5
FIRERF o1 X LI DF DR LIS,

B F | 3MEBINE T HDIAARF e — CHMEIET DR
*HTHD,



Posons H(X, Fg) := ([T, H'(X,Fs)) ®a Fe.

HI(X, Fe)&([], (X, Fr)) ©a Fe& 3%,



Posons H(X, Fg) := ([T, H'(X,Fs)) ®a Fe.

Admettons que X — H'(X, F¢) soit une cohomologie de Weil.

H'(X,Fe)& ([T, H' (X, Fr)) @a Fel 95,
X = H(X,F) W oA 2 REOY —%2 T LKET D
B5IE,



Posons H(X,Fg) 1= (IL H/(X,F;)) ®4 Fe.
Admettons que X — H/(X, Fg) soit une cohomologie de Weil.
Il résulte de [Katz-Messing, 1974] que, pour tout £ et £,

dimg, H'(X, Fg) = b'(X) = dimq, H'(X, Q/).

HI(X, Fe)Z&(I], H (X, Fr)) ®a Fe 3%,
X = H(X,F) W oA 2 REOY —%2 T LKET D
BHIE, FEDL, LIZRU,

dimg, H'(X,Fg) = b'(X) = dimq, H'(X, Q/)

DD LD H AN [Katz-Messing, 1974]DEF LD ES 730125,



» On vérifie facilement que
din"IFS Hi(X, Fg) = |im[,£ dim|:Z Hi(X, F[).

» dimg, H/(X,Fg¢) = limg e dimg, H (X, Fy) 1%
FoDEZRIINED,



» On vérifie facilement que
din"IFS Hi(X, Fg) = |im[,£ dim|:Z Hi(X, F[).

» Cette limite ne dépendant pas de I'ultrafiltre non principal £, il
en résulte que pour presque tout /,
dimg, H'(X, F¢) = dimq, H (X, Qy).

» dimg, H/(X,Fg¢) = limg e dimg, H (X, Fy) 1%
FoDEZRIINED,

> FRERANIE BT 7 1 )L 2 — SITR O IR fy  FRA L 2T UTHE
L/\ dim,:[ Hi()<7 Fg) = dimQ[ Hi()<7 Q[)iﬁ
[UAVASK



On vérifie facilement que

din"IFS Hi(X, Fg) = |im[,£ dim|:Z Hi(X, F[).

Cette limite ne dépendant pas de I'ultrafiltre non principal £, il
en résulte que pour presque tout /,

dimg, H'(X, F¢) = dimq, H (X, Qy).

Le théoréeme de O. Gabber résulte alors de la suite exacte des
coefficients universels

0 — H(X,Z,) ® Fy — H(X,Fy) = HTY(X,Z,)[{] — 0,

dimg, H(X,Fg¢) = limg e dimg, H'(X, Fy) 1%
FeDEHZEIVHED,

FRBRASIE BRI 7 ¢ )L 21— SRS 2y FRAE 2T AT
L/\ dim,:[ Hi()<7 Fg) = dimQ[ Hi()<7 Q[)iﬁ

B S D,

A7 N— D e L 8 AR e

0 — H(X,Z,) @ Fp — H(X,Fp) = HTY(X,Z,)[{] — 0,

MHEEINND,



Cependant, pour vérifier que la Fg-cohomologie est une
cohomologie de Weil (cf. p. ex. [Tomasi¢, 2004]), on utilise :

RU.Fe IRERY =W 2/ AR ERY —THZIDEINEHED
OBDIUNIIRDENENTHD
([Tomasi¢, 2004]% S &) :



Cependant, pour vérifier que la Fg-cohomologie est une
cohomologie de Weil (cf. p. ex. [Tomasi¢, 2004]), on utilise :

les fonctions ¢ ~— dimg, H'(X, F;) sont bornées.

RU.Fe IRERY =W 2/ AR ERY —THZIDEINEHED
OBDIUNIIRDENENTHD
([Tomasi¢, 2004]% S &) :

¢ — dimg, H'(X, Fo) W E 5B CE S H.,



Cependant, pour vérifier que la Fg-cohomologie est une
cohomologie de Weil (cf. p. ex. [Tomasi¢, 2004]), on utilise :

les fonctions ¢ ~— dimg, H'(X, F;) sont bornées.

Dans op. cit. et [lllusie, 2010] la vérification de ce fait utilise le
théoreme de Gabber sur la torsion.

RU.Fe IRERY =W 2/ AR ERY —THZINEDNEHED
OBDIUNIIRDENENTHD
([Tomasi¢, 2004]% S &) :

¢ — dimg, H'(X, F)) W E S BT HE S H.,

EEd& lllusie, 2010[IZAVT, F2AUIDWTD A /N —E HH
HDOFEDFE DN TN D,



Dans cet exposé, on va s'intéresser a des théorémes de finitudes
semblables,

BEODFEE Tl FEDL DA PR
EHEE 2D,



Dans cet exposé, on va s'intéresser a des théorémes de finitudes
semblables, pour des coefficients non nécessairement constants

DR T I3 EEE LIE RS, DA R
EHEE 2D,



Dans cet exposé, on va s'intéresser a des théorémes de finitudes
semblables, pour des coefficients non nécessairement constants et
dans une situation relative.

B DA CIR AR LIRS MR 9285 & DR O IR
A E R D,



Définition
Soient X un schéma noethérien et .% un faisceau étale sur X.

R #%
XEX—B—AF—LEL, FEX LOTE—VELT S,



Définition

Soient X un schéma ncethérien et .% un faisceau étale sur X. Si
pour tout point géométrique X et pour tout point géométrique y de
X(x) localisé en y

yack 3

X p—R—AX =L, FEX EOTE—IELT D,
A UL R DR i EALTEDIRANY B IALX 5 D Ry
2L,



Définition

Soient X un schéma ncethérien et % un faisceau étale sur X. Si
pour tout point géométrique X et pour tout point géométrique y de
Xx) localisé en y I'action des py-Sylow de m1(y,y) sur la fibre 77
est triviale,

(px est I'exposant caractéristique du corps (x).)

o

X F—B—2%—LEL, FEX EDTA—VEL TS,
FEUATIED BT s AT RE DI AL X ) Dy
XU, 1 (y) DY = p MR BN E A BRI
RBIE,

(plE(R) DI CHB.)



Définition

Soient X un schéma ncethérien et % un faisceau étale sur X. Si
pour tout point géométrique X et pour tout point géométrique y de
Xx) localisé en y I'action des py-Sylow de m1(y,y) sur la fibre 77
est triviale, on dit que .% est modéreé.

(px est I'exposant caractéristique du corps (x).)

%

Xk F—R—2%—BEL. FEX EDTA—VHET S,
FEUAT SR 15 AL RE DR L AL X ) D sy
I U my (y) DY B p, B BEDE Fy~ BRI § 5
ROIE. PRI S,

(plds(x) DI TH B, )



Lemme (Abhyankar)

Soient X un schéma régulier et D un diviseur a croisements
normaux. Soit £ un faisceau lisse sur U = X — D.

fifi# (Abhyankar)
XEERAF—LEL, DEHOBEMIEHRNT2T 5,
L%EU=X—-DLEORFRERELT5,



Lemme (Abhyankar)

Soient X un schéma régulier et D un diviseur a croisements
normaux. Soit £ un faisceau lisse sur U = X — D.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

fifi# (Abhyankar)

XEERAF—LEL, DEHOBEMIEHRNT2T 5,
L%EU=X—-DLEORFRERELT5,
RIXFETH D,



Lemme (Abhyankar)

Soient X un schéma régulier et D un diviseur a croisements
normaux. Soit £ un faisceau lisse sur U = X — D.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. £ est modéré le long de D.

fifi# (Abhyankar)
XZEEHAF—LEL, DEHOBMIEHN 7295,
LU =X—-DLEOREMmEREET D,
KIFFEMETHES,

1. LIXDIZih-> T,



Lemme (Abhyankar)
Soient X un schéma régulier et D un diviseur a croisements
normaux. Soit £ un faisceau lisse sur U = X — D.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. £ est modéré le long de D.

2. (U= X)L est modére.

fifi# (Abhyankar)
XZEEHAF—LEL, DEHOBMIEHN 7295,
LU =X—-DLEOREMmEREET D,
KIFFEMETHES,

1. LIXDIZih-> T,

2. (U= X)Lk



Définition
Soit . = (%#))cL une famille de faisceaux sur X.

R #
XL@E@B&? = (g[)/el_kvé_éo



Définition

Soit . = (%#))cL une famille de faisceaux sur X.

S'il existe un morphisme propre et surjectif p : X’ — X tel que
chaque image inverse p*.%; soit modérée sur X’

7E 3%
XL@}%@B&% — (9{)/61_&‘4_60
B G p* Z I RRE D E A 25 p : X' — XIVE DI,



Définition

Soit . = (%#))cL une famille de faisceaux sur X.

S'il existe un morphisme propre et surjectif p : X’ — X tel que
chaque image inverse p*.Z; soit modérée sur X’ on dit que la
famille .Z est uniformément proprement modérée (upm).

E

XL@E@B&? = (g[)/el_kvé_éo

K p* FIFRREBBDEE RS p : X — XA DI,
5.F & — R E A TFR (upm) 2 B D,



Définition
Soit .# = (%) une famille de faisceaux constructibles sur X.

E 7%
Xi@*%ﬁiﬁjﬁg)%’@ﬁé—ég — (ﬁ/)/eLt‘d—éo



Définition

Soit .# = (%) une famille de faisceaux constructibles sur X.

S'il existe une stratification finie a strates localement fermées telle
que les faisceaux %, soit lisses sur chaque strate,

RE#&

X LW ATREE DIE.F = (F1)1e1 &9 %o

25 JE 2 EIDMER OB U, 2.7, Dl RAY
JRI AR RE & & A BRITAFAE T D IR,



Définition

Soit .# = (%) une famille de faisceaux constructibles sur X.

S'il existe une stratification finie a strates localement fermées telle
que les faisceaux %, soit lisses sur chaque strate,

on dit que la famille .# est uniformément constructible (uc).

7E T

X EOWBTHROES = (F)1c.8 5 %,
KB W E A HAMERE DI 5.2, DRI
R B & B BT E S B

R FIE—RRRE T RE (uc)2 B,



Dorénavant, on fixe un schéma S qui peut étre le spectre d'un
corps ou d'un anneau de valuation discréte excellent et I'on travaille
dans la catégorie des S-schémas de type fini.

BEALIP DIZARME TS MR AHER D ANRT N T L S%
[ %, S EDERMBAF— DT EDNRPHZTEE X
éo



Dorénavant, on fixe un schéma S qui peut étre le spectre d'un
corps ou d'un anneau de valuation discréte excellent et I'on travaille
dans la catégorie des S-schémas de type fini.

Soient n = (n;);c; une famille d’entiers inversibles sur S et

N = (Z/n;)cr la famille de coefficients correspondante.

BEALIN S IS ARPE TS MR EER D AT R T L S%

[EE G5, S EOAREBLAF—ADRETEDIRG 721525 2
éo

n = (n)1c1 %S EOTHEBBOBEL, il isT SRRk
%/\ = (Z/n/)/eL'f‘i%j-o



Dorénavant, on fixe un schéma S qui peut étre le spectre d'un
corps ou d'un anneau de valuation discréte excellent et I'on travaille
dans la catégorie des S-schémas de type fini.

Soient n = (n;);c; une famille d’entiers inversibles sur S et

N = (Z/n;)cr la famille de coefficients correspondante.

On définit de maniére évidente la sous-catégorie D[,’fpm(X, N) de
[T, D5(X,Z/m).

AL D IR DMETFH BB EERD ART N T LS %

[EE T B, S EOARIMBLAF— LD KT B DN RPHZITE2EZ
éo

n=(n)c %S EORHBREBRDEL L, nlZxt g DR fE
%/\ = (Z/n/)/eLf‘ﬁj‘o

[1, DE(X, Z/n) ¥R BB DUL,, (X, N) DRERIFASHTHSD,




Théoréme
Soit f : X — Y un morphisme propre.

& B
f . X — Y%’:ﬁ‘%ﬂ‘tj‘%o



Théoréme
Soit f : X — Y un morphisme propre.
Le foncteur 7 = (F)) — Rf(F) = (Rf.Z))

& B
f X = Y%ﬁ‘%ﬂ‘t—d‘%o
FF = (7)) = RL(F) = (REF)



Théoréme
Soit f : X — Y un morphisme propre.
Le foncteur 7 = (F)) — Rf(F) = (Rf.Z))
induit un foncteur
DUt (X, N) — Db (Y, N).

ucpm ucpm

E
f:X— YEEESFETS,
BF.7 = (%) — RE(Z) = (RLF)
PSR
DYt (X,N) — D (Y,N)

ucpm ucpm



Théoréme
Soit f : X — Y un morphisme propre.
Le foncteur 7 = (F)) — Rf(F) = (Rf.Z))
induit un foncteur
b

Dign(X: \) = Dipn(Y s N
De plus, il existe une constante Cr gz telle que pour tout i,l, on ait
« rang R, (7)) < Cr,z -rang F| ».

E
f:X— YEEESFETS,
BF.7 = (%) — RE(Z) = (RLF)
PSR
DYt (X,N) — D (Y,N)

ucpm ucpm
BT,

T FERCr s IFAEL. ALREDI, NTHIL,
TBEH(RIE(F)) < Crp - BEBU(F)) 1R



Exemple

Soient X un schéma propre et lisse sur un corps algébriquement
clos de caractéristique p, D un diviseur a croisements normaux et U
I'ouvert complémentaire.

il
X &R pDRBUIPAR k LD O RE A LRk U, D% Bifl
ERRA T UIXDOFHIBE /3 &3 %,



Exemple

Soient X un schéma propre et lisse sur un corps algébriquement
clos de caractéristique p, D un diviseur a croisements normaux et U
I'ouvert complémentaire.

Il existe une constante Cx p telle que pour tout { # p, tout i et
tout Fy-faisceau lisse modéré £ sur U, on ait

hi(U,£) < Cx,p - rang(£).

il

XE B pDRBUNPARk DM SNEREA SRR LU, D% Bl
IEA T UL DOMBIER L 35,

TERCx pPFAEL ATEDi 0 £ p,U=X - DED

S SISy ek = RAN S I ON

hi(U,.2) < Cx.p - BE8(2)
B9,



Dévissages
(Esquisse)

» On peut supposer F modérée.

(3D % h<H
(KZ)
> FIFREAREL TR,



Dévissages
(Esquisse)
» On peut supposer F modérée.

» On peut supposer .7 = j.L (£ famille de faisceaux lisses,
J : U= X immersion ouverte).

(3D % h<H
(KZ)
> FIFREAREL TR,

> F = LERELVTRW, (ZIZRFEREDE. - U— X,
BHIHDIA A, )



Définition
Une courbe nodale f : X = Y

yack
FEETHARRF - X = YeU,



Définition
Une courbe nodale f : X — Y est dite adaptée a (U, V), ou U
(resp. V) est un ouvert dense de X (resp. Y) si

R
AL - X — YEU, U,V 2 HaXOMREBES
KOYDREREGL T2,



Définition
Une courbe nodale f : X — Y est dite adaptée a (U, V), ou U
(resp. V) est un ouvert dense de X (resp. Y) si

1. f est lisse sur V;

R
AL - X — YeU, U,V 2 HaXOREBES
ROYDREREGL T2,

1. V ETFIESINT,



Définition
Une courbe nodale f : X — Y est dite adaptée a (U, V), ou U
(resp. V) est un ouvert dense de X (resp. Y) si

1. f est lisse sur V;

2. il existe un diviseur D C LieuLissex(f), étale sur Y, tel que
U=fYV)n(X-D).

7E T
FEHETHRARF « X — YU, ULV ZHAXOFEFEES
KOYDRERES LTS,
1. VETELMNT,
2. Y EIZZA—)VIA D C Sl x (F)2EY,
U=fYV)Nn(X - D)5k



Définition
Une courbe nodale f : X — Y est dite adaptée a (U, V), ou U
(resp. V) est un ouvert dense de X (resp. Y) si

1. f est lisse sur V;

2. il existe un diviseur D C LieuLissex(f), étale sur Y, tel que
U=fYV)n(X-D).

TE 75
fEEiEhEe - X — YU UV 2 HAXOFERES
BOYDMEFREGLT D,
1. VETFRESMNT,
2. Y EIZZA—IVIRF-D C SEiE#hx (F)DEY.,
U=fYV)n (X - D)eidH
FIZ(U, V)IZEGLTODEED,



Définition
Un morphisme f : X — Y est dit plurinodal adapté a (U, V)

E 7%
B - X = YU, VITEB LTS L EfE T THD LI



Définition

Un morphisme f : X — Y est dit plurinodal adapté a (U, V) s'il
existe une factorisation

f:(fd:X:Xd%del)Ow'o(ﬂ X1 — Xo = Y) et des
ouverts denses U; C X; (Up = V, Uy = U), tels que chaque f; soit
une courbe nodale adaptée a (U;, Ui—1).

R #%
BH - X — YU, V)IZHES bﬂ\é%mﬂ.ﬁﬁﬁmﬁéui
ﬁ@@f:(fd:X:Xd%Xd_l) (ﬂX1—>X0:Y)’C

X OWEFES U; (Uy = VELOUd — U)DMFTEL.
BLD(U;, Ui )\l AU TSGR RS 2 2



Dévissages
(Esquisse)
» On peut supposer F modérée.

» On peut supposer .7 = ji.L (£ famille de faisceaux lisses,
J : U= X immersion ouverte).

(3D % h<H )
(KZ)
> FIFREAREL TR,

> F = LEIRELTRW, (ZIZRFEREDE. - U— X,
BHIHDIA A, )



Dévissages
(Esquisse)
» On peut supposer F modérée.

» On peut supposer .7 = ji.L (£ famille de faisceaux lisses,
J : U= X immersion ouverte).

» On peut supposer f plurinodale adaptée a (U, V)

(3D % h<H )
(KZ)
> FIFREAREL TR,

> F = LEIRELTRW, (ZIZRFEREDE. - U— X,
BHIHDIA A, )

- FAZ(U, VISHEA LT 5% B S,



Dévissages
(Esquisse)
» On peut supposer F modérée.

» On peut supposer .7 = ji.L (£ famille de faisceaux lisses,
J : U= X immersion ouverte).

» On peut supposer f plurinodale adaptée a (U, V'), ou la paire
(Y, V) est torique.

(3% R <H ]
(R#)
» FIIRERELUTRY,
> F = (| LERELTRW, (LIXRATESREDORE. j - U— X,
FHERDIAA, )
> FIE(U, V)ITHEG LTS Z EAEHEI
(Y, VIER—Dv 7 B LU TR,



On utilise ici :

20D,



On utilise ici :
> les résultats de [de Jong, 1997]
(altérations de familles de courbes);

> i 3C[de Jong, 1997]Di F
(HhRDRD AN AL —ay)

ZHWD,



On utilise ici :
> les résultats de [de Jong, 1997]
(altérations de familles de courbes);

» une triple récurrence
(dimensions de Y et f, degré de troncation);

> i 3C[de Jong, 1997]Di F
(DDA N R —>ay)

» ZEHDINE
(YDIRTG, FOIRTG, BEANEFH DIREL)

20D,



On utilise ici :
> les résultats de [de Jong, 1997]
(altérations de familles de courbes);

» une triple récurrence
(dimensions de Y et f, degré de troncation);

> un lemme de Gabber (déja utilisé dans [Orgogozo, 2006]) ;

> i 3C[de Jong, 1997]Di F
(HHARDHED AN AL —aYy)
» = HOIHIE
(Y DIRTT., FOIRTT., BEALEH DIRED)
» %\ —DfHE ([Orgogozo, 2006])

20D,



Lemme (O. Gabber)

Soient X un schéma noethérien, F un sous-schéma fermé et
F' — F un morphisme propre et surjectif.

i (0. A7)
X% p—HR—AF—LL U, FRED A% — A,
F' — FREA 2T 5,



Lemme (O. Gabber)

Soient X un schéma noethérien, F un sous-schéma fermé et

F' — F un morphisme propre et surjectif.

Il existe un morphisme propre et surjectif X' — X tel que toute
composante irréductible de F x x X' soit la source d'un
F-morphisme vers F'.

i (0. A=)

X&p—R—AF— L&, FEREERD AF—LA,

F' — FrEH 25 LT 5,

IRODFEDFRD L DORRRFEE R X — XWFEIETD: BF xx X'D
BERI A BN F LD W EAES 5 H,



On utilise ici :
> les résultats de [de Jong, 1997]
(altérations de familles de courbes);

» une triple récurrence
(dimensions de Y et f, degré de troncation);

» un lemme de Gabber;

» 3 [de Jong, 1997]MD#EH
(HEARDIED AN AL —aY)
» —EHODRMNE
(Y DIRTL., FDRTT, BREEEFH DIRBO)
> 5 H /N —DfE

zZHW5,



On utilise ici :
> les résultats de [de Jong, 1997]
(altérations de familles de courbes);

» une triple récurrence
(dimensions de Y et f, degré de troncation);

» un lemme de Gabber;
> les résultats de [de Jong, 1996].

» 3 [de Jong, 1997]MD#EH
(HEARDIED AN AL —aY)
» —EHODRMNE
(Y DIRTT, FOIRTT, BEEALE I DIRED)
> 5 H /N —DfE
» G X[de Jong, 1996]DHEHE,
ZHWD,



Il suffit de démontrer la proposition suivante.

ROGTEZ L9 AUS R,



Proposition

Soient Y un schéma régulier, Dy C Y un diviseur a croisements
normaux et k : V < Y l'immersion ouverte du complémentaire.

fir e
YR IEHIAF—LE U, Dy Z HOBMIEKIN T, k: V — YEM@H
ER4Y A — LD DAAL T D,



Proposition

Soient Y un schéma régulier, Dy C Y un diviseur a croisements
normaux et k : V < Y l'immersion ouverte du complémentaire.
Soient f : X — Y un morphisme propre et j : U < X une
immersion ouverte telle que f soit nodale adaptée a (U, V).

il

YEIFEHIAF—L2 U, DyZ HOBAIER KN T, k: V — Y2
E o AF—LDFIHDIAAL T B,

f:X— YREGHEL.j: U X2

FA(U, VTS L TOBRERBIHDIABE 5,



Proposition

Soient Y un schéma régulier, Dy C Y un diviseur a croisements
normaux et k : V < Y l'immersion ouverte du complémentaire.
Soient f : X — Y un morphisme propre et j : U < X une
immersion ouverte telle que f soit nodale adaptée a (U, V).

Alors, pour tout faisceau lisse £ sur U tel que ji..& soit modéré, et
chaque i € {0,1,2},

fi i

YZIEAAF—LEU, Dy HOBAMIEHIKN 1. k: V — YZHiFH
3 AF—ADFIHDIAARL T D,

foX— YREERHEUj: U= X%

FANU, VITHEE U TO DRI DA AL T2,

HOW, | ZBTRTELIOLEEDOU LDFEERE. 2L
%i€{0,1,2HIR U IRDEM LY LD,



Proposition

Soient Y un schéma régulier, Dy C Y un diviseur a croisements
normaux et k : V < Y l'immersion ouverte du complémentaire.
Soient f : X — Y un morphisme propre et j : U < X une
immersion ouverte telle que f soit nodale adaptée a (U, V).

Alors, pour tout faisceau lisse £ sur U tel que ji..& soit modéré, et
chaque i € {0,1,2}, il existe un faisceau lisse #; sur V tel que
Rif.(ji-Z) soit isomorphe & ki.#; et modéré.

fi i

YZIEAAF—LEU, Dy HOBAMIEHIKN 1. k: V — YZHiFH
B AF—LDBIMDIAAL T D,

foX— YREERHEUj: U= X%

FAS(U, VIZHEE LU CTOSRREFHIDIAAL T3,

HOW, | ZBTRTELIOLEEDOU LDFEERE. 2L

i€ {0,1, 2HIRU IRDFEMLD LD,

JRI T RE U A DAFAET Do



Pour se ramener a cet énoncé, on utilise :

P E DRI T 222 RO EEE VS,



Pour se ramener a cet énoncé, on utilise :

» le fait que si la paire (Y, V) est torique et f : X — Y est
adapté a (U, V), la paire (X, U) est également torique;

P E DRI T 222 RO EEE VS,
> RT(Y,V)RNIwZEL f: X = YU, V) IZ
HELU T, RY (X, V)NV ITHES,



Pour se ramener a cet énoncé, on utilise :

» le fait que si la paire (Y, V) est torique et f : X — Y est
adapté a (U, V), la paire (X, U) est également torique;

» la résolution des singularités des paires toriques [Kat6 K, 1994].

DA EDORMBEIZIRET 2 A IROEHE WS,
> RT(Y,V)BNIWZEUf: X — YU, V) IZ

HELUTWBIE, RT (X, V)NV I TES,

» M)W ARY ORGSR [INFERI T, 1994],



Plus précisément :

AU,

(X, V) (X, Us)

h
/ l nodal/r’ﬁ'ﬁﬁ(ﬁ[l lh.
(Zz,w)

~— (Zs, Ws)

fl torique/N)v2
s
\ l plurinodal /% Hifitii /

(va) 8e
torique/ MU




Proposition

Soient Y un schéma régulier, Dy C Y un diviseur a croisements
normaux et k : V < Y l'immersion ouverte du complémentaire.
Soient f : X — Y un morphisme propre et j : U < X une
immersion ouverte telle que f soit nodale adaptée a (U, V).

Alors, pour tout faisceau lisse £ sur U tel que ji..& soit modéré, et
chaque i € {0,1,2}, il existe un faisceau lisse #; sur V tel que
Rif.(ji-Z) soit isomorphe & ki.#; et modéré.

fi i

YZIEAAF—LEU, Dy HOBAMIEHIKN 1. k: V — YZHiFH
D AR —LDBIHDIAAE T 5,

foX = YREERHEUj: U= X%

FANU, VITHEE U TO DRI DIAAL T2,

HOW, j| LB THELIZOLEEDOU LDFEERE. 2L

#i € {0,1,2HIR U IRDEM LY YLD,

[T RE U A DAFAET Do



Démonstration de la proposition : lissité.

» On peut supposer que Y est un trait.

fir A D FERA « &) Pl e 20k
> YISHERAHEER D AR NI LEARE L TR



Démonstration de la proposition : lissité.
» On peut supposer que Y est un trait.
» RO(ji.£) =0 (SGA 7, XIII, 2.1.11).

A REDFERA « R P R HOE
> YISEERHEBR D AR RS AEARE L TR,
> RO(ji.#) =0 (SGA 7, XIll, 2.1.11).



Démonstration de la proposition : modération.

» On peut supposer que Y est un trait.

AR D FER : B,
> YSHERAHEER D AR NI AEARE L TR

o



Démonstration de la proposition : modération.
» On peut supposer que Y est un trait.

» On peut supposer & constant.

AR D FER : B,
> YSHERAHEER D AR NI AEARE L TR
» IHEBEEARELTRY,

o



Démonstration de la proposition : modération.
» On peut supposer que Y est un trait.
» On peut supposer & constant.

» On utilise le théoréme de log-acyclicité de Nakayama.
([Musie, 2002, 8.4.3])

e DAL R,
> YOSREERAHEER D ART NI AEARE L TR,
> LINEBELARE LU TR,
» U LEE ) O BN IRERIR M O E HLE WS,
([llusie, 2002, 8.4.3])



Généralisation :




Généralisation : le cas d'un morphisme non nécessairement propre.

— At BT UEFAE A R LIERS DA,



Généralisation : le cas d'un morphisme non nécessairement propre.

» faisceau compactement modéré : le prolongement par zéro a
une compactification I'est.

— AL BT UEFOEIE R ILBRS NG S,
> VNI RNIZEEE.Z Y S Mbk - X < X DMELE
Uk ZFI3RE 5,



Généralisation : le cas d'un morphisme non nécessairement propre.

» faisceau compactement modéré : le prolongement par zéro a
une compactification I'est.

» réduction au cas clef suivant.

— At BT LB FDE A S LIRS NG,
> VS NKIZELE.Z 3V SO Mk - X < X DMEAE
U. kZFIERRE D,
» ROGEITFEETEHED



Lemme
Soient X etc. comme ci-dessous.

fili
XE G OIS S,



Lemme
Soient X etc. comme ci-dessous.

UlmUQZU12:X—(D1U5§7j4>U1:X7D1

ijlz,z O \Lh

Uy =X — Dy 2

régulier/1EHI

fili
XE G OIS S,



Lemme
Soient X etc. comme ci-dessous.
Soit & la famille des U;-faisceaux lisses de torsion inversible sur X,

modérés le long de D;.

UlmUQZU12:X—(D1U5§754>U1:X7D1

ijlz,z 0 J/h

Uy =X — Dy 2

régulier/1EHI

fili

XFEZ EOKEYMET 5,

LIFXITRONTH RN E RS, DIZIR>TRO Uy LR EK
THEBDEET 5,



Lemme
Soient X etc. comme ci-dessous.
Soit & la famille des U;-faisceaux lisses de torsion inversible sur X,
modérés le long de D;.
Alors, la famille
Rj2. (J12,21j12,1% %)

est uniformément constructible modérée.

UlmUQZU12:X—(D1U5§754>U1:X7D1

ijlz,z O J/h

J2

Ub=X-D; régulier/1EH]
filied
XEE EOKEYETD,

LIIXITRWTAH RN ERD, DIZI->TRRO Uy BRFTER
THDEDELT S,
HOW, ik

Rj2. (j12,2012,1" %)

(&R AT BECTRTTA D,



fin
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