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Introduction
0.1. — Soient k un corps algébriquement clos d’exposant caractéristique p > 1 et X un schéma projectif et lisse sur k. Pour

chaque nombre premier { différent de p et chaque entier i > 0 les Z¢-modules H'(X, Z;) := limn H'(X,Z/¢™) sont de type fini
(cf.[SGA 5 VvI.2.2]). D’aprés un théoréme d’Ofer GABBER ([Gabber, 1983]), ils sont presque tous sans torsion. Si p = 1, cela ré-
sulte du théoreme de comparaison entre cohomologie de Betti et cohomologie étale d’Artin-Grothendieck; si p > 1, un ingrédient
clef de sa démonstration est le théoréme du pgcd de Pierre Deligne. Comme 1'expliqua Nick Katz a ’auteur il y a quelques années,
on peut également interpréter le théoréme d’O. GABBER de la fagon suivante. Soient A = [ ], F¢, £ un ultrafiltre non principal
sur ’ensemble des nombres premiers différents de p (Bourbaki, TG.1.§4), m¢ = {a = (a¢)|{¢ : ap = 0} € £} l'idéal maximal de A
associé et F¢ = A/mg son corps résiduel, de caractéristique nulle. Supposons k algébrique sur un corps fini — c’est le cas crucial —
et admettons que les foncteurs X — HY (X, Fe) := (T, 4p HY(X, F¢)) ®a Fe définissent une cohomologie de Weil Fixons 1. Comme
démontré dans [Katz & Messing, 1974], il résulte des travaux de P. Deligne sur la conjecture de Weil — dont le théoréme du pgcd
susmentionné — que 1'on a 1’égalité

dimg, H'(X,F¢) = b*(X),
ot b'(X) est le i-eme nombre de Betti de X, nombre que 1’on lit par exemple sur la fonction zéta d’un « modele » de X sur un corps

fini. Le groupe de cohomologie HY(X, F¢) étant un ultraproduit des H(X, F¢) sa dimension est la limite, suivant 1'ultrafiltre £, de
la fonction bornée (cf. discussion infra et|3.1.1) £ — h'(X, F¢) := dimg, H*(X, F¢). En symboles :

1(1)112111 (X,F¢) = b"(X).
Du fait que le résultat précédent soit vrai pour tout ultrafiltre non principal £, on en déduit I'égalité h'(X, F¢) = b*(X) pour tous les ¢
sauf au plus un nombre fini d’entre eux. D’autre part, on a I'égalité
dimg, H'(X,Q¢) = b'(X)

pour tout £ # p, de sorte que 'on a I'égalité hY (X, Fe) = h'(X, Q) pour presque tout {. La suite exacte, dite des « coefficients
universels »,

0 = H'(X,Z¢) ® Fe — HY(X,Fe) — H (X, Zo) ] — 0,
permet alors de conclure. (L'injectivité de la fleche de gauche suffit.) Bien entendu, le fait que la « cohomologie modulo £ » soit
une cohomologie de Weil est non trivial et nécessite une vérification. Celle-ci est faite par Ivan TOMASIC dans [Tomasié, 2004]. Le

i. Finitude, dualité de Poincaré, théoreme de Lefschetz faible pour les sections hyperplanes lisses et interprétation cohomologique de la fonction ¢ suffisent.
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seul fait ne résultant pas immédiatement des énoncés classiques sur la cohomologie modulo { est la finitude des espaces vectoriels
H' (X, Fe)['|; 'auteur le déduit du théoreme de O. GABBER susmentionné. L’argument précédent semble donc circulaire.

0.2. — Le lecteur trouvera dans §3.1| — indépendant du reste de I'article — une démonstration de nature géométrique|"| de la
finitude les Fe-espaces vectoriels Hj(X, Fg), ot1 ? désigne c ou 0, lorsque X est un schéma séparé de type fini sur un corps algé-
briquement clos. Il suffit pour cela de majorer les nombres de Betti modulo {, indépendamment du nombre premier {, supposé
inversible sur X. Ce fait est bien connu des spécialistes : on en trouve notamment une démonstration dans [Illusie, 2010a]| ainsi
qu’une variante {-adique — dont nous nous sommes inspirés — dans [Katz, 2001].

0.3. — Motivé par les considérations précédentes, nous nous proposons d’établir les bases d'un formalisme des six opérations
de Grothendieck généralisant le résultat de finitude précédent : on se place dans un cadre relatif et on considere des familles
de faisceaux constructibles, a ramification sauvage contrélée. La nécessité d'une telle hypothese apparait déja lorsque X est une
courbe lisse sur un corps algébriquement clos et les faisceaux de coefficients lisses. Ceci est manifeste a la lecture des théoremes de
Riemann-Roch {-adiques (formule de Grothendieck—Ogg—gafarevié [SGA 5 x.7.1], [Katd & Sait6, 2010]), ainsi qu’au lien bien
connu entre ramification sauvage et (non-)acyclicité ((SGA 7 XIII.2.1.11], [Laumon, 1981b, théoreme 5.1.1]).

La possibilité d’un tel formalisme avait été remarquée — il y a plus d’une dizaine d’années — par O. Gabber (cf. p. ex.
[Gabber, 2007]). Comme nous 1'a fait observé Luc Illusie lors la rédaction d'une premiere version de cet article, des énoncés
semblables se trouvent aussi dans [Katz & Laumon, 1985, §3]ainsi que dans la lettre [Pink, 1995].

0.4. — Soit Y un schéma s’envoyant par un morphisme de type fini sur un schéma ncethérien régulier de dimension inférieure
ou égale a 1. Il est établi dans [Katz & Laumon, 1985, 3.1.2] que si f : X — Y est un morphisme de type fini et X une stratification
de X, il existe un entier S > 1, une stratification 2) de Y et une constante C tels que pour chaque nombre premier {, chaque
# € Ob DY (X[1/54], Q) adapté a X[1/5{] (Cf. infra), le complexe Rf,. %" appartienne a DY (Y[1/54], Qq), soit adapté a 9[1/S1]
et satisfasse pour chaque y € Y[1/S{] I'inégalité

IRf.Z|(y) < C- sup |2 (x),

xef—1(y)

ot ||| (x) = 3, dimg, H'(# )% pour un choix arbitraire de point gé¢ométrique X au-dessus de x € X (de méme pour Rf,.%).

0.5. — Ce résultat de N. Katz et Gérard Laumon, rappelé ci-dessus, est « génériques » et s’appuie sur la résolution des sin-
gularités; en particulier, ils supposent la caractéristique générique nulle. Cette hypotheése permet également, grace au lemme
d’Abhyankar relatif (cf. op. cit. §3.4.2 et [SGA I XIII.5.5]), d’oublier la ramification sauvage.

Nous nous affranchissons de ces restrictions (généricité et caractéristique nulle) en utilisant des théoremes de résolution des
singularités dus a Aise Johan DE JONG et ses successeurs; les fibrations élémentaires de Michael ARTIN sont remplacées ici par
des courbes nodales, dont 1'ubiquité a été démontrée par A. J. de Jong ([de Jong, 1996, |de Jong, 1997])[} Notons enfin que cette
méthode, désormais tres classique, a également été utilisée récemment par exemple dans [Vidal, 2005] et [Orgogozo, 2006] pour
des problémes assez semblables. Pour un commentaire sur les limites de cette méthode, cf.

0.6. — La structure du présent article est la suivante. On démontre tout d’abord un théoreme d’« uniformité propre »,
c’est-a-dire de permanence par image directe propre de certaines propriétés de faisceaux, relativement a une stratification. L'axio-
matisation faite ici des « propriétés » est proche de celle utilisée par exemple dans [EGA TV, . 7. 3]. Le cas des images directes par
un morphisme non nécessairement propre est également considéré. On montre ensuite que la propriété de constructibilité-
modération est justiciable des théorémes de permanence précédents. Ce résultat est bien connu des spécialistes. Nous avons pris
soin d’énoncer le théoreme qui découle immédiatement de ces deux faits, sous une forme dont la compréhension ne né-
cessite pas la lecture du reste de l'article. Ce résultat peut étre vu comme une variante (presque) effective du théoreme usuel de
constructibilité des images directes. Une propriété de constructibilité-unipotence est également considérée et on généralise un
résultat de P. Deligne ([Berthelot, 1997, proposition 6.3.2]), en s’inspirant de [Pink, 1995].

0.7. — Ce texte est dans un état provisoire ; 'auteur espeére y apporter des améliorations substantielles.

0.8. — L’auteur tient a remercier chaleureusement Luc Illusie des utiles discussions que nous avons eues, de ses encouragements
ainsi que d’avoir la gentillesse de lui transmettre le courriel [Gabber, 2007] et la lettre [Pink, 1995]. Il me faut bien entendu remer-
cier non moins chaleureusement Ofer Gabber ; j’ai tenté de mentionner explicitement dans le texte ses contributions ou tout au
moins celles dont je suis conscient.

1. Préservation d’une propriété par image directe

1.1. Stratifications ; faisceaux adaptés. —

ii. Signalons que dans loc. cit., un théoréme de Lefschetz vache est également démontré. Sa démonstration repose sur un résultat non publié d’O. GABBER
|Gabber, 2003], annoncé dans [Gabber, 1983|. Rappelons également qu'il est démontré dans [Katz & Messing, 1974] que, sur une cloture algébrique d'un corps fini, le
théoréme de Lefschetz vache découle du théoréme de Lefschetz faible.

iii. En particulier, on nutilise pas les conjectures de Weil.
iv. Voir aussi [Katz, 1980, chap. 4].
v. Il est intéressant de constater qu'une partie des résultats de ces deux articles sont implicites dans la lettre de R. Pink a N. Katz.
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1.1.1. — Soit X une stratification d’'un schéma ncethérien X, c’est-a-dire un ensemble fini de sous-schémas réduits localement
fermés Xo (¢ € A) de X tels que l'on ait 1'égalité ensembliste X = LixX«. Suivant [Katz & Laumon, 1985, §3.0], on dit qu'un
faisceau étale (non nécessairement abélien) .# sur X est constructible adapté a X si ses restrictions aux X« sont des faisceaux lisses,
c’est-a-dire (dans ce texte) localement constants et ensemblistement constructibles. Lorsqu'un tel faisceau .# est abélien, il est
naturellement muni d’une structure de Z/n-faisceau (constructible) pour un entier n > 0 convenable.

1.1.2. Lemme ([SGA 4 IX.2.5]). — Soient X un schéma ncethérien, X = (X«)xca une stratification et F un faisceau abélien constriic-
tible adapté a X. Il existe une filtration finie sur F de gradué isomorphe a une somme directe

P iosfai (ZLao),
xXEA

ol j« (resp. ix) est l'immersion ouverte (resp. fermée) de X dans son adhérence schématique (resp. de I'adhérence schématique de X dans X)
et Lo un faisceau abélien lisse sur X.

1.2. Propriétés de paires : premiéres notations. —

1.2.1. — Plutdt que de nous restreindre a des propriétés particulieres des faisceaux (p. ex. leur constructibilité et leur modération),
nous considérons dans cette premiére partie des propriétés P non spécifiées de paires (%, X) ot % est un faisceau étale abélien
sur un schéma X, et X est une stratification de X. Toute telle propriété est étendue aux complexes en décrétant que (7", X) est P si
et seulement si chaque paire (HY(#), %) est P.

1.2.2. Remarque. — 1l serait sans doute intéressant d’étendre moins naivement le formalisme aux complexes de fagon a pouvoir
traiter de propriétés comme la perfection par exemple.

1.2.3. — L’exemple fondamental est le suivant. Une paire (.#, X) est dite constructible, en abrégé Cons, si et seulement si le
faisceau .# est constructible adapté a la stratification X au sens du ci-dessus.

1.2.4. — Un triplet (', q,X), out £ est un complexe sur un schéma X, q un morphisme X' — X, et X une stratification de X’ est
dit P lorsque la paire (q*.7", X) satisfait la condition P. On dit également qu'une paire (%", X) est P lorsque le triplet (7", 1d, X)
I'est. On brise parfois la symétrie faisceau-stratification de cette définition en écrivant qu'un complexe . est P4 x (resp. Px)
lorsque le triplet (%", q, X) (resp. la paire (7, X)) est P.

1.2.5. — Sif : Y — X est un morphisme entre schémas ncethériens, X une stratification de X, et # un complexe de faisceaux
abéliens sur X, on note f*X la stratification de Y dont les strates sont les images inverses réduites des strates de X et f* (%", X) la
paire (f*J¢,f*X%). Sii: Z — X est une immersion fermée (resp. ouverte), 3 une stratification de Z, et /# un complexe sur Z, on
note i,3 la stratification obtenue par ajout a 3 de la strate ouverte X — Z (resp. la strate fermée X — Z) et i, (%', 3) la paire (i,.7",1:3).

1.3. Hypotheses élémentaires sur les propriétés considérées. —

1.3.1. — Une propriété P de paires (#, X), oit % est un faisceau, est dite dévissable si elle est :

i. stable par raffinement : pour toute paire (.#,X) qui est P et toute sous—stratification X' de %, la paire (F, X') est égale-
ment P;

ii. stable par sous-quotient : pour toute paire (%, X) qui est P et tout faisceau sous-quotient .#’ de .#, la paire (F',X) est
également P;

iii. stable par extension : pour toutes paires (%, X) et (¢, X) qui sont P et tout faisceau .7 extension de .# par ¢, la paire (¢, X)
est également P;

iv. stable par image inverse : pour toute paire (%, X) sur X qui est P, et tout morphisme f : Y — X entre schémas ncethériens, la
paire f*(Z, X) est également P;

v. close : pour toute paire (%, §) sur F qui est P, et toute immersion fermée i : F — X, la paire i,(.#, §) est également P;

vi. compressible : pour tout recouvrement fini d"un schéma X par des sous-schémas fermés F; (i € I) munis de stratifications §i,
et tout faisceau .# sur X tel que chaque paire (F ¢, Xi) soit P, il existe une stratification X de X telle que la paire (%, X) soit
également P;

vii. plus forte que Cons : toute paire P est également Cons.

1.3.2. — Soit T une topologie sur une catégorie de schémas. Une propriété P est locale pour la topologie T (ou simplement T-locale)
si pour toute famille couvrante (X; — X) pour T, une paire (%, X) sur X est P si et seulement si chaque (X; — X)* (%, X) est P .

1.4. Nodularité, pureté. —

vi. Pour chaque X; € X', ilexiste X; € X tel que X; C X;i.
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1.4.1. Courbes nodales. — Soit Y un schéma ncethérien. Rappelons qu'un Y-schéma X est une courbe nodale si le morphisme
structural f : X — Y est projectif, plat, a fibres géométriques des courbes connexes ayant au pire des singularités quadratiques
ordinaires. Une courbe nodale f : X — Y est adaptée a une paire (U, V) ot1 U (resp. V) est un ouvert dense de X (resp. Y), lorsque
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

I ()
— le morphisme f est lisse au-dessus de V; )
— il existe un diviseur D étale sur Y contenu dans le lieu D <\ X
lisse de f tel queU:fq(V) N (X—D). N

E=Y_V — 2. vy

(Voir §1.4.4|infra pour une breve discussion log-géométrique de cette définition.)
Lorsque le contexte ne semble pas préter a confusion on note ju (resp. jv) 'immersion ouverte de U dans X (resp. de V dans Y).

1.4.2. — Une propriété P de paires (.#, X) est dite nodulaire si pour tout schéma ncethérien régulier Y, tout ouvert V complé-
mentaire d’un diviseur a croisements normaux de Y, toute courbe nodale f : X — Y, tout ouvert dense U de X tel que f soit adapté
a (U, V), et toute stratification X de X telle que U € X, la condition suivante soit satisfaite :

il existe une stratification 2) de Y telle que pour tout entier n > 1 et tout faisceau lisse . sur U de Z/n-modules, la paire
(Rf+(ju,-2),) est P/ ™ si (ju, &, X) Vest.

1.4.3. Remarques. — i. Intuitivement, la nodularité d'une propriété P est un résultat de « (log-)acyclicité » au sens de
[SGA 4 xv]. Notons que l'on pourrait également considérer une variante « forte » dans laquelle on ne suppose pas Y
régulier, ni V complémentaire d’un diviseur a croisements normaux.

ii. Il arrive parfois qu'il soit suffisant de tester la condition ci-dessus dans le cas particulier oi1 X est la stratification ju {U} =
U (X —U). Cest le cas lorsque P = CM infra) car si .# est un faisceau sur X qui est CMx (X étant une stratification
contenant I'ouvert U), le faisceau ju,ju”.# est automatiquement CM;  ru). C'est également le cas lorsque P = CU
infra), car si . est un faisceau lisse sur U qui est CU(y;, le faisceau ju,.Z est automatiquement CU; ,, (u;. Dans ces deux cas

jun
particuliers, la stratification 9 = jv,{V} convient.

1.4.4. Schémas log-réguliers, paires toriques. — Dans ce paragraphe, on rappelle l'interprétation log-géométrique de la défini-
tion[1.4.1} renvoyant a [Illusie, 2002] ou [Gabber & Ramero, 2009, chap. V] pour plus de détails. Si X est un schémaetj: U — X
est un ouvert dense, la paire (X, U) est dite torique ([Mochizuki, 1999, 1.2]) ou log-réguliére ([Illusie, 2010b} 1.4]) si le schéma
X muni de la log-structure Ox Nj.Ox — Ox est log-réqulier et U est I'ouvert de trivialité de cette log-structure. Tout log-schéma
(X, Mx) log-régulier est de ce type; cf. p. ex. [Gabber & Ramero, 2009, 5.5.63]. L'exemple typique d'une paire torique est consti-
tué d’un schéma régulier X et du complémentaire U du support d"un diviseur a croisements normaux. Une telle paire est dite
réguliere. Réciproquement, toute paire torique (X, U) avec X régulier est une paire réguliére au sens précédent. Nous commettrons
I’abus de notation suivant : si (X, U) est torique, on désignera également par (X, U) le log-schéma muni de la log-structure introduite
ci-dessus.

1.4.5. Proposition. — Soit f : X — Y une courbe nodale adaptée a une paire d’ouverts denses (U, V) telle que (Y, V) soit torique. Alors le
morphisme (X, U) — (Y, V) est log-lisse et la paire (X, U) est torigue.

Démonstration. — Voir [Illusie, 2010b, 1.9], [Mochizuki, 1999} 4.2] ou [Sait6, 2004} 1.12]. Le dernier point résulte du fait général
qu’un log-schéma log-lisse sur un log-schéma log-régulier est également log-régulier. O

1.4.6. — Une propriété P de paires (.#, X) est dite pure si pour toute immersion ouverte j : U — X telle que la paire (X, U) soit
réguliére et toute stratification X de X contenant U, la condition suivante soit satisfaite :
il existe une stratification X’ de X telle que pour tout entier n > 1 et tout faisceau lisse . sur U de Z/n-modules, la paire
(Rj..Z, ¥ ) est P/ si (j,.Z, X) lest.
1.5. Extensions ponctuelles. —

1.5.1. — Soient f : X — Y un morphisme de topos, (.%i)ic1 des faisceaux abéliens sur X et N > 0 un entier. On dit qu'un faisceau ¢
sur Y est N-extension ponctuelle de sous-quotients des .%; relativement a f s’il existe pour chaque point y de ¢ une filtration
a N crans dont les quotients successifs sont des sous-quotients de fibres des .%; en des points de X au-dessus de y. (Lorsque Y est
le topos final, on omet la mention du morphisme f.) On étend comme en[1.2.1]la définition précédente au cas des complexes de
faisceaux.

1.5.2. Sorites. — Les faits suivants sont de vérification immédiate.

i. (descente) Soient f : X — Y un morphisme, .# un faisceau abélien sur X, 7t : X’ — X un morphisme et ' = fom : X' = Y.
Si un faisceau ¢ sur Y est N-extension ponctuelle de sous-quotients de 7*.7 relativement a f', il est également N-extension
ponctuelle de sous-quotients de .7 relativement a f.

ii. (extension) Soient f : X — Y un morphisme,
0= F - F - F—0

une suite exacte de faisceaux sur X et q un entier. Si chaque Rf,.%;, i € {1, 2}, est Ni-extension ponctuelle de sous-quotients
de .Z relativement a f, le faisceau RIf...7 est (N1 + Nz )-extension ponctuelle de sous-quotients de .7 relativement a f.
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iii. (changement de base) Soient f : X — Y un morphisme propre entre schémas ncethériens (munis de la topologie étale), .7
un faisceau abélien sur X, Y — Y un morphisme surjectif. Notons ' = f xvy Y’, #' I'image inverse de .# sur X/, et fixons
deux entiers q, N. Le faisceau Rf..# est N-extension ponctuelle de sous-quotients de .# relativement a f si et seulement si
le faisceau RIf,.Z’ est N-extension ponctuelle de sous-quotients de .’ relativement a f'.

iv. (immersion) Soient f : X — Y un morphisme, k : Z < X une immersion, et .%# un faisceau abélien sur F. Posons g = f o k.
Un faisceau ¢ sur Y est N-extension ponctuelle de .# relativement a g si et seulement si il est N-extension ponctuelle de k,.#
relativement a f.

1.5.3. — Une propriété P de paires (.F, X) est dite x-bornée s’il existe une fonction ® : Z — N telle que la condition suivante soit
satisfaite :

pour tout ouvert j : U — C d’une courbe projective et lisse sur un corps algébriquement clos k, tout faisceau abélien
lisse .Z sur U de torsion inversible sur k et toute stratification € de C contenant U tels que (j;.%, €) soit P, le com-
plexe Ra,Z sur Spec(k) est @ (x(U))-extension ponctuelle de £, o1 x(U) désigne la caractéristique d"Euler-Poincaré de
la courbe ouverte U.

1.5.4. — Une propriété P de paire (F,x) est dite b-bornée s’il existe une fonction F : N — N telle que la condition suivante soit
satisfaite :

pour tout ouvert j : U < X complémentaire d"un diviseur a croisements normaux dans un schéma régulier strictement
local, tout faisceau abélien lisse .Z” sur U de torsion inversible sur X et toute stratification X de X contenant U tels que
(j1Z, %) soit P, le complexe RT'(U,.Z) est F(b(U))-extension ponctuelle de .Z, ot1 b(U) désigne le nombre de branches
du complémentaire de U dans X.

1.6. Familles. — Fixons une propriété P.

1.6.1. — Une famille IF de faisceaux abéliens (ou complexes) sur un méme schéma X est dite P s'il existe une stratification X de X
telle que la paire (I, X) soit P : chaque faisceau (ou complexe) .# € F est Px. (On dira parfois que F est uniformément P pour
insister sur le fait qu’il s’agit d’une famille.) Notons que si P est stable par raffinement, toute famille finie constituée de faisceaux P
est également P. On dit également que F est (uniformément) proprement P (resp. P par altération) s’il existe un morphisme propre
et surjectif (resp. une altération q : X' — X tel que q*F soit (uniformément) P. On pourrait, plus généralement, introduire la
condition d’étre P localement pour une topologie T.

1.6.2. — Pour chaque entier n > 1, notons P''/™ la propriété suivante : une paire (.#,X) sur un schéma X est P'"/™! si et

seulement si sa restriction a 1’ouvert (éventuellement vide) X[1/n] de X est P. Soit (1i)iec1 une famille d’entiers non nuls et soit F =
(Zi)ie1 une famille de faisceaux de Z/ni-modules sur un schéma X. (Les entiers (ni)ic1 font partie de la donnée.) La famille F est

dite P’ ¢'il existe une stratification X de X telle que chaque faisceau .; soit Py /"',

1.6.3. Proposition. Soit P une propriété locale pour la topologie de Zariski, stable par raffinement et image inverse. Une famille
de faisceaux sur un schéma ncethérien est proprement P si et seulement si elle I'est localement pour la topologie étale.

Démonstration. — Tout recouvrement étale d"un schéma ncethérien X étant dominé par un recouvrement zariskien d'un X-schéma
fini et surjectif (cf. p. ex. [Orgogozo, 2006, lemme 10.3]), il suffit de montrer que la condition d’étre proprement P est locale pour la
topologie de Zariski. Ceci résulte aussitot de [Orgogozo, 2010} 3.2.1] (voir aussi [Goodwillie & Lichtenbaum, 2001, 3.6]) et du fait
que la condition d’étre P est supposée locale pour la topologie de Zariski. O

1.6.4. Proposition. — Soit P une propriété stable par image inverse, compressible et close. Pour toute immersion ferméei : F — Y
de schémas ncethériens, I'image directe par le morphisme i d'une famille proprement P sur F est P par altération sur Y. En particulier, une
famille proprement P est méme P par altération.

Démonstration. — Soit s : F — F un morphisme propre et surjectif, et soit § une stratification de F'. On souhaite montrer qu’il
existe une altération q : Y/ — Y et une stratification ) de Y tels que si un faisceau .# est P 3, son image directe i,.% est Pq g.
D’apres le lemme de « quasi-relevement » (ou quasi-section) ci-dessous, on peut supposer que le morphisme propre et surjectif s
admet une section au-dessus de chaque composante irréductible réduite de F. A cette condition, il résulte des deux premieres
hypotheses faites sur P qu’il existe une stratification Fo de F telle que tout faisceau Ps 3 soit Pg,. La propriété P étant close, il
existe une stratification ) de Y telle que i..% soit Py si .# est Pg,. CQFD.

FIH F/y/ AR -

Lemme (O. Gabber). — Soient Y un schéma ncethérien, F un fermé de Y et s : ¥ — Fun sl O l N

morphisme fini (resp. propre) et surjectif. Il existe un morphisme fini surjectif (resp. une altération) N

Y" — Y tel que toute composante irréductible de F Xy Y', munie de la structure réduite, soit la source F Fy Hi G;
d'un F-morphisme vers F'. i£ O £
Y—Y
Démonstration du lemme. — Le cas ol s est propre résultant aussitét de la variante [Orgogozo, 2006, 4.3] (dont 1’énoncé est la

démonstration sont dus a O. Gabber) et du cas d’un morphisme fini, nous supposons ici le morphisme s fini. Il est loisible de
remplacer Y par un Y-schéma fini surjectif, et de méme pour F'. Quitte a considérer isolément chaque composante connexe de F

vii. C’est-a-dire un morphisme propre, surjectif, fini au-dessus d’un ouvert dense de X et envoyant tout point maximal sur un point maximal.
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puis de F/, on peut finalement se ramener au cas particulier ot Y, F et F' sont integres. Par passage a la limite, on peut supposer Y de
type fini sur Z donc excellent et, quitte a le normaliser, normal. Soit enfin Z le normalisé de Y dans une cloture algébrique du corps
des fractions K de Y. Toute composante irréductible réduite G du produit fibré Z xy F est un schéma normal a corps des fractions
algébriquement clos. Cela résulte de I'observation suivante : si A est un anneau intégre normal a corps des fractions algébriquement clos
et a un quotient integre de A, tout polyndme unitaire f € a[X] se releve dans A en un polynome unitaire F € A[X] scindé; en particulier le
polynéme f lui-méme est scindé. Le morphisme F' xr G — G étant fini surjectif, il posséde une section car tout morphisme fini surjectif
de but G et de source un schéma intégre est un isomorphisme. Ceci garantit I'existence d’un F-morphisme ¢ de G vers F'. Le Y-
schéma entier Z étant la limite des Y-schémas integres finis, et G étant également une limite, il existe un morphisme fini Y — Y,
ou Y’ est integre de corps des fractions noté K’, tel que le morphisme ¢ se factorise a travers un morphisme 1\ d’une composante
irréductible G’ du produit fibré Y’ xv F vers F'. Le groupe des automorphismes TT de 'extension K’'/K agit transitivement sur
les composantes irréductibles du schéma Y’ xy F. Chaque composante s’envoie donc par un F-morphisme vers F’ : il suffit de
considérer les morphismes 1 o o pour ¢ parcourant TT. O

O

1.7. Théoréemes d’uniformité : énoncés et stratégie. —

1.7.0. — Convenons de dire qu'un schéma est bon, s’il existe un morphisme de type fini de celui-ci vers un schéma ncethérien
excellent de dimension inférieure ou égale a 1.

1.7.1. Théoréme (Théoréme d’uniformité propre). — Soient Y un bon schéma, f : X — Y un morphisme propre, et P une propriété
dévissable et nodulaire (m} Pour toute famille proprement P" de faisceaux étales abéliens sur X, la famille des images directes
supérieures sur Y est également proprement P'. En d’autres termes :

pour chagque morphisme propre et surjectif q : X' — Xet chaque stratification X de X', il existe un morphisme propre et surjectif
1Y — Y et une stratification ) de Y' tels que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F de Z /n-modules sur X satisfaisant P/ 1,
le complexe Rf..7 est Pg™.

Side plus la proprzete P est x-bornée , il existe un entier N (dépendant de P, X, q et ) tel que pour chaque faisceau de Z/n-modules &
satisfaisant P | M la restriction du complexe Rf..# a l'ouvert Y[1/n] est N-extension ponctuelle de F relativement i f.

1.7.2. Théoréme. — Soient Y un bon schéma, f : X — Y un morphisme séparé de type fini, et P une propriété dévissable nodulaire et pure
1.4.6). Pour toute famille F de faisceaux étales abéliens sur X pour laquelle il existe une Y-compactification j : X — X telle que la famille j,F
soit proprement P’, la famille des images directes Rf.F est également proprement P'. En d’autres termes :

pour chaque Y-compactification j : X < X, chaque morphisme morphisme propre et surjectif q : X — Xet chaque stratification X
de X', il existe un morphisme propre et surjectif r:Y — Yetune stmtiﬁcation ) de Y’ tels que pour tout entier n > 1 et tout
faisceau .F de Z /n-modules sur X tel que j,.F soit P '/“ , le complexe Rf .7 est P&S” .

Si de plus la propriété P est x—bornee et b-bornée , il existe un entier N (dépendant de P, j, X, q et f) tel que pour chaque faisceau de
Z/n-modules F tel que j,.% soit P[ /“ ,la restrzctzon du complexe Rf..Z a l'ouvert Y[1/n] soit N-extension ponctuelle de .7

1.7.3. Remarque. — Il résulte de que le morphisme propre et surjectif r des deux énoncés précédents peut étre génériquement
fini. Lorsque Y est de type fini sur un corps parfait et que P est locale pour la topologie étale, on peut méme supposer cette
altération génériquement étale (cf. démonstration).

1.7.4. Stratégie. —

1.7.4.1. — Soit P une propriété dévissable nodulaire. Pour chaque triplet d’entiers relatifs (6 > 0,p > —1,d > 0), considérons le
corollaire suivant du théoreme d’uniformité propre

Permp (5, p, d) : pour tout bon schéma Y de dimension inférieure ou égale a 5, tout schéma X de dimension inférieure ou égale
a d, tout morphisme propre f : X — Y et toute stratification X de X, il existe un morphisme propre et surjectif v : Y’ — Y et une
stratification ) de Y' tels que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F de Z/n-modules sur X satisfaisant PY’™, le complexe
tronqué 1<,Rf..7 est P, ” ™. Si de plus la propriété P est x-bornée, il existe un entier N (dépendant de P, x f et p) tel que
pour chaque faisceau de Z/n modules F satisfaisant PY/™, la restriction du complexe tronqué t<,Rf..Z a I'ouvert Y[1/n] est
N-extension ponctuelle de F relativement a f.

1.7.4.2. — On vérifiera ci-dessous l'implication

Permp(6,p — 1,00) A Permp (6 — 1, p, 00) A Permp (5, p,d — 1) = Permp (5, p, d),
fa4a

cf. cf. cf.

en faisant la convention que si I'un des deux entiers relatif 5 ou d est strictement négatif, alors Permp (3, p, d) est vrai. D’apres le
principe de récurrence, appliqué a I'ensemble bien ordonné des triplets (3, p, d) munis de l'ordre lexicographique, ceci suffit pour
établir I'énoncé Permp (9, p, d), qui, a son tour, entraine le théoreme 1.7.1} cf.
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1.7.4.3. — Une fois le théoréme d"uniformité propre établi, le théoreme se ramene au cas particulier d’'une immersion
ouverte, qui sera démontré par récurrence — en supposant P pure — a partir des énoncés suivants, ot1 p > —1.

Immep(p) : pour tout bon schéma X, toute immersion ouverte j : U — X, et toute stratification X1 de X, il existe un morphisme
propre et surjectif v : X' — X et une stratification X, de X' tels que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F de Z/n-modules

sur X satisfaisant P‘x']/“‘, le complexe tronqué t<,Rj.j*.F est P‘Tiag‘ . Side plus la propriété P est x-bornée et b-bornée, il existe un

entier N (dépendant de P, X1, j et p) tel que pour chaque faisceau de Z/n-modules .F satisfaisant P;]/ ™ la restriction du complexe
tronqué t<,Rj.j*.F a l'ouvert X[1/n] est N-extension ponctuelle de j*.F.

1.8. Image directe par un morphisme propre : premieres réductions. —

1.8.1. Réduction au cas d’une famille (uniformément) P. — Vérifions que la conjonction Permp des énoncés Permp (3, p, d) entraine le
théoreme d’uniformité propre Soient (X, q) comme dans 1’énoncé de ce théoréme. Par finitude de la dimension cohomolo-
gique des foncteurs Rf. et des schémas considérés, il suffit de se ramener au cas particulier ot le morphisme q : X’ — X est I'iden-
tité. Soit Xo le X-schéma simplicial 0-cosquelette de q. Tout faisceau abélien .# qui est P4 x étant de torsion et X, étant un hyperre-
couvrement propre de X ([Deligne, 1974, 5.3.8]), on a un isomorphisme canonique de descente cohomologique Rf..# = Rf,. (%),
ot fe désigne le morphisme simplicial Xo — Y et .%, le faisceau simplicial tiré en arriere de .%. Observons que les paires images
inverses (Xi — X)*(#, %) = (%1, X1) sont P pour chaque i > 0 : pour i = 0 c’est 'hypothese et pour i quelconque cela résulte de
la stabilité de P par image inverse.

Soit M un majorant de la dimension des fibres de f. Supposons le théoréme démontré pour Xi &
chaque f; et (Xi, qi = Idx,) lorsque i < 2M + 1. Notons 1 et 9); les morphismes et stra-
tifications associés. La stabilité de P par changement de base permet de supposer que les X . x'
morphismes r; sont tous égaux & un méme morphisme r : Y — Y. (On utilise le fait que ’
I'ensemble des Y-schémas propres et surjectifs est filtrant.) La stabilité de P par raffinement fi /
permet de supposer également que les stratifications 9); sont toutes égales a une méme X q
stratification ) sur Y’. (On utilise le fait que ’ensemble des stratifications du schéma nee-

thérien Y’ est cofiltrant.) Il résulte de la stabilité de P par sous-quotient et extension, de la l
suite spectrale associée a I'isomorphisme Rf..7# = Rf,. (%), (op. cit., 5.2.7.1) et du fait que Y

Yi<---Y
les foncteurs R'f. sont nuls pour j > 2M que si .7 est Pq,x, le complexe Rf..Z est P, o). D

T

f .
W DY

Chaque R™f..Z est, par descente, (n + 1)-extension ponctuelle des R'f;,.Z; relativement aux f; pour i +j < n. Lorsque chaque
R’ fi..#: est Ny j-extension ponctuelle de .%; relativement a fi, il en résulte | (i)) que R™f..# est N -extension ponctuelle de .#
relativement a f, ot N,y = (n + 1) X maxij Ny ;.

1.8.2. Récurrence. — Nous allons démontrer les énoncés Permp (8, p, d) en vérifiant I'implication[1.7.4.2} Les ingrédients essentiels
de cette démonstration sont le théoréme de fibration en courbes plurinodales [de Jong, 1997, 5.9] et le théoreme de résolutions des
singularités [de Jong, 1996, 8.2] de A.]. de Jong, qui nous rameénent a la nodularité de P. On amorce la récurrence en observant que
I’énoncé Permp (0, —1, 0) est trivialement vrai. (Il en est plus généralement ainsi de Permp (6, —1, d) pour toute paire (5, d).) Consi-
dérons dorénavant un triplet (3, p, d) et supposons 1’énoncé Permp démontré pour toute valeur lexicographiquement strictement
inférieure.

1.8.3. Réduction au cas des prolongements par zéro de faisceaux lisses sur une strate dense. — Soient f et X comme dans 1’énoncé
Permp (3, p, d) (1.7.4) et soit F un faisceau Px sur X. Il résulte de I'hypothese[L.3.1(ii) (stabilité par sous-quotient) et du lemme[L.1.2]
que .Z est extension successive de faisceaux Px de la forme i.j;.Z ot :

— j est 'immersion ouverte d’une strate W de X dans son adhérence F = W;

— 1 est I'immersion fermée de F dans X;

— Z est un faisceau abélien lisse sur W.
11 résulte de la suite exacte longue de cohomologie associée a une extension et des propriétés de stabilité par extension, (iii)
et[1.5.2] (i), qu'il suffit de démontrer Permp (3, p, d) sous I'hypothése supplémentaire que .# est un faisceau de la forme i.j;.Z ou
1,j et £ sont comme ci-dessus. Posons § = i*X. Il résulte de(iv) (stabilité par image inverse) que ji.Z est Pz. Soit g : F — Y
le morphisme composé f o i. Il découle de I'isomorphisme canonique Rg.(ji.) = Rf.(i.j.Z) et du fait que la dimension F est
majorée par celle de X que 1'on peut remplacer (X, X, f) par (F, §, g) : on utilise la finitude du nombre de strates de ¥ — donc
des paires (F, F) et (i,j) — et 'argument de (co)finalité du paragraphe Ainsi, il nous suffit d’établir la propriété de stabilité
Permp (3, p, d) pour les faisceaux j;.Z, ot1 j : W — X est une strate ouverte de X, et .Z est lisse sur W € X.

1.8.4. Réduction au cas ot Y est intégre. — Pour tout schéma Y comme dans 1’énoncé, il existe un morphisme propre et surjectif
Y’ — Y satisfaisant les conditions suivantes :
X
— la dimension de Y’ est égale a cellede Y; l
—le schéma Y’ est coproduit de schémas integres Y;.

Ye— VY =1,V
Il résulte de cette observation et de la propriété de compressibilité (1.3.1| (vi)) de P que l'on peut se contenter de démontrer
Permp (5, p, d) dans le cas particulier ot Y est intégre : on utilise ici la commutation des images directes aux changements de base
(théoreme de changement de base propre, [SGA 4 XII.5.1])et (iil). Notons que la réduction précédente (1.8.3) n’est pas
altérée par le changement de base Y{ — Y.
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1.9. Morphismes plurinodaux : définitions et réductions. —

1.9.1. Définition (|de Jong, 1997], 5.8). — Soit f : X — Y un morphisme entre schémas integres et soit U (resp. V) un ouvert dense
de X (resp. Y). On dit que f est plurinodal adapté a (U, V) s'il existe :
i. une factorisation
f=(fa:Xa > Xa—1)o---0(f1:X; = Xo),
ouXo=YetXq =X(d € N);
ii. des ouverts denses U; C X;, ot Ug =VetUqg =1,
tels que chaque f; soit une courbe nodale adaptée a (Us, Ui 1) (cf. [L.4.1).

Il est parfois commode de dire qu'un morphisme f : X — Y est plurinodal adapté a un ouvert dense U de X (resp. plurinodal) s’il
existe un ouvert dense V de Y (resp. des ouverts denses U et V de X et Y respectivement) tel que f soit adapté a (U, V).

1.9.2. — Afin de pouvoir considérer des morphismes non dominants, on généralise légerement la définition précédente de la
fagon suivante. Un morphisme f : X — Y est dit presque plurinodal (resp. presque plurinodal adapté i un ouvert dense U de X) s'il est
somme de morphismes plurinodaux entre schémas integres et d'un morphisme non dominant (resp. et si pour chaque composante
connexe X~ de X dominant Y, le morphisme composé X~ — X — Y est plurinodal adapté a U N X™). Les définitions précédentes
sont motivées par I'ubiquité des morphismes plurinodaux.

1.9.3. Théoreme (A. J. de Jong). — Soient f : X — Y un morphisme propre, ot Y est un schéma intégre excellent quasi-compact. Pour
tout ouvert dense W de X il existe une altération Y' — Y et un hyperrecouvrement propre X — X Xy Y’ tel que X5 — Y’ soit presque
plurinodal adapté a un ouvert de Xy contenu dans W x x X.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de [de Jong, 1997| théoreme 5.9] (cf. [Orgogozo, 2006, §4.3]). O

1.9.4. Réduction au cas d’un morphisme plurinodal adapté i la strate dense. —

1.9.4.1. — Rappelons que 'on souhaite démontrer I'énoncé Permp (5, p, d). On a vu précédemment que 1'on peut supposer :
— les faisceaux-test .# de la forme jw,.Z ot jw : W — X est une strate ouverte et .Z est lisse;
— Y intégre.

1.9.4.2. — Il résulte du théoreme de A.]. de Jong (1.9.3), du fait qu'une altération d’un schéma n’augmente pas sa dimension et
enfin du théoréme de changement de base propre que I'on peut supposer 1’existence d’un hyperrecouvrement propre X, — X tel
que Xo — Y soit presque plurinodal adapté a un ouvert contenu dans W.

D’apres 'hypothese de récurrence Permp (8, p — 1,00) — conjonction des énoncés Permp(8,p — 1,d’) Foa X

pour d’ € N — on peut également supposer 'existence d’une stratification ) de Y telle que les faisceaux l

RPfy. Fy soient Py pour 0 < « < pet0 < B < pdes que .F est Py, et qu’ils soient uniformément 7 X ;
extension ponctuelle de .# relativement a f si P est x-bornée. La suite spectrale EX? = RPFf,, .7, = *
R**Bf, 7, la bonté de P et, le cas échéant le fait qu’elle soit x-bornée, nous permettent comme en fl

de supposer f = fo, c’est-a-dire f presque plurinodal adapté a un ouvert contenu dans W. Y 9
1.9.4.3. — Le morphisme f étant presque plurinodal, écrivons f = f' [ [ f” ou f' : X’ — Y est somme de Y-morphismes plurinodaux

et " : X" = Y est propre non surjectif. Notons X' (resp. X") la stratification de X’ (resp. X"') déduite de X. Il résulte de la stabilité
par image inverse (L.3.1] (iv)) quun faisceau Px sur X est somme directe du prolongement par image directe fermée d'un faisceau
Px: sur X' et du prolongement par image directe fermée d’un faisceau Py~ sur X”. Ceci nous permet, par (iii), d’étudier
séparément (', X') et (f",X"). (Si P est x-bornée, on utilise également (ii) et (iv).) Tout faisceau sur X’ étant extension
successive de faisceaux a supports dans ses composantes connexes (en nombre fini), on peut pour la méme raison supposer le
schéma X' integre. Vérifions 1'énoncé Permp (5, p, d) pour (f”, X").

Par hypothese, le morphisme '’ se factorise en (g : X" — F)o(i: F < Y), ot i est une immersion fermée X" .
stricte et g un morphisme propre et surjectif. D’apreés ’hypothese de récurrence Permp (5 — 1, p, 00), le l f\/‘
. . . . . BN 9
foncteur T<,Rg. envoie la famille des faisceaux Px~ sur une famille proprement P du fermé F. D’apres
[1.6.4} ceci suffit pour conclure. F 11 > Y

1.9.4.4. — Soient .Z et W comme en[1.9.4.1} On a vu qu'il est suffisant de démontrer le résultat de permanence Permp (9, p, d) pour
chaque morphisme f plurinodal adapté a un ouvert dense U contenu dans I'ouvert W € X et les faisceaux-test jw,.Z, supposés Px.
Notons ju I'immersion ouverte de U dans le schéma integre X et considérons la suite exacte courte X

0 —=ju,(Lu) = jw,Z = Lwyju — 0,

olt Ay,u est défini par ce diagramme. Par stabilité par sous-quotient P (1.3.1 (ii)) les faisceaux ju,(-Zu)

et Ay u sont également Px. (Notons qu’ils sont trivialement 1-extension ponctuelle de jw,.Z relativement

a l'identité.)

Admettons un instant I'existence d"une paire (r,2)) telle que chacun des complexes T<,Rf.. A,y soit P g, oit £ est un faisceau
lisse variable comme ci-dessus, et que ces complexes sont uniformément extension ponctuelle de .# relativement a f si P est
X-bornée. La stabilité de P par extension ainsi que la suite exacte longue de cohomologie nous permettent alors de supposer
(pour établir Permp (3, p, d)) les faisceaux-test de la forme ju,.#, ott ./ est lisse sur U. Enfin, quitte a ajouter a X la strate W — U,
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c’est-a-dire remplacer {W} par {U}, {W — U}, la stabilité de P par raffinement nous rameéne au cas ot U est une strate ouverte dense
de X telle que f soit un morphisme plurinodal adapté a U.

Vérifions maintenant le fait admis. Pour chaque . comme ci-dessus, il existe un faisceau . sur F = X — U tel que A,y soit
isomorphe a i..ZF, ot i est I'immersion fermée de F dans X. Par stabilité par image inverse (iv)), le faisceau %+ est Pi+x. La
dimension de F étant strictement inférieure a celle de X (elle-méme majorée par d), la conclusion résulte de Permp(5,p,d — 1) et
de la formule de transitivité : Rf, o i. = R(F — Y)..

1.10. Fin de la démonstration du théoréme d"uniformité propre : ultime dévissage, résolution des singularités. —

(X,u)
Sous les hypotheses en vigueur, il existe une factorisation de f en (X, U) LN (Z,W) 2 (Y, V), ott h est lh
une courbe nodale adaptée a (U, W) et g est un morphisme plurinodal adapté a (W, V). Les ouverts U, V
et W sont respectivement des ouverts denses de X, Y et Z. Il résulte de [de Jong, 1996, 8.2] que quitte a fl (Z,wW)
remplacer Y par un Y-schéma propre de méme dimension on peut supposer la paire (Y, V) réguliere. Les l g
paires (X, U) et (Z, W) sont alors toriques (1.4.5). Y]

D’apres le théoreme de résolution des singularités toriques de Kato Kazuya (cf. p. ex. [Mochizuki, 1999, 2.1] ou [Gabber & Ramero, 2009,

5.6.32]), il existe un morphisme propre birationnel Zy — Z tel que la paire (Zo, Wo) soit réguliere, ott W, désigne I'image inverse
de W dans Z,. Considérons le 0-cosquelette Z, du morphisme Zo — Z et complétons le diagramme de fibration en formant le
produit fibré h,.

X, w (Xey Us)
In I
f w %(Z.,W.):[(ZO,WO)C(L,W])(E“']

(Z,w)

lg /
(AR
Il résulte de la formule de transitivité des images directes et de la suite spectrale de descente que les faisceaux R'f.(j;.£)
pour j < p sont extensions successives d’au plus p + 1 sous-quotients des faisceaux R*gg (Ryhg*(jgiﬂ )) ouax+B+v <p,
«, B,y € N, ot hg désigne le morphisme Xg = X xz Zg — Zp déduit de h par changement de base et oi11'on a abusivement noté
j1Z I'image inverse de ce faisceau sur Xg. La propriété P étant nodulaire, le complexe Rho. (j1-Z) est P3,, ol1 3¢ est une stratification
de Zy ne dépendant pas de . mais seulement de P, h et U. De plus, il est uniformément extension de j;.Z relativement a ho si P
est x-bornée. (On utilise ici I'existence d"une borne sur le genre des fibres d’une famille de courbes a base ncethérienne.) Pour
chaque B, I'isomorphisme de changement de base propre (Zg — Z)*Rh.(ji.Z) = Rhg (jiZ) se « factorisant » a travers Zo, ce
complexe sur Zg est également P3,, oli 35 = hj 30 ; cela résulte de la stabilité de P par image inverse,(iv). (Si P est x-bornée,
on utilise également[1.5.2} (iii).) Il nous reste donc a vérifier le théoreme d’uniformité propre pour les morphismes gg (B < p), en
degré cohomologique inférieur ou égal a p — 3, les stratifications 3¢ et les morphismes qp = Idz,. Lorsque 3 = 0, cela résulte
aussitot de 'hypothese de récurrence Permp (8, p, d — 1) car on a I'inégalité : dim(Zy) = dim(X) —1 < d — 1. Lorsque 3 > 0, cela
résulte aussitét de 'hypothese de récurrence Permp (8, p — 1, 00). Ceci conclut la démonstration de et, par conséquent, la
démonstration du théoréeme d’uniformité propre

1.11. Le cas d"un morphisme non nécessairement propre. —

1.11.1. — L’objectif de ce paragraphe est d’achever la démonstration du théoréeme d’uniformité Commengons par vérifier
qu’il suffit de démontrer la proposition suivante.

1.11.2. Proposition. — Soient X un bon schéma, j : U — X une immersion ouvert, et P une propriété dévissable, nodulaire et pure.
Pour toute famille proprement P’ de faisceaux étales abéliens sur X, la famille sur X obtenue par application du foncteur Rj.j* est également
proprement P'. En d’autres termes :

pour chagque morphisme propre et surjectif q : Xy — X et chaque stratification X1 de X', il existe un morphisme propre et surjectif

v X5 — X et une stratification X, de X5 tels que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F de Z/n-modules sur X satisfaisant

[1/n] o ik g [1/n]
Po.x, - lecomplexe Rj.j" 7 est P, ™.

Si de plus la propriété P est x-bornée et b-bornée , il existe un entier N (dépendant de P, X1, q et j) tel que pour chaque faisceau de
Z/n-modules .7 satisfaisant PE)Q]‘], la restriction du complexe Rj.j*.% a X[1/n] est N-extension ponctuelle de j*.7 .

1.11.3. — Montrons que la proposition précédente [1.11.2] et le théoreme d’uniformité propre entrainent le théoreme d’uni-
formité [1.7.21

Soient f et j comme dans loc. cit., et notons f : X — Y la compactification de f. Si F est une famille F Xc¢ j s X
sur X telle que j,F soit proprement P’ sur X, il résulte de la proposition précédente que la famille Rj.F =

Rj.j*j:F est également proprement P’. Pour montrer que Rf.F = Rf.Rj.F est proprement P’ sur Y, il fl %
suffit d’appliquer le théoréme d’uniformité propre a f. Y

Si P est x et b-bornée, on montre de méme que Rf.[F est — en un sens évident — uniformément extension ponctuelle de F, en
utilisant également I'existence d'une constante C ne dépendant que de j telle que la restriction des faisceaux R'j..Z a X[1/n] soit
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nulle pour chaque entier r > C et chaque faisceau de Z/n-modules .# sur X. (La constante C = 2 dim(X) — 1 convient; cf. p- ex.

[GTG, XVIIL.1.1].)

1.11.4. — Vérifions maintenant que la proposition [1.11.2| résulte de la conjonction des énoncés Immp(p) (1.7.4.3). Compte tenu
de I'existence sus-mentionnée d'une borne a la dimension cohomologique du foncteur Rj., il s’agit de ramener la proposition au

cas particulier ou q = Idx.

Cette réduction est semblable a celle faite en Soit q : Xj — X comme dans l'énoncé a
démontrer (LI1.2), e : Xo — X le O-cosquelette de q, et eu,js, etc. comme dans le diagramme
cartésien ci-contre. Par descente cohomologique propre et transitivité des images directes, on a
la formule Rj.j*.# = Re.Rje,je . Il résulte du théoreme d’uniformité propre, appliqué aux
morphismes propres e« : Xa — X et les stratifications déduites de X1 par image inverse, et du
résultat d’annulation rappelé ci-dessus qu’il suffit de démontrer le résultat de permanence pour
les immersions ouvertes j« et les stratifications induites.

U 25X, Zuo=e¢"F

Wl o e

Uu—lsx #

1.11.5. Démonstration par récurrence de Immp (1.7.4.3). — On initialise la récurrence en constatant que Immp(—1) est trivialement
vrai. Fixons donc p > 0 et supposons I'énoncé Immp (p — 1) démontré. On souhaite démontrer 1’énoncé Immp(p), dont on reprend
les notations : j est une immersion ouverte U — X et X; est une stratification de X. Comme en on constate qu’il suffit de

considérer des faisceaux de la forme 1.k, o1 :
— k est I'immersion ouverte d’une strate V de X; dans son adhérence F = V;
— i est I'immersion fermée de F dans X;

— % est un faisceau abélien lisse sur V. Ve k

)

X¢e——Uu

.D %iu

S

Avec les notations du diagramme ci-dessus, le complexe image directe Rj. (j*(i.ki.#)) est isomorphe, par transitivité des images
directes, au complexe 1. (ij*j?é (kyf))‘ Le faisceau k;.Z = i".% est P{.y, par stabilité de P par image inverse (iv)). Ona vu
en que si les Rjr.jf (k%) sont uniformément proprement P’, il en est de méme des images directes 1. (ij*jé(kz.ff )). Il en
est de méme pour les tronqués T<,. On peut donc supposer que V est un ouvert dense, c’est-a-dire que les faisceaux-test sont de

la forme k,.Z, ot k : V < X est I'immersion ouverte d’une strate dense V € X;.

Nous allons nous ramener au cas particulier ot V est inclus dans U. Considérons pour cela 'ou-
vert W := V N U et notons | I'immersion ouverte de W dans U. Pour chaque .Z, le complexe
Rj.j*(k;Z) qui nous intéresse est isomorphe a 1'image directe Rj. (l[(ﬂw)). Comme ce com-
plexe se réécrit Rj.j* (jikiZw) et que le faisceau jiLi(Lw) est P%, car il s’injecte dans k,.Z, on
peut supposer V contenu dans U.

Ainsi, le morphisme k se factorise a travers j selon le diagramme suivant.

&z WL =i F

Y

=k.Z

—
—

k
Y Ve—eo—>X

bos b

On veut montrer que les tronqués T<,Rj.(1,.Z) sont proprement P’ si les k,.Z le sont, et en sont uniformément extension ponc-
tuelle (sur les ouverts X[1/n]) lorsque P est x et b-bornée. Pour cela, nous nous ramenons au cas ot la paire (X, V) est réguliere.
Soit € : Xe — X un hyperrecouvrement propre de X tel que, pour chaque « > 0, la paire (X«, V) soit réguliere, ott V, désigne
la préimage de V dans X«. L'existence d'un tel hyperrecouvrement résulte de [de Jong, 1996, 8.2]. L'isomorphisme de descente
cohomologique Rj.(1..Z) = Re.(Rjs,le1-%,) (avec des notations évidentes) et le théoréme d’uniformité propre pour les

morphismes &, nous ramenent au cas particulier o1 la paire (X, V) est réguliere.

Notons maintenant I'immersion fermée i de F = U—V dans U et considérons le triangle distingué
L% - RL.Z -5 i.i"% 1 sur U. Par application du foncteur Rj.., on obtient le triangle distingué
Rj. (L) — Rk.Z — Rij.(i-i"RL.#) 2 sur X, ot — par pureté de P (1.4.6) — les complexes
Rk..Z et RL..Z sont uniformément P’, lorsque £ parcourt les faisceaux lisses sur U tels que k;.&
soit P, . (On utilise le fait que la paire (U, V) est également réguliere.)

1 .
V;HU%}—)F

La propriété P étant stable par image inverse et close (1.3.1] (iv-v)), les complexes i.i*RL..# sont également uniformément P’.

Si P est x et b-bornée, on utilise[1.5.2} (iv). La suite exacte
- = RP, (1i"RL.Y) - R%. (LY) = Rk — -+,

la stabilité de P par extension (1.3.1|(iii)), la stabilité (i), et 'hypothese de récurrence nous permettent de conclure.

2. Constructibilité, modération et unipotence

2.1. Constructibilité. — On étudie dans ce paragraphe la propriété Cons (1.1.1) ainsi que sa variante Cons’ (1.6.2).

2.1.1. Proposition. — La propriété Cons est dévissable et locale pour la topologie de Zariski (L1.3.2}

2.1.2. Mise en garde. — Si Cons est stable par sous-quotient, il n’en est pas de méme de la notion de famille (uniformément) Cons.
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Démonstration de la proposition2.1.1 — La stabilité par raffinement est triviale. La stabilité par sous-quotient et image inverse
(resp. extension) résulte du fait qu'un sous-quotient et une image inverse d’un faisceau constant constructible (resp. une extension
de faisceaux constants constructibles) est un faisceau constant constructible (resp. un faisceau lisse); cf. [SGA 4 IX.2.1.3,
2. 4]. Enfin, le fait que Cons soit close et Zariski-locale est une variante des énoncés 2.14 et 2.4.ii de op. cit. O

2.1.3. — Le caractere Zariski-local de la constructibilité est un cas particulier d’un fait général : si ¢ : X’ — X est un mor-
phisme surjectif de présentation finie, un faisceau .# sur X est constructible si et seulement si q*.% l'est ((SGA 4 IX.2.8]; voir
aussi [Orgogozo, 2006], §9.1 et 10.5).

2.1.4. Proposition. — Soit q : X' — X un morphisme surjectif de type fini entre schémas ncethériens. Une famille F de faisceaux sur X
est Cons si et seulement si la famille image inverse q*F sur X' I'est.

En particulier, une famille qui est proprement Cons est aussi Cons. (Cette proposition ne sera pas utilisée dans la suite de cet
article.)

Démonstration. — Soit F une famille sur X telle que q*F soit (uniformément) Cons. On veut montrer que IF est Cons. Par récurrence
neethérienne, il suffit de vérifier I'existence d’un ouvert dense de X au-dessus duquel la famille [F considérée est lisse. Soit V une
partie localement fermée de X’ telle que la famille F}y soit lisse et telle que f(V) contienne un ouvert dense U de X. Quitte a
restreindre V, on peut supposer f(V) = U. Quitte a restreindre U, on peut supposer que le faisceau (V — U).2 est lisse et commute
aux changements de base ot1 2 désigne le faisceau d’ensembles constant de valeur {0, 1}. L'existence d"un tel U est bien connue si X
est bon; sous la seule hypothése de ncethérianité, c’est un résultat de O. Gabber, cf. [Orgogozo, 2003, 2.2.a]. Nous allons montrer
que la famille FF est lisse sur U. Le schéma U étant ncethérien donc localement connexe par arcs ([SGA 4 IX.2.12]), il suffit
d’apres op. cit. 2.13 de vérifier que pour chaque .# € F, les fleches de spécialisations .#y — %5 associées a des morphismes de
points géométriques § — X de U sont des bijections. On peut supposer U strictement hensélien et X localisé en le point fermé.
Sous notre hypothese sur 'image directe (V — U).2, les morphismes 70 (V) — 70 (V) « 7o (Vi) sont des bijections. Soit V/ une
composante connexe de V; c’est un schéma ncethérien donc localement connexe par arcs. D’apres ce qui précede, les fibres de V'
au-dessus de X et § sont non vides. Il en résulte que I'on peut relever ces deux points géométriques en deux points géométriques
de V' liés par une chaine de générisations-spécialisations. On utilise alors la lissité de la famille image inverse sur V'. O

2.2. Modération. —

2.2.1. — Un faisceau sur un schéma ncethérien X est dit modéré si pour tout X-schéma strictement hensélien T de point fermé t et
tout point géométrique U de T localisé en u, I'action de 7 (u, ) sur la fibre en U se factorise a travers un quotient d’ordre premier
a l'exposant caractéristique de k(t). (On peut supposer que les schémas-test T ci-dessous sont des hensélisés stricts de X.)

2.2.2. — Cette définition est due a O. Gabber (cf. p. ex. [Gabber, 2010]), qui considére également la variante ol les schémas-
test T sont (strictement locaux) valuatifs. On trouvera dans [Katd & Saito, 2010, §2.6] et [Kerz & Schmidt, 2010, §5] (« modération
numérique ») des conditions de modération semblables.

2.2.3. — Il résulte immédiatement de la définition qu’un faisceau lisse est modéré et quun faisceau sur un trait est modéré si et
seulement si sa restriction au point générique est modérée au sens usuel.

2.2.4. — La propriété Mod est définie de la fagon suivante : une paire (.#, X) est Mod si et seulement si le faisceau .# est modéré
au sens précédent. La propriété Mod’ est définie conformément a la définition générale (restriction a 1’ouvert sur lequel les
coefficients sont inversibles).

2.2.5. Exemple d'une famille proprement Mod qui n’est pas finiment Mod. — Contrairement au cas de Cons (cf. supra), une
famille proprement Mod n’est pas nécessairement Mod, ni méme Mod aprés changement de base par un morphisme fini surjectif
(« finiment Mod »). (On a cependant équivalence entre proprement Mod et finiment Mod pour une famille sur un frait.) Voici
un exemple, dti a O. Gabber, illustrant cette différence. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et soit E
une courbe elliptique sur k(t) d’invariant j non constant. Le groupe de monodromie, image du groupe de Galois absolu de k(t)
dans ], “p Aut(E[(]), est alors isomorphe & un sous-groupe ouvert du produit [ [, 4p SL(Fe) ([Igusa, 1959, §5]). Soit &, la courbe
elliptique sur le point générique n de la surface S = Spec(k[x, y]), tirée en arriere de E par I'application rationnelle (x,y) — x/y de S
vers la droite D = Spec(k[t]). C’est un revétement double &, — P; de la droite projective sur 1. On étend &, /n en un morphisme
propre sur S en normalisant la droite projective P{ dans le revétement précédent. Pour chaque { # p, la monodromie locale en
l'origine de S, image de 711 (S (o) X s1,7) dans Aut(&5[{]), s’envoie surjectivement sur la monodromie globale de la courbe initiale E
Pour une infinité de ¢, le cardinal ¢(¢*> — 1) de SL, (F,) est divisible par p si bien que la monodromie locale a un p-Sylow non trivial
et qu’il en est de méme apres passage a n'importe quel sous-groupe d’indice fini. La famille n’est donc pas finiment Mod; elle est
pourtant proprement Mod d’apres le théoreme d’uniformité propre appliqué a la constructibilité-modération (2.5.1).

2.2.6. Proposition. — La propriété Mod' satisfait les conditions (i) a (vi) de et est locale pour la topologie de Zariski

Démonstration. — Considérons tout d’abord la propriété Mod. Sa stabilité par raffinement et image inverse est tautologique. Par
sous-quotient, cela résulte de l'exactitude du foncteur fibre et du fait qu'un sous-quotient d’une représentation triviale est triviale.
Qu’elle soit close et compressible est conséquence immédiate du fait quun fermé d’un schéma strictement local est strictement
local ou vide. Enfin elle est locale pour la topologie étale (donc, a fortiori, pour la topologie de Zariski) car tout ouvert d'un schéma

viil. Plus précisément : si {t1,...,tr} C D est un ensemble fini de points fermés, le morphisme 701 (S (o) xs V) — mi(U), o U = D — {t1,...,t;}et V =
Ai ly 1 —{(x, y) : x/y € ty} est surjectif. Ce fait, également utilisé dans [Katd & Sait6, 2010, exemple 2.6.3.1], est & son tour conséquence du résultat suivant : si
X — Y est un morphisme lisse a fibres géométriques connexes, la connexité de Y entraine la connexité de X. On applique ceci a Y un revétement étale connexe U’ de U et X le
produit fibré U’ x y W, ot W est un ouvert étale connexe de V induit par un voisinage étale de I'origine dans S.
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strictement local T contenant le point fermé est T tout entier. Il résulte de ce qui précede que la propriété Mod' satisfait les condi-
tions (i)-(vii) sauf peut-étre la stabilité par extension (iii). Or, lorsque les coefficients des faisceaux sont de torsion inversible sur les
schémas considérés, I’action continue des groupes de Sylow locaux est semi-simple de sorte que toute extension de représentations
triviales est triviale. O

2.2.7. — Contrairement a Cons (2.1.2), la notion de famille Mod’ est stable par sous-quotient (et extension). Elles sont par contre
toutes locales pour la topologie étale. (Pour Cons, on dispose d"un énoncé plus fort : voir ) Ainsi, d’apreés la proposition
une famille est proprement Mod (ou proprement Mod’) si et seulement si il en est ainsi localement pour la topologie étale.

2.2.8. Lemme (Lemme d’Abhyankar). — Soient X un schéma régulier connexe, D un diviseur a croisements normaux et U = X — D.
Pour tout faisceau £ lisse sur U = X — D, les conditions suivantes sont équivalentes :

i. le prolongement par zéro j,.Z est Mod ;

ii. £ est modéré le long de D : pour tout point maximal d de D, I'inertie sauvage du corps discrétement valué Frac(Ox,q) agit triviale-
ment.

Ce résultat est bien connu. Pour la commodité du lecteur, nous en rappelons brievement la démonstration.

Esquisse. — Si j1.Z est Mod, le faisceau .Z est modéré le long de D : cela résulte de la stabilité par image inverse de Mod et
I'observation Considérons 1’autre implication. Supposant X strictement hensélien, comme il est loisible de le faire, il nous
faut vérifier que pour tout point géométrique U de X localisé en u € X — D, 'action de 71 (u, ) sur % se factorise a travers un
quotient d’ordre premier a I’'exposant caractéristique résiduel p > 1 de X. Observons qu’il n’est pas nécessairement vrai que le
fermé D soit d’égal exposant caractéristique p de sorte que la condition de modération le long de D peut étre tautologiquement
satisfaite. On dispose cependant du lemme d’Abhyankar usuel selon lequel le faisceau .Z est trivialisé par un morphisme fini
X' =Xty —f1,...,t}" — f:] = X ot les f; sont des équations des composantes irréductibles de D et les n; sont premiers a p. Ceci
entraine aussitot le résultat attendu. En plus du théoreme de pureté de Zariski-Nagata, un point clef dans la démonstration de ce
fait est le résultat de descente suivant.

Soient Xo = Spec(A) un schéma régulier strictement hensélien de caractéristique résiduelle p > 0, D = V(f) un diviseur
régulier qui n’est pas d’égale caractéristique p et Up = Xo — D. Considérons le schéma strictement hensélien régulier
X1 = Xo[t]/(tP —f). Soit Vo — Uy un revétement étale connexe modérément ramifié le long de D tel que le revétement
Vi = Vo xx, X1 de Uy = Uy xx, X1 soit non ramifié sur X;, c’est-a-dire s’étende en un revétement étale de X;. Alors,
Vo — Uy est non ramifié.

Rappelons I'argument, tiré de [SGA 1 XIII.5.2]; pour une variante logarithmique, voir p. ex. [Mochizuki, 1999, 3.2]. Soit
Y1 — X7 un revétement étale prolongeant Vi — U;j. (Un tel revétement est unique a un isomorphisme unique pres.)

Considérons X2 = X; xx, X1 muni des deux projections pr et pr’ sur X;. Notons u : (pr* Y )ju, —

(pr’"Y1)u, la donnée de descente canonique associée au morphisme Vo — Uo, ot U, est'image inverse

de Up dans X;. D’apres la théorie de la descente, il nous suffit de montrer que cet isomorphisme s’étend P, “ Xz

a X3, la condition de cocycle étant alors automatique. Considérons le sous-schéma fermé non vide P =

V(p) de Xo, ainsi que ses tirés en arriere, Py et P>. Le morphisme P; — Po étant radiciel, le revétement ll ll

Y1/p, est muni d"une unique donnée de descente v, qui prolonge donc nécessairement la restriction de P > X5 <Y
u au fermé Py, = Uz xx, P2 de Us. Le schéma X, étant hensélien, I'application de restriction de X; a l l

P> des morphismes entres deux revétements étales est une bijection. Ainsi v se releve en un morphisme

w:pr*Y; — pr'Y;. Le sous-schéma ouvert-fermé de U, au-dessus duquel u et wyy, coincident contient Po — Xo

le fermé Py, , non vide par hypothése d'inégale caractéristique. Il est donc égal a U, car X; est local donc

connexe, de sorte que le morphisme w est un isomorphisme qui étend u.
O

2.2.9. — Considérons maintenant une variante logarithmique du critere de modération précédent s’appuyant sur un théoreme
de pureté logarithmique (Katé K., cf. [Mochizuki, 1999, 3.3]). On ne suppose plus la paire (X, U) réguliére mais seulement torigue.
La condition (ii) de modération en les points maximaux du diviseur D garde un sens, car X est normal ([Katd, 1994, 4.1] ou
[Gabber & Ramero, 2012} 7.5.29]). Si un faisceau . lisse sur U satisfait cette condition, il existe un revétement étale U’ — U,
modéré le long de D trivialisant .£. Soit X' le normalisé de X dans U’; le morphisme X' — X est fini et surjectif. D’apres la
variante logarithmique du lemme d’Abhyankar (op. cit., 8.3.44), la paire (X', U’) est torique et le morphisme de log-schémas
(X', U') = (X, U) est un revétement log-étale, au sens de op. cit., 8.3.14. Lorsque X est strictement local d’exposant caractéristique
résiduel p, le groupe de Galois logarithmique de la paire (X, U) est abélien d’ordre profini premier a p (op. cit., 8.3.42). Il en résulte
formellement que le faisceau j;Z est Mod. Résumons ces observations sous la forme d’un lemme.

2.2.10. Lemme (lemme d’Abhyankar logarithmique). — Soient (X, U) une paire torique, j : U — X I'immersion ouverte et £ un
faisceau lisse sur U. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i. le prolongement par zéro j,.Z est Mod ;

ii. £ est modéré le long de D.

iii. il existe un revétement log-étale (X', W) — (X, U) tel que L soit trivial.

2.3. Constructibilité et modération. —
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2.3.1. — Une paire (.#, X), ot .# est un faisceau étale de Z/n-modules sur un schéma ncethérien X dont X est une stratification,
est dite constructible-modérée, en abrégé CM, si elle est constructible (Cons, [1.2.3) et modérée sur X[1/n] (Mod’,[2.2.4). Il résulte
des propositions et que la propriété CM est dévissable et locale pour la topologie de Zariski.

2.3.2. Proposition. — Tout faisceau abélien constructible sur un schéma neethérien excellent est finiment CM et, a fortiori, proprement CM.

Démonstration. — 1l suffit de considérer les faisceaux de la forme 1.j,.Z, ott .Z est lisse, j est une immersion ouverte d’image
dense et i une immersion fermée. La proposition nous ramene au cas oil i est I'identité. Notons U (resp. X) la source (resp.
le but) de j, et choisissons un revétement étale U’ — U trivialisant le faisceau .. Le normalisé X’ de X dans U’ est fini sur X et le
faisceau (j;.Z)x est modéré. O

2.3.3. Théoréeme. — La propriété CM est nodulaire, x-bornée, pure et b-bornée.

La démonstration de ce théoréme, bien connu des spécialistes, occupe les quatre prochains paragraphes.

2.3.4. Nodularité. — Vérifions que la propriété CM est nodulaire (cf. dont on reprend les notations).

—1
On fixe un schéma régulier Y, un diviseur a croisements normaux E de Y de complémentaire V, et une D 7 (E)
courbe nodale f : X — Y adaptée a une paire d’ouverts (U, V) ot1j : U < X est une immersion ouverte
dense. Nous allons montrer que pour tout entier n > 1 inversible sur X et tout faisceau lisse de Z/n-
modules .Z sur U tel que j;.Z soit modéré, le complexe Rf.(ji.Z) est :
i. constructible et adapté a la stratification VU E de Y;
- e

ii. modéré. E

Vérifions (i). La constructibilité est connue : le morphisme f est propre. D’autre part, il résulte du théoréme de changement
de base propre que ce complexe est nul au-dessus de E : 'ouvert U ne rencontre pas f~' (E). On peut donc dorénavant supposer
que V est égal a Y tout entier; le morphisme f est alors propre et lisse et U = X — D. La paire (f,j,.Z) est localement acyclique
hors du fermé D de X. Ce diviseur étant fini sur Y, la cohomologie des fibres de Milnor — qui est 1’obstruction a la lissité de
ces faisceaux image directe — commute aux changements de base (P. Deligne, cf. p. ex. [Orgogozo, 2006, 6.3]). On peut donc
supposer également que Y est un trait hensélien, auquel cas la conclusion résulte du résultat d’acyclicité [SGA 7 XII1.2.1.11].
(On trouve le méme argument dans [Katz, 1980, 4.7.1.ii]. Voir aussi [Laumon, 1981b} théoréme 5.1.1] pour le lien (numérique)
entre le défaut d’acyclicité et la ramification sauvage.)

Vérifions (ii). Soit 7t : U’ — U comme en(iii) et soit 4 le faisceau conoyau de l'injection £ — m,.m*.Z. Le faisceau j|¥ est
modéré car il satisfait le critere que nous venons d’appliquer a .Z. La formule de transitivité des images directes et un dévissage
classique ([SGA 4% finitude.A.4]) nous rameénent a démontrer la modération du complexe Rf.(jiZ/n), ol n est un entier
inversible sur Y et ol f est le morphisme sous-jacent a un morphisme log-lisse (X, U) — (Y, V). Rappelons que ce complexe est nul
au-dessus de E et lisse sur V. La paire (Y, V) étant réguliere, il résulte du lemme d’Abhyankar usuel 2.2.8/que I'on peut supposer Y
étre un trait strictement hensélien. Notons 1 son point générique, de sorte que V = {n}. On veut montrer que I'action de 7ty (, 1) sur
le Z/n-module HZ (Us, Z/n) est modérée. Par lissité de U surn et par dualité de Poincaré, il suffit de démontrer la modération de la
cohomologie sans support. Ce dernier résultat est connu : si, plus généralement, (X, Mx) un log-schéma fin et saturé, propre et log-
lisse sur (Y,n), et 'ouvert de trivialité U = (X, Mx ) est contenu dans X,,, alors I'action 711 (1, 7)) sur les H*(Ux, Z/n) est modérée,
cf. [Illusie, 2002} 8.4.3]. Le point clef de la démonstration est un théoréme d’acyclicité logarithmique [Nakayama, 1998, 3.2], qui
étend le résultat de modération [Rapoport & Zink, 1982, 2.23]. (Pour un résultat semblable, voir aussi [Kato & Saitd, 2010, 1.1.6].)

2.3.5. — Vérifions que la propriété CM est x-bornée (1.5.3). Le résultat a démontrer étant clair en degré cohomologique 0 et,
par dualité, en degré 2. On peut donc utiliser la formule (virtuelle) de Grothendieck—Ogg-éafarevi(: (ISGA 5 x.7.1]) dans le cas
modéré (voir aussi [Safarevit, 1961, théoreme 3, p. 337] et [Ogg, 1962, prop. 6, p. 199)).

2.3.6. Pureté. — Vérifions que la propriété CM est pure (cf. dont on reprend les notations). Fixons une paire réguliere (X, U)
et notons D la stratification de X définie par la fonction semi-continue supérieurement associant a un point de X le nombre de
branches de D = X — U y passant. Nous allons montrer que pour tout entier n > 1 inversible sur X et tout faisceau lisse de
Z/n-modules .Z sur U tel que j,.Z soit modéré, le complexe Rj..Z est:

i. constructible et adapté a la stratification D ;

ii. modéré.
On peut supposer X strictement local, de sorte que le diviseur D est réunion transverse de diviseurs lisses D; = div(ti), o1 les
t1,..., tp sont des éléments de I'(X, Ox). Pour chaque entier r > 1, posons X; = X[t/ "J1<i<y ; cf. [Deligne, 1980, §1.7.8]. Chaque X,

est régulier ([SGA 1 XIII.4.1])etl'image inverse U, de U en est le complémentaire d’un diviseur (strictement) a croisements

normaux D;.
Notons a, le morphisme fini X, — X, b, le morphisme fini étale U, — U qui s’en déduit par restriction

a U et j, I'immersion ouverte de U, dans X;. Par hypothese (2.2.8) démonstration, ou [Deligne, 1980, M= .« r s

§1.7.8]), il existe un entier r premier a la caractéristique résiduelle de X tel que I'image inverse .2, =
b, ".Z soit un faisceau constant, de fibre M. Le morphisme d’adjonction . — b,,.%; étant injectif de brl O
conoyau lisse et modéré le long de D, il suffit d’établir (i) et (ii) pour le faisceau b, ,.Z;. Par transitivité ¥ Ul

des images directes, on a donc I'égalité Rj.(b,,.%:) = ar, (Rjr,Z/n ®7,, M).

Par pureté cohomologique absolue (O. Gabber; cf. p. ex. [Riou, 2009, corollaire 3.1.3]), le complexe Rj.,Z/n est constructible
adapté a ©, et modéré. Mieux : il est constant sur chaque strate. Observons que la restriction du morphisme a. a chaque strate
de © étant composée d'un morphisme fini étale (galoisien de groupe d’ordre premier a la caractéristique résiduelle de X) et
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d’un homéomorphisme universel. Il en résulte que I'image directe par a. d’un faisceau Consyp, (resp. modéré) est Conss (resp.
modérée). (Voir aussi [Gabber & Loeser, 1996, lemme 4.3.2].)

2.3.7. — Vérifions que la propriété CM est b-bornée (cf. dont on reprend les notations). Soient X un schéma régulier
strictement local, U le complémentaire d'un diviseur a croisements normaux D = Uf:] D; et £ un faisceau lisse de Z/n-modules
sur U, ot n > 1 est inversible sur X. On suppose .2 modéré le long de D. Comme rappelé ci-dessus, il existe un entier r > 1
tel que l'image inverse .2, = b;.Z soit un faisceau constant, de fibre M. Le revétement U, — U étant galoisien de groupe
Gr = pPx, ott 1 x est le groupe cyclique d’ordre r des racines r-iémes de unité dans I'(X, &x), le complexe RT'(U, %) est isomorphe
a RI(G, RT"(U,,.%;)). La description explicite de la cohomologie du groupe (Z/ 1)° nous ramene au cas ol .& est constant. Par
pureté, RI(U,.2) = (A* @y, Z/np (-1 )) ®" M, et la conclusion en résulte.

2.3.8. Remarque. — Au cours de la démonstration de nous avons vu que la nodularité d’une propriété P se rameéne au cas
particulier ot1 la base Y est un traif strictement local lorsque P est abhyankarienne, c’est-a-dire si :

pour tout schéma ncethérien régulier X, tout diviseur a croisements normaux D et tout faisceau abélien . lisse sur U,
la paire ju,(-Z,{U}) est P des lors que ses images inverses par les morphismes X4y — X le sont pour chaque point
géométrique d de X localisé en un point maximal de D.

2.4. Unipotence. —

2.4.1. — Soient X un schéma ncethérien, .# un faisceau étale sur X et X = (X«)xca une stratification de X. On dit que la paire
(F, X) est localement unipotente, en abrégé Unip, si pour chaque X-schéma strictement hensélien T, et pour chaque strate T, de
T = X7, le faisceau # 1, est extension de faisceaux constants. (Cette définition est tirée de [Pink, 1995] ; voir aussi [L€, 1982, 3.1.2]
pour une variante quasi-unipotente en caractéristique nulle.)

2.4.2. — Si un faisceau lisse de torsion .Z sur un schéma ncethérien connexe U est extension de faisceaux constants, il existe un
entier N tel que pour chaque g € 71 (U, 1) — oi1 U est un point géométrique de U — 'endomorphisme (g — 1) de .%; est nul. La
réciproque est vraie et résulte immédiatement du théoreme de Kolchin (cf. p. ex. [Serre, 1965, V.§3]) : un groupe d’automorphismes
d’un espace vectoriel de dimension finie sur un corps constitué d’éléments unipotents est trigonalisable.

2.4.3. Proposition. — La propriété Unip satisfait les conditions (i) a (vi) de et est locale pour la topologie de Zariski

Démonstration. — Vérifions la compressibilité, les autres propriétés étant de vérification immédiate. Si X est la réunion de fermés
F1,...,Fn munis de stratifications §1,...,8n et F est un faisceau tel que .Z |, soit Unipg, pour chaque i, le faisceau .7 est Unipx
pour toute stratification X dont les strates sont entierement contenues dans une strate de 'un des Fi. Une telle stratification
existe. O

2.4.4. — Une paire (.#, X), o .# est un faisceau étale de Z/n-modules sur un schéma ncethérien X dont X est une stratification,
est dite constructible-unipotente, en abrégé CU, si cette paire est constructible (Cons, [1.2.3) et localement unipotente sur X[1/n]
(Unip’,[2.4.1). La propriété CU est dévissable et locale pour la topologie de Zariski.

2.4.5. Lemme d’Abhyankar unipotent. — Vérifions que 'unipotence (locale) satisfait un lemme d’Abhyankar : un faisceau lisse .Z
sur le complémentaire U d’un diviseur a croisements normaux D dans un schéma ncethérien régulier strictement local sur lequel
les groupes d’inertie en les points maximaux de D agissent a travers un quotient unipotent est un faisceau unipotent. Or, un tel
faisceau étant nécessairement modéré le long de D, le groupe de monodromie (I'image de 7t (U)) est abélien et engendré par les
groupes de monodromie locaux en les points maximaux. Un groupe abélien engendré par des éléments unipotents est unipotent.
CQFD.

(Voir aussi [Kashiwara, 1981} 3.1] pour un énoncé de pureté beaucoup plus fort dans le cas analytique.)

2.4.6. Proposition. — La propriété CU est nodulaire .

Démonstration. — L'énoncé de constructitibilité étant acquis (par modération), on s’intéresse uniquement & I'unipotence. Comme
observé en il suffit de vérifier I'énoncé dont nous reprenons les notations, dans le cas particulier ot Y est un trait
strictement hensélien.

On fixe donc un schéma trait strictement hensélien Y, de points s et 11, une courbe nodale f : X — D Xn Xs

Y adaptée a (U,n), ot1j : U — X est une immersion ouverte dense. Nous allons montrer que pour

tout entier n > 1 inversible sur X, tout faisceau lisse localement unipotent de Z/n-modules .Z sur U, et X
chaque « € {0, 1,2}, 'action de 711 (n,7) sur la fibre H*(Xx,jn,-Z) de R*f«(j:.Z) en un point générique u

géométrique 7 est unipotente, ot ’'on note j,, I'immersion ouverte de U dans X,,. Le morphisme f étant Lf
propre, on a un isomorphisme Galois-équivariant H* (Xg, jn,-Z) = H*(Xs, ¥t (jn,-Z)). 1l suffit donc de R ] %
montrer que l’action de l'inertie sur le complexe ¥t (j,,.Z) est unipotente. n s

Le probléme étant maintenant local et le faisceau .# étant localement unipotent, il résulte de la t-exactitude du foncteur ¥s o jy,
que 'on peut supposer . = Z/n, ol n est inversible sur Y. Le triangle distingué

inZ/m—Z/mn — iy, Z/n 5

ix. On rappelle que si G = (o) est un groupe cyclique et V un G-module, la cohomologie de G a valeurs dans V est représentée par le complexe
osvs'vhiveslvy .

out =3 . g etlepremier V estplacé en degré 0. Voir par exemple [Serre, 1968} VIIL.§4].
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de faisceaux sur Xy, oit i, est 'immersion fermée de D, dans X;,, nous rameéne a I'étude des complexes W¢(Z/n) et W¢ (i, ,Z/n).
Ce dernier est isomorphe a is.Z/n, ol i est 'immersion fermée de D dans X, car D est étale sur Y et Wy o iy, — i5.Wroi ([SGA 7

XIII.1.3.6.1]).Enfin,il est bien connu que 'action de I'inertie sur W¢(Z/n) est unipotente d’échelon 2 (cf. p. ex. [Illusie, 2004,
§3.3]). O

2.4.7. Proposition. — La propriété CU est pure .

Démonstration. — Soient j : U — X comme dans loc. cit. et © la stratification définie en par le nombre de branches de
D = X — U. Vérifions que pour chaque entier n > 1 inversible sur X et chaque faisceau lisse unipotent £ de Z/n-modules sur U,
le complexe Rj..Z est CUgp. Par t-exactitude du foncteur Rj., on peut supposer .Z = Z/n (quitte a remplacer n par un diviseur).
Il résulte du théoréeme de pureté cohomologique (cf. loc. cit.) que les faisceaux R*j.Z/n sont CUp. O

2.5. Applications. — Commengons par énoncer le théoreme d’uniformité[1.7.2] pour la modération ou I'unipotence, dans le cas
particulier ot1 le morphisme q est I'identité, I'énoncé du cas général étant lalsse au lecteur. Comme signalé dans l'introduction, le
théoreme ci-dessous est connu d’O. Gabber de longue date ([Gabber, 2007]).
2.5.1. Théoréme. — Soient Y un bon schéma, £ : X — Y un morphisme propre, j : U — X une immersion ouverte et {1
une stmtiﬁcation de U. Notons f le morphisme composé f o j. Il existe une altération v : Y/ — Y et une stratification 9)
(resp. ') de Y (resp. Y') tels que pour tout entier n > 1 et tout faisceau F de Z /n-modules sur U[1/n] supposé :

P Ll ;e% X
— constructible adapté a U[1/n] (au sens de[1.1.1), et

— de prolongement par zéro a X[1/n] modéré au sens de[2.2.1|(resp. localement unipotent relativement a ${[1/n],[2.4.7), \ lf

alors le complexe image directe de .F par f[1/n] est constructible adapté a Q[1/n] et son image inverse par r[1/n] est < Ty

modérée (resp. localement unipotente relativement a )'[1/nl).
De plus, il existe une constante C ne dépendant que de f et j telle que les fibres des faisceaux Rf[1/n],.F soient
extensions itérées au plus C fois de sous-quotients de fibres de .7 .

2.5.2. — On retrouve en particulier des théoremes de lissité générique uniforme pour les images directes (comparer avec
[Katz & Laumon, 1985 3.3.2]) et [Illusie, 2010a, §2]).

2.5.3. Remarque. — On aurait pu envisager d’autres conditions de constructibilité et modération uniformes, en demandant par
exemple l'existence d’une stratification ) = (Y«) et de revétements communs Y;, — Y trivialisant les faisceaux. Cette condition
est mal adaptée a I'étude de la cohomologie, ne serait-ce parce que la famille des tordus a la Tate (j¢)ep sur Spec(F,) ne satis-
fait pas ce critere, I'ensemble des ordres de p modulo ¢ n’étant pas borné. Ce phénomene de torsion n’est d’ailleurs pas le seul
expliquant la non stabilité de cette notion de constructibilité uniforme par image directe propre. On peut par exemple construire
(modulo HRG, via une variante de la conjecture d’Artin, cf. [Roskam, 2002]]) une courbe elliptique E sur F; telle que le groupe de
Galois absolu de F; agisse sur H! (Eg, F;) a travers un quotient d’ordre exactement 0 —1=+1)#u(F) pour une infinité
de { # 2. Voir aussi 'exemple de O. Gabber ci-dessus (2.2.5).

2.5.4. — Soient X un schéma propre et lisse sur un corps algébriquement clos k de caractéristique p > 0, D un diviseur a croi-
sements normaux et U I"ouvert complémentaire. Il résulte du théoréme précédent qu'il existe une constante Cx,p telle que pour
tout £ # p et tout F-faisceau lisse . sur U, modéré le long de D, on ait hi(U,.#) < Cx,p - rang(.#). Comme I'a expliqué Claude
Sabbah a I'auteur, on peut en donner la démonstration suivante lorsque k est le corps C de nombres complexes. Soit T un voisinage
tubulaire ouvert de D(C) tel que I'inclusion du compact K = X(C) — T dans U(C) soit une équivalence d’homotopie; le groupe de
cohomologie HEetti,C(U[C), Z) est donc isomorphe a H};em’c (K,Z). Par compacité, il existe un recouvrement fini Vi de K par des
ouverts simplement connexes. Il en résulte que la cohomologie de U(C) a valeurs dans .Z est I’aboutissement d'une suite spectrale
dont les objets de la premieére « page » ne dépendent que des V; et du rang de .. On conclut par le théoréeme de comparaison
Betti-étale d”Artin-Grothendieck. Il serait sans doute intéressant d’adapter cet argument au cas d’un corps quelconque a l'aide
d’un voisinage tubulaire adéquat.

2.5.5. — Les théorémes de constructibilité uniforme peuvent entrainer des résultats d’indépendance. Citons le résultat suivant,
qui résulte de [Katz & Laumon, 1985]. (Voir aussi la prépublication de Lars Briinjes et Christian Serpé, « Etale and motivic coho-
mology and ultraproducts of schemes », théoreme 3.4.)

2.5.6. Théoréeme. — Soient n et d des entiers. Il existe une constante Cy, q telle que pour tout corps algébriquement clos k de caractéristique
p > Cn,a et toute hypersurface H de degré d de Py, on ait I'égalité des nombres de Betti bi(H, Q¢) = bi(H, Q) pour tout entier i et toute
paire de nombres premiers L et U distincts de p.

Il serait intéressant de savoir si I’on peut, ne serait-ce qu’en principe, déterminer explicitement Cy, 4.

Démonstration. — Soient Y le Z-schéma de type fini paramétrant les hypersurfaces de degré d de P} et f : X — Y I'hypersurface
universelle. D’apres , il existe une stratification 2) = (Y«) de Y telle que pour chaque indice i et chaque nombre premier ¢, les
faisceaux A} = R'f.Qq soient lisses sur les Y[1/{]. (L'énoncé [Katz & Laumon, 1985, 3.3.2], d’apres lequel on a ce résultat quitte a
se retreindre & un ouvert dense de Spec(Z), suffirait.) Quitte a raffiner la stratification, on peut supposer les Y irréductibles. Quitte a
se restreindre a un ouvert dense de Spec(Z) — ce qui revient a exclure un nombre fini de caractéristiques résiduelles — et rétrécir Y
en conséquent, on peut supposer que chaque Y, a un point de caractéristique nulle. Soit maintenant h, un point géométrique
de Y, correspondant a une hypersurface H, sur un corps d’exposant caractéristique p. Soient ¢ et {’ deux nombres premiers
distincts de p. Par hypothese, il existe un « tel que hy, soit localisé en Y, et un point géométrique hy de Y« de caractéristique nulle

@/
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(correspondant & une hypersurface Ho). Les faisceaux % et 4}, étant lisses sur le schéma (ncethérien) connexe Y«[1/4], le choix
d’un chemin hy ~> hy induit des isomorphismes

i i i i
@g hp 2%@ ho et%’@/ hp 2%@/ ho

entre les fibres. En prenant le rang, on en déduit les égalités b; (H;,, Q¢) = bi(Ho, Q¢) et bi(Hp, Qp) = bi(Ho, Q). Comme d’autre

part on a bi(Ho, Q¢) = bi(Ho, Q¢), par comparaison avec la cohomologie de Betti, on a bien le résultat attendu. O
2.5.7. — Pour référence ultérieure, signalons le corollaire suivant du théoreme Cet énoncé est conjecturé dans un courriel

de Sebastian Petersen a Luc Illusie du 2012-7-31, et démontré (non publié) par Gebhard Bockle, Wojciech Gajda et S. Petersen
lorsque k est un corps fini en utilisant les travaux de Laurent Lafforgue (conjecture de Langlands).

2.5.8. Proposition. — Soit k un corps parfait, K/k une extension de type finie et Xx un K-schéma algébrique. Il existe une extension finie
étale K' /K, un k-schéma propre et lisse Y' de corps des fractions X' et un diviseur a croisements normaux D’ dans Y’ tels que pour chaque
nombre premier { inversible sur k,

i. l'action du groupe de Galois Gy sur H* (X, Q¢) se factorise a travers le groupe fondamental modéré °4 (Y, D’);

ii. pour chaque point maximal d' de D', I'action sur H* (X, Q¢) du groupe d’inertie correspondant soit unipotente.

Démonstration. — Par déploiement, il existe un k-schéma de type fini U de corps des fractions K, et un morphisme de type fini
X — V de fibré générique Xx. Soit Y une k-compactification de V et notons f : X — Y le morphisme composé. Il résulte du
théorémequ'il existe une altération 1 : Y/ — Y et une stratification )’ de Y’ telle que les faisceaux r*R'f.Qq, pour £ # car. (k)
et i € N, soient constructibles, modérés et localement unipotents relativement a )’. Quitte a rétrécir V, on peut supposer ces
faisceaux lisses sur cet ouvert et que V' = 1~ ' (V) est la strate ouverte (dense) de Y'. Admettons momentanément que 1’on peut
supposer l'altération r génériquement étale. D’apres [de Jong, 1996} 4.1], on peut également supposer le morphisme Y’ — Spec(k)
lisse et 'ouvert V' étre le complémentaire d’un diviseur & croisements normaux D’. CQFD. Vérifions maintenant le fait admis :
toute famille uniformément modérée (resp. rendue localement unipotente, relativement a une stratification) par une altération,
l’est aussi par une altération génériquement étale. En effet, toute altération Y — Y se décomposeen Y — Y’ — Y, ou Y’ — Y est
une altération génériquement étale et Y — Y” est un morphisme fini radicielE]Or, toute famille modérée par Y’ (resp. localement
unipotente relativement & une stratification) est modérée par Y” (resp. localement unipotente) : le morphisme de Frobenius induit
une équivalence entre les sites étales. O

3. Compléments

3.1. Majorations uniformes des nombres de Betti modulo { de schémas algébriques. — Dans ce paragraphe, indépendant des
précédents, on considere des schémas de type fini sur un corps algébriquement clos k d’exposant caractéristique p > 1. Les
résultats suivants étant conséquence immédiate du théoreme nous nous contentons d’esquisser les démonstrations.

3.1.1. Lemme. — Soit X un k-schéma propre. Il existe une constante Cx telle que pour tout nombre premier £ # p et tout Fe-faisceau lisse
£ sur X, on ait

dimg, H'(X,.%) < Cx - rang(.2).

Démonstration. — D’apres [de Jong, 1996], il existe un hyperrecouvrement propre de X par des k-schémas projectifs et lisses. La
suite spectrale de descente montre que 'on peut donc supposer X projectif et lisse sur k. On proceéde alors par récurrence. Le cas
de la dimension 1 est connu. Si X est de dimension d, il résulte de la dualité de Poincaré et du théoreme de section hyperplane,
c’est-a-dire la bijectivité (resp. injectivité) de H'(X,.#) = H' (XN H,.Z) sii < d — 1 (resp.i = d — 1), ott X N H est une section
hyperplane lisse, que seul le cas i = d ne résulte pas immédiatement de ’hypothése de récurrence. On utilise alors le lemme
ci-dessous (cas de x). O

3.1.2. Lemme. — Soit X un k-schéma propre et lisse. Il existe un constante Cx telle que [x(X, Z)| < Cx - rang(.Z) pour tout nombre
premier € # p et tout Fo-faisceau lisse 2.

Démonstration. — On procede par récurrence sur dim(X). Pour une courbe, c’est un corollaire de 1’égalité x(X,.#) = rang(.Z) -
X(X). En général, considérons un diagramme P| « X’ — Xou X’ — X est birationnel et X’ — P} est un pinceau de Lefschetz. Par
récurrence, il suffit de démontrer le résultat pour X' car si F est un fermé de X, ona x(X,.Z) = xc (U, .Z) +x(F,.£) et de méme pour
X’. On peut donc supposer X = X'. D’apres la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi sur Py, et I'égalité x(X,.Z) = x(P', Rf..%),
il suffit de démontrer les faits suivants.

- Les R'f..# sont modérés. Cela résulte de Picard-Lefschetz.

— Les rangs génériques des Rf,.# sont bornés, linéairement, indépendamment de .Z. Cela résulte de I’hypothese de récur-
rence.

— Pour tout i et tout point géométrique singulier t, I’entier h'(Xt,.#) — rang de la fibre de R*f..Z en t — est borné, linéaire-
ment, indépendamment de .Z. Cela résulte du fait que 1’écart entre h'(Xy,.2) et h(Xy,.Z) est controlé par un objet local, les
cycles évanescents, qui ne dépend que du rang : HY (W(2),) ~ HY(Y(F})x, ) ot K (W(F)y, ) < 1.

O

x. Si, localement, Y/ — Y est donné par A — B, considérer la factorisation A — A[Bpn] — B. Cette construction se recolle et, pour n grand, I’extension
de Frac(A) ainsi obtenue est étale (cf. p. ex. Bourbaki, A.V.§7.n°7, cor. 2).
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3.1.3. Proposition. — Soit X un k-schéma séparé de type fini. Il existe une constante Cx telle que pour tout nombre premier { # p et tout
entier i on ait _

dimpz H}(X, Fe) S Cx,
ot ?2 € {0, c}.

Ce résultat est également démontré dans [Illusie, 2010a) § 1] par une méthode semblable (utilisation d’altérations) mais faisant,
comme dans [Tomasi¢, 2004], appel au théoréeme susmentionné d’O. Gabber. (La méthode présentée ici est géométrique au sens ot
elle ne repose pas sur I’hypothese de Riemann sur les corps finis ; il est donc plus aisé d’envisager sa transposition dans d’autres
théories cohomologiques.)

Démonstration. — Par le théoreme des altérations et descente cohomologique, on peut supposer que X est le complémentaire d'un
diviseur a croisements normaux dans un schéma lisse. Le cas lisse et ? = ¢ se rameéne, par récurrence sur la dimension (par la suite
exacte usuelle), au cas propre et lisse, déja traité. Le cas lisse et ? = ) se ramene au cas ? = ¢ par dualité de Poincaré. O

3.1.4. Remarque. — Qu'il soit possible de démontrer un énoncé comme « motivique » en un sens faible, est conséquence
du fait qu’a des fins de majorations uniformes en ¢, il n’est pas nécessaire de controler les différentielles apparaissant dans les
suites spectrales de descente généralisant le calcul « a la Cech » de la cohomologie. Le caractere motivique des différentielles
spectrales semble par contre crucial pour résoudre le probleme plus fin de l'indépendance de {; voir par exemple [de Jong, 1996,
introduction]. On sait cependant que la caractéristique d’Euler-Poincaré {-adique d'un schéma algébrique X sur un corps al-
gébriquement clos k est indépendante du nombre premier {, supposé distinct de la caractéristique de k. Si k = Fq et X =
Xo ®F, k, cela résulte des égalités deg Z(Xo/Fq) = —Xc(X,Q¢) — conséquence de la formule des traces de Grothendieck —
et xc(X,Q¢) = x(X,Q¢) [Laumon, 1981a]; cf. [Illusie, 2006, §1] pour une discussion plus approfondie. Comme expliqué en
[SGA 4] [Rapport, §4.11]], il existe un complexe borné de Z;-modules libres de type fini K tel que K ®z, Z/{" soit quasi-
isomorphe a Rl (X, Z/{™) pour chaque entier n > 1. (Cela résulte de la perfection de ces complexes, cf. op. cit., §4.9.) Il en résulte
que Xc (X, Q¢) = Xc (X, Fe) pour chaque { inversible sur k En conséquence, les entiers relatifs x. (X, F¢) sont également indépen-
dants de ¢.

3.1.5. Remarque. — Comme 'a remarqué O. Gabber, il résulte également du théoreme des altérations que pour X propre et lisse sur
k, mais non nécessairement projectif, les Z;-modules H' (X, Z,) sont presque tous sans torsion. La lissité de X permet de construire
et utiliser un morphisme trace.
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