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1. Introduction

L’objectif de ces notes est d’introduire quelques résultats fonda-
mentaux de nature algébrique relatifs aux fonctions holomorphes de
plusieurs variables. Henri Cartan y a contribué de maniere essentielle
en développant la théorie des faisceaux cohérents, qui est devenue
aujourd’hui 'un des outils de base de la géométrie analytique com-
plexe tout comme de la géométrie algébrique. Henri Cartan soutient
sa These de Doctorat es Sciences en 1928 sous la direction de Paul
Montel, sur le theme « Sur les systémes de fonctions holomorphes a
variétés linéaires lacunaires et leurs applications ». Cette these porte
principalement sur la théorie de la distribution des valeurs des fonc-
tions d’une variable, dans le droit fil des travaux de Nevanlinna, mais
les premiers travaux de Cartan sur les fonctions de plusieurs variables
complexes remontent déja a cette époque. On peut noter en particu-
lier un article de 1932 en commun avec le mathématicien allemand
Peter Thullen sur les singularités des fonctions holomorphes de plu-
sieurs variables complexes, dans lequel est développée la théorie des
domaines d’holomorphie — il s’agit des domaines « convexes » par rap-
port aux fonctions holomorphes, généralisée de nos jours au travers
de la notion de variété de Stein. Pour la suite de I'histoire, écoutons
ce qu’écrit Henri Cartan lui-méme dans sa notice de travaux publiée
par ’Académie des Sciences en 1973 : L’étude des problemes globaux
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relatifs aur idéaux et modules de fonctions holomorphes m’a occupé
plusieurs années, en partant des travauzr d’Oka. Dés 1940, j’avais vu
qu’un certain lemme sur les matrice holomorphes inversibles joue un
role décisif dans ces questions. Ce lemme est énoncé et démontré en
1940 dans [19] ; dans ce méme travail, j'en fais diverses applications,
et je prouwve notamment que si des fonctions f; (en nombre fini),
holomorphes dans un domaine d’holomorphie D, n’ont aucun zéro
commun dans D, il existe une relation >, c;fi = 1 a coefficients c;
holomorphes dans D. Dans [22], j’introduis la notion de « cohérence »
d’un systeme d’idéaur et je tente de démontrer les théorémes fon-
damentaux de ce qui deviendra la théorie des faisceauxr analytiques
cohérents sur une variété de Stein; mais je n’y parviens pas dans
le cas le plus général, faute de réussir a prouver une conjecture que
K. Oka démontrera plus tard (1950) et qui, en langage d’aujourd’hui,
exprime que le faisceau des germes de fonctions holomorphes est cohé-
rent. Sitot que j'eus connaissance de ce théoréme de Oka (publié avec
beaucoup d’autres dans le volume 78 du Bulletin de la Société mathé-
matique de France), je repris l’ensemble de la question dans [29], en
introduisant systématiquement la notion de faisceau (introduite alors
par Leray en Topologie) et celle de faisceau cohérent (mais pas encore
dans le sens plus général et définitif qui sera celui de mon Séminaire
1951-52). Il s’agit essentiellement de ce qu’on appelle aujourd’hui les
« théoréemes A et B ». Cependant, la, formulation cohomologique gé-
nérale du théoreme B ne viendra que dans le Séminaire cité, da la
suite de discussions avec J.-P. Serre. La conférence [35] est consacrée
4 une exposition d’ensemble de ces questions (sans démonstrations),
avec indications sur les diverses applications qui en découlent pour la
théorie globale des variétés de Stein, et en particulier pour les pro-
blémes de Cousin.

Terminons par un bref plaidoyer pour la géométrie analytique. On
doit a Descartes I'idée essentielle qu’il est possible de ramener des
problémes de géométrie & des calculs effectués dans des systémes de
coordonnées, ce qui a rapidement permis d’utiliser de maniere tres
efficace les outils de ’algebre et les méthodes de résolution des équa-
tions linéaires ou algébriques. La géométrie algébrique consiste pré-
cisément a étudier les propriétés générales des solutions des systemes
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d’équations polynomiales. Dans un contexte moderne, on peut se pla-
cer sur un corps quelconque, mais les corps R et C restent particulie-
rement intéressants puisqu’ils correspondent aux espaces euclidiens
usuels de la Physique. Sur le corps C des nombres complexes, on
a 'immense avantage que tout polyndéme admet autant exactement
autant de racines que le degré (en comptant les multiplicités). Tl en
résulte que I'ensemble des solutions d’un systeme d’équations poly-
nomiales reflete beaucoup plus fideélement la structure algébrique de
ces équations lorsqu’on se place sur C que lorsqu’on se place sur R,
et beaucoup d’énoncés deviennent en réalité plus simples et plus « ré-
guliers ». Il en est ainsi par exemple du théoréme de Bezout qui dit
que l'intersection de deux courbes algébriques complexes de degrés p
et ¢ sans composantes communes comporte exactement pq points, a
condition de compter les multiplicités et les « points a l'infini » du
plan projectif complexe. Cependant, il existe des fonctions trés natu-
relles qui ne sont pas polynomiales, comme la fonction exponentielle,
pourtant solution d’une équation différentielle algébrique simple. La
géométrie analytique moderne, en particulier celle développée par
Henri Cartan, consiste a étendre au cadre analytique, c’est-a-dire
aux séries entiéres convergentes de plusieurs variables complexes, la
plus grande partie des propriétés algébriques des polynomes a coef-
ficients dans C. D’une certaine maniere, la géométrie analytique est
une « complétion » de la géométrie algébrique — il existe méme des
questions purement algébriques que I'on ne sait résoudre aujourd’hui
que par voie analytique — un peu comme les réels ou les complexes
permettent de résoudre des équations algébriques ou différentielles
qu’il serait impossible de résoudre dans le corps des rationnels ou des
nombres algébriques.

2. L’anneau local des germes de fonctions holomorphes

2.A. Notion de germe, premiéres propriétés élémentaires

De maniere générale, si X est un espace topologique, le germe en
un point = d’une fonction f définie sur un voisinage U de x n’est
autre que la classe d’équivalence de f pour la relation d’équivalence
suivante : f1 ~ fo si et seulement si il existe un voisinage V' de z sur
lequel fi et fo sont toutes deux définies, avec f; = fo sur V.
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(2.1) Notation. On note 0, 'anneau des germes de fonctions holo-
morphes sur C" en 0. De maniere alternative, d’apres la théorie élé-
mentaire des fonctions holomorphes (formule de Cauchy) &, peut

étre identifié avec 'anneau C{z1, ..., z,} des séries entieres
« « o «
Zaaz, a=(ag,...,ap), 2 =27"-20"
aeNn
en 21,...,2n, convergeant sur un polydisque de centre 0 de rayon

assez petit.

On note ici A(p,r) le disque ouvert |z — p| < r de centre p et de
rayon r > 0 dans C. Plus généralement, sip € C" et r = (r1,...,7r,) €
(R*)™ est un multirayon, on considere le polydisque

A(pvr) = A(plaTl) X X A(pn>7'n)

Lorsque p = 0, on écrira de maniére abrégée A(0,7) = A(r) dans ce
qui suit. En dimension n = 1, la structure algébrique de 'anneau &y
est tres simple. En fait, un germe f de fonction holomorphe

+0oo
f2) =) anz*
k=0

non identiquement nul se factorise sous la forme f(z) = z"u(z) on
m est le plus petit entier tel que a,, # 0, et

+oo
u(z) = Z apzFm.
k=m

On a u(0) = an, # 0 et il en résulte que w est un élément inversible
de 'anneau 7. On en déduit facilement que les idéaux non nuls
de 0 sont de la forme I = (2™), ot m est le minimum des ordres
d’annulation des fonctions f € I. En particulier ¢; est un anneau
principal.

La situation est beaucoup plus compliquée des la dimension 2.
L’anneau €,, admet encore un unique idéal maximal

m={f¢€0,; f(0) =0}
qui est engendré par les générateurs z1, 22, ..., 2, (comme on le voit
en factorisant adéquatement les termes de la série entiere ) a,z®
si ag = 0), et on a O,/m ~ C (un anneau admettant un unique
idéal maximal est appelé anneau local). Comme m/m? s’identifie &
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, . . . . n -
'espace de dimension n des parties de degré un > 7, a;z; de la série
entiére, on voit que m ne peut avoir moins de n générateurs. On
verra cependant un peu plus loin qu’il s’agit d’un anneau noethérien.
Rappelons ici cette notion algébrique fondamentale.

(2.2) Définition. Un anneau A (commutatif, unitaire) est dit noe-
thérien si tout idéal I de A est de type fini, c’est-a-dire que
I =1(g1,...,9n) est engendré par un nombre fini de générateurs.

Il est classique (et tres facile a vérifier) qu'un anneau A est noethérien
si et seulement si toute suite croissante

11CIQC"'CIkC"-

d’idéaux est stationnaire. Un fait important est que la propriété de
noethérianité s’hérite par passage aux anneaux de polyndémes.

(2.3) Théoreme. Si A est un anneau noethérien, alors lanneau de
polynome A[T] est encore noethérien.

Démonstration. Soit J un idéal de A[T]. On désigne par I} I’ensemble
des coefficients dominants des polynémes P(7T") € J qui sont de de-
gré k. Comme AJ C J, il est immédiat que I est un idéal de A,
et d’autre part le fait que TJ C A[T]J C J implique I, C Iy1;. La
suite I, est donc stationnaire a partir d’un certain rang Ij,. Pour tout
k < ko, prenons des polynémes P, ¢(T') en nombre fini 1 < ¢ < N(k),
tels que les coefficients dominants des Py, engendrent Ij,. Comme
I, = Iy, pour k > ko, on voit que les coefficients dominants des
polynémes T k’kOPkmg engendrent [;. On en déduit facilement que
(Pre,e(T)) o, e< (k) €st un systeme générateur de J sur A[T]. O

En particulier, tout anneau de polynémes k[T},...,Tn] sur un
corps commutatif k£ est noethérien (Hilbert). Nous aurons besoin aussi
de résultats élémentaires classiques concernant les fonctions symé-
triques élémentaires des racines. On a

(T —w;)) =T =T 4 4 (=D)Po, T 4 (—1) %0y

—

1

J
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ou oy, est la fonction symétrique élémentaire de degré k en les ra-
cines wj :
Ok = Z Wiy Wyg * ** Wiy
11 <ja<-<jp<d
Une autre fonction symétrique naturelle de degré k est la somme des
puissances k-ieémes des racines

d
Sy = Z wf
j=1
Pour trouver la relation entre les oy, et les Sy, on écrit
d d
H(l — ij) = Z(—l)kdka
j=1 k=0

et on utilise le développement formel

d d
log H(l —w;T) = Zlog(l —w;T)
j=1 j=1

d +oo w;c . 400 S N
j=1lk=1 k=1

En utilisant le développement en série du logarithme
d
log(1+ > (=1)FopTF)
k=1

on obtient l’identité formelle

+o0 +oo —1 d
3 —%T’“ _y e (S (-1for*)”.
=1 =1 P k=1

En développant la puissance p-ieme par sommation sur toutes les
partitions p = p; + - - - 4+ pg et en identifiant les coefficients de T il

vient
-1 p1+-+pg+k k 1 4 +pd — 1)
24) Sp= 3 (=1) | '( ' )
P1;--Pa >0, p1:-p2: ... Dd:
2po+-+dpg=k
P1+2p2+---+dpg x (o1)P! (02)192 L (O.d)pd7
ce qui montre que Sy, € Z[o1,...,04] (pour voir que le coefficient est

entier, on remplace k par p; + 2p2 + - - - + dpg et on utilise le fait que
les coefficients multinomiaux (g + -+ + qq)!/q1!. .. qq! sont entiers,
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avec ¢; = pj ou gj = p; — 1). Pour obtenir 'expression inverse des oy,
en fonction des Sj on écrit
d +oo 00 +o0 p
S (=1)P S
Z k k_ Z Empk\ _ Z Z k ks

k=0 k=1 p=0 k=1

En développant la puissance p-ieme et en identifiant les coefficients
de T* il vient cette fois

(_1)k+p1+---+pk (S1)P1(Sg)P2 - - - (Sy)P*

(2.5) O =
p17'.§€>07 p1|p2| e pk' 11 92p2 ... kpk ’
p1+2p2+--+kpr=Fk
et on voit donc que o3, € Q[S1, ..., Sk] s’exprime comme un polynéme
a coefficients rationnels en S, 55, ..., Sk (formules de Newton).

2.B. Théoréme de préparation de Weierstrass. Le pas sui-
vant important est d’établir un théoréme concernant la factorisation
et les propriétés de divisibilité des fonctions holomorphes de plu-
sieurs variables, essentiellement dii a Weierstrass. Nous suivons ici
une preuve classique donnée par C.L. Siegel, s’appuyant sur un usage
astucieux de la formule de Cauchy. Soit g(2) = 3~ cyn @a2® une fonc-
tion holomorphe définie sur un voisinage de 0 dans C", g # 0. 1l
existe un ensemble dense de vecteurs v € C™ \ {0} tel que la fonction
C > t — g(tv) ne soit pas identiquement nulle. En effet, la série de
Taylor de g a l'origine fournit
400 1

gte) =3 " 9w, P = 3 an®
k=0 |a|=k

ol g est un polynéme homogene de degré k sur C™ (on note ici || la
longueur ay+- - -+, du multi-indice o). On a par hypothese g(ko) # 0
pour un certain indice kg . Par conséquent, il suffit de choisir v tel
que g(ko)(v) =% 0. Aprés un changement linéaire de coordonnées, on
peut supposer que v = (0,...,0,1). Soit s l'ordre d’annulation de
la fonction z, — ¢(0,...,0,2,) en z, = 0. Il existe r,, > 0 tel que
g(0,...,0,2,) # 0 pour 0 < |z,] < 7. Par continuité de g et par
compacité du cercle |z,| = ry, il existe 7’ > 0 et £ > 0 tels que

g2, 2,) #0 pour 2 = (21,...,2,-1) € C"L,

12| <7, rp—e< || <rpte.
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Pour tout entier k € N, considérons I'intégrale

’ 1 1 99 k
= 301 7.0 0y )
Alors Sk est holomorphe dans un voisinage de |2'| < 7. Le théo-
réme de Rouché montre que Sy(z’) est le nombre de racines z, de
g(2', zn) = 0 dans le disque |z,| < ry,, donc par continuité Sp(z’) doit
étre une constante s. Notons wy(2’), ..., ws(2’) ces racines, comptées
avec multiplicités. Par définition de r,, nous avons wy(0) = --- =
ws(0) = 0, et grace au choix de /, € on obtient |w;(z’)| < r, —e pour
|z/| <7'. La formule des résidus de Cauchy implique

Sk(2') = Z w;(2)".
j=1

Maintenant, la formule de Newton (2.5) montre que la fonction sy-
métrique élémentaire ci(2’) de degré k en wi(2'),...,ws(2') est un
polynome en Si(z),...,Sk(z"). Par suite la fonction cx(2') est elle
aussi holomorphe dans un voisinage de |2’| < 7’. Posons

P, zn) = 25— c1(Z)zg 4 4 (F1)%es(2) = [ (20— wi(2)
j=1

Pour |2/| < 1/, le quotient f = g/P (resp. f = P/g) est holomorphe
en z, sur le disque |z,| < r, + &, car g et P ont les mémes zéros
avec les mémes multiplicités, et f(2/, z,) est holomorphe en 2z’ pour
rn — € < |zn| < 1 + €. La formule de Cauchy donne

()= g [ TG ),
271 Jjwn|=rn+e  Wn — Zn

et f est holomorphe en z sur un voisinage du polydisque A(r/,7,) =
{I7/| < 7'} x {|zn] < rn}. Par conséquent g/P est inversible et on
obtient :

(2.6) Théoréme de préparation de Weierstrass. Soit g une fonction ho-
lomorphe sur un voisinage de 0 dans C", telle que g(0,zy,)/z5 a une
limite finie non nulle en z, = 0. Avec les choiz précédentes de 1’
et r, on peut écrire g(z) = u(z)P(Z, z,) ot u est une fonction ho-

lomorphe inversible dans un voisinage du polydisque A(r’,ry,), et P
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est un polynome de Weierstrass en z,, c’est-a-dire, un polynome de
la forme

P(Z,2,) =25 +a1(2)z5 1 + -+ as(2),  ap(0)=0,
avec des coefficients ax(z'") holomorphe sur un voisinage de |2'| < r’

dans C*~ L.

(2.7) Remarque. Si g s’annule a 'ordre m en 0 et v € C™ \ {0} est
choisi tel que g™ (v) # 0, alors s = m et P doit aussi s’annuler
a lordre m en 0. Dans ce cas, les coefficients ag(z’) sont tels que
ar(2") = O(|Z'|F), 1 <k < s.

(2.8) Théoreme de division de Weierstrass. Pour toute fonction holo-
morphe [ sur le polydisque A = A(r',ry,), on peut écrire

(2.9) f(2) = g(2)a(z) + R(2', zn),

ot q et R sont analytiques dans A, R(Z', z,) est un polynéme de degré
<s—11inz,, et

(2.10) sup [¢| < C'sup|f|,  sup|R| < Csup|f]
A A A A

pour une constante C' > 0 indépendante de f. La représentation (2.9)
est unique.

Démonstration (Siegel). Il suffit de démontrer le résultat lorsque
g(z) = P(#, ) est un polynéme de Weierstrass.
Démontrons d’abord 'unicité. Si f = Pq1 + R1 = Pgs + Ro, alors

P(gz—q1) + (Ry — Ry) = 0.

Il s’ensuit que les s racines z, de P(2',¢) = 0 sont des zéros de Ry— R;.
Comme deg,, (R2 — R1) < s — 1, on doit avoir Ry — Ry = 0, donc
g2 — q1 = 0. Pour prouver 'existence de (¢, R), on pose

1 " wp,
q(#',z,) = lim —/ 1, wn) dw,, z€A;
|wn |=rn—€ P(

e—0+ 2mi 2 wp) (W, — 2p)
observons que 'intégrale ne dépend pas de ¢ lorsque € < r,, — |2,,| est
assez petit. Alors ¢ est holomorphe sur A. La fonction R = f — Pq
est aussi holomorphe sur A et

/ / _ /
R(z) = lim L/ J(Z,wn) [P(Z wn) = P(z ’an dw,.
=0+ 271 Jjwp,|=rn—e (wn — 2n)
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L’expression entre crochets est de la forme
S
[(wr, = 23) + > a; () (wy ™ — 279)] [ (wn — 2n)
j=1

donc est un polynoéme en z, de degré < s — 1 dont les coefficients
sont des fonctions holomorphes de z’. Par conséquent, on obtient
bien I’écriture annoncée f = Pg+ R et

sup |R| < Cysup|[f|
A A

ou C; dépend de majorants des a;(2') et de p = min|P(2, z,)|
sur lensemble compact {|Z'| < 7'} x{|zn| =r,}. Par le prin-
cipe du maximum appliqué a ¢ = (f — R)/P sur chaque disque
{#'} x {|zn] < rn, — €}, on obtient aisément

sup |q| < p~'(1+ Cy)sup|f]. O
A A

2.C. Propriétés algébriques de ’anneau &,,. Nous présentons
ici des applications importantes du théoreme de préparation de
Weierstrass a I’étude de l'anneau des germes de fonctions holo-
morphes dans C".

(2.11) Théoreme. L’anneau O, est noethérien, c’est-a-dire que tout
idéal F de O, est de type fini.

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 1, 0, est un anneau
principal : tout idéal .# # {0} est engendré par z*, ou s est le mini-
mum des ordres d’annulation en 0 des éléments non nuls de .#. Soit
n>2et S C Oy & # {0} Aprés un changement de variables, on
peut supposer que .# contient un polynome de Weierstrass P(2/, zy,).
Pour tout f € .#, le théoréme de division de Weierstrass implique

s—1

f(2)=P(Z,20)q(2) + R(Z,2n), R(Z, z,) = Z ce(2)) zﬁ,

k=0
et on a R € . Considérons l'ensemble .# des coefficients
(co,---,cs—1) dans @P%, qui correspondent aux polynémes R(z/, z,)
appartenant a .#. Alors .# est un 0,_j-sous-module de %% .
D’apres 'hypotheése de récurrence &, est noethérien ; de plus, tout
sous-module d’un module de type fini sur un anneau noethérien est
de type fini ([Lang, 1965], Chapter X). Par suite .#Z est de type fini,
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et . est engendré par P et par les polynémes Ry, ..., Ry associés a
un ensemble fini de générateurs de . OJ

Avant d’aller plus loin, nous avons besoin de deux lemmes qui re-
lient les propriétés algébriques de &, a celle de 'anneau de polynémes
ﬁnfl[zn].

(2.12) Lemme. Soit P, F € 0,_1[z,] ot P est un polynome de Weiers-
trass. Si P divise F' dans Oy, alors P divise F' dans Opn_1|zy).

Démonstration. Supposons que F (2, z,) = P(Z',z,)h(2), h € O,.
L’algorithme standard de division de F' par P dans ’anneau de po-
lynémes 0,,_1[z,] fournit

F=PQ+R, Q,R€ U0, 1][z,], degR < degP.

La partie « unicité » du Th.2.8 implique h(z) = Q(2/,2,) et R = 0.
O

(2.13) Lemme. Soit P(Z', z,) un polynéme de Weierstrass.

a) SiP=P...Py avec P; € 0,,_1[zy), alors, modulo des facteurs
inversibles de Oy_1, tous les P; sont des polynomes de Weierstrass.

b) P(Z,z,) est irréductible dans O, si et seulement s’il est irré-
ductible dans Opn_1|zy).

Démonstration

a) Supposons que P = P;...Py pour des polynémes P; €
On—1]zn] de degrés respectifs sj, >1<;<ns; = s. Le produit des
coefficients directeurs de Pj,..., Py dans 0,1 est égal to 1; apres
avoir normalisé ces polynémes, on peut supposer que Py, ..., Py sont
unitaires et s; > 0 pour tout j. Alors

P(0,z,) =z, = P1(0,2y) ... Pn(0, z,),
donc P;(0, z,) = z et par suite Pj est un polynéme de Weierstrass.
b) Posons s = deg P, de sorte que P(0, z,) = z5. Supposons que P
soit réductible dans &, avec P(2', z,) = g1(2)g2(z) pour des éléments

non inversibles g1, g2 € Oy. Alors ¢1(0, 2z,,) et g2(0, z,) ont des ordres
d’annulation s1,s9 > 0 tels que s1 + s9 = s, et

g =u;Pj, degPj=s; j=1,2,
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ou Pj est un polynome de Weierstrass et ou u; € &, est inversible. Par
suite P P» = uP pour un germe inversible u € 0,,. Le Lemme 2.12
montre que P divise P; Py dans 0,_1[z,]; puisque P, P5 sont uni-
taires et que s = s1 + $9, on obtient P = Py P,, donc P est réductible
dans 0),_1[zy,]. L’implication réciproque est évidente d’apres a). [

(2.14) Théoréme. L’anneau O, est factoriel, c’est-a-dire que O, est
un anneau intégre et que

a) tout élément non nul f € O, admet une factorisation f =
fi1...fn en éléments irréductibles ;
b) la factorisation est unique a des facteurs inversibles pres.

Démonstration. L’existence stipulée par a) résulte du Lemme 2.13
si on prend pour f un polynéme de Weierstrass et f = f1--- fn
une décomposition de longueur maximale N en polynémes de degrés
positifs. Pour montrer I'unicité, il suffit de vérifier I’énoncé suivant :

b’) Si g est un élément irréductible qui divise un produit fifa,
alors g divise fi1 ou fs.

Grace au Th.2.6, on peut supposer que fi, f2, g sont des poly-
noémes de Weierstrass en z,. Alors g est irréductible et divise fifs in
Op—1]zn] apres les Lemmes 2.12 et 2.13 b). Par récurrence sur n, on
peut supposer que 0, _1 est factoriel. Le classique lemme de Gauss
([Lang, 1965], Chapter IV) affirme que l’anneau de polynémes A[T
est factoriel dés que 'anneau A est lui-méme factoriel. Par consé-
quent, on voit d’aprés I’hypotheése de récurrence que @,_1[z,] est
factoriel et donc g doit diviser fi ou fo dans 0,,—1[zy). O

(2.15) Corollaire. Si f, g€ 0, sont premiers entre euz, les germes f., g.
sont encore premiers entre eux en tout point z € C™ wvoisin de 0.

Démonstration. On peut supposer que f = P, g = @ sont des
polynémes de Weierstrass. Rappelons que des polyndémes unitaires
P,Q € A[X] (A = anneau factoriel) sont premiers entre eux si et
seulement si leur résultant R € A est non nul. On en déduit que le
résultant R(z") € 0,1 de P(Z,z,) et Q(2/,2,) possede un germe
non nul en 0. Par suite le germe R,/ est lui aussi non nul aux points
2/ € C"! voisins de 0. O
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(2.16) Germe d’hypersurface analytique. Comme « premier échauffe-
ment » avant la mise en place de résultats plus généraux, nous
allons étudier ici la structure locale de I’ensemble des solutions d’une
équation holomorphe f(z) = 0 dans un voisinage de 0 dans C".
Quitte a effectuer un changement de coordonnées, on peut trouver
une décomposition f = uP avec u inversible et P un polyndme
de Weierstrass. Nous avons alors {f(z) = 0} = {P(%,2,)} sur un
voisinage de 'origine, et on est donc ramené a étudier I’ensemble des
zéros P(%',z,) = 0 d’un polynéme de Weierstrass. Soit d = deg, P.
Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant.

(2.17) Lemme. Si w € C est une racine du polynéme
wl+ awT - ag =0, a; € C,

alors on a la majoration |w| < 2max |a;|'/7.

Démonstration. Sinon on aurait [w| > 2|a;|'/7 pour tout j =1,...,d
et I’équation pourrait se récrire —1 = aj/w + -+ + ad/wd, ce qui
impliquerait 1 < 271 4 .- + 279, contradiction. O

En choisissant d égal a l'ordre d’annulation de f en 0, la Re-
marque 2.7 permet d’écrire

P(2, 2p) = 2%4-a1(2) 25 4 4ag(2), ap(z) = O(Z'%), 1<k <d

sur un voisinage de 0. Le Lemme 2.17 montre que les racines z,
satisfont une majoration de la forme |z,| < C|2/|. D’apres ce qui
précede, on a une factorisation en éléments irréductibles distincts
P = Theg< P;nj, chaque Pj(?',z,) € O, étant un polynome de
Weierstrass de méme forme que P. Posons d; = deg, P;. Le dis-
criminant ;(z') de P; est non nul, et il en est de méme pour les
résultants Rj;(2') de Pj et Py, j # k. Comme d; est aussi le résultant
de P; et 0P;j/0zp, nous avons 0P;/0z, # 0 pour toute racine z,
de Pj(z',z,) = 0 si §j(z) = 0. Soit S C C" ! le germe défini
par o(z') = [16;(2') x [TR;x(2) = 0, défini dans un polydisque
A’  C" ! assez petit. Pour 2/ € A’~ S, les racines z, des polynomes
P;j(#',zj) = 0 sont toutes distinctes, et le théoréme des fonctions im-
plicites montre que chaque racine z, s’écrit localement comme une
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fonction holomorphe z, = wy(2’). Il y a au total exactement

d = Z d; (avec d <d= Z mjdj)

Igsr INGA
telles racines wy(2’), 1 < £ < d'. Si on note
A={z=(,2,) e A" x C; P(¢,2,) =0}
et m: A — A’ la projection z — 2’, on voit que A\ 771(S) est une
hypersurface analytique lisse de C" et que la restriction
T AT H(S) — AT\ S

est un revétement a d’ feuillets (cf. Appendice §5.A pour une bréve

introduction & la notion de revétement). La situation se présente gra-
phiquement comme suit, A étant contenu dans un cone |z,| < C|Z/| :

€ C

np----4------go

Z, c (Cnfl
FIGURE 1. Revétement ramifié de A sur A’ ¢ C*1

En dimension n = 2, la situation est nettement plus simple. En
effet dans ce cas A’ = A; C C, et comme les zéros d’une fonction ho-
lomorphe d’une variable sont isolés, on peut supposer, quitte a rétrécir
Ay, que S se réduit au point {0} (ou que S est vide). On voit donc
que A\ ({0} x C) est un revétement du disque pointé A; \ {0} a d’
feuillets. Ce revétement peut avoir plusieurs composantes connexes,
ne serait-ce que parce que les facteurs P; de P définissent eux-mémes
des hypersurfaces A; = le(()) et que les ensembles A; \ ({0} x C)
sont des parties fermées disjointes de A~ ({0} x C). On va voir que ce
sont en fait exactement les composantes connexes de A \ ({0} x C).
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Sinon A; \ ({0} x C) se scinderait en plusieurs composantes connexes
A;7k, et en posant

Qjx(z1,22) = H (22 — wy(21)), 2 e A"\ {0}

(z1,we(21))€A” |

on obtiendrait des polynéme Q1 € O(A1)[z2] tels que Pj = [ Qj ks
ce qui contredirait I'irréductibilité de P; (noter que les coefficients
de Qj sont holomorphes en z; sur A’ \ 0 et bornés pres de 0, ils
s’étendent donc en des fonctions holomorphes sur A’). 1l se trouve
qu’un revétement connexe a q feuillets d’un disque pointé est toujours
isomorphe au revétement z — 27 du disque unité pointé A(1) \ {0},
parce que le groupe fondamental du disque pointé est Z et qu’il ad-
met ¢Z comme seul sous-groupe d’indice ¢ (cf. Appendice, 5.14 (iii)) ;
les relevements locaux t — wy(t) du revétement reprennent la méme
valeur aprés ¢ tours autour de l'origine, c’est-a-dire que ¢ +— uy(t) :=
we(t?) est en fait holomorphe. Puisque les racines zo = wy(z1) de
Pj(z1,22) = 0 donnent lieu & un revétement connexe a d; feuillets, on
en conclut qu’elles peuvent s’écrire sous la forme

+0o0o

1/d; k/d;

(2.18) 2y = Uj(Zl/ N=> Oéjkzl/ ’
k=0

avec une fonction holomorphe u;. Comme le revétement est connexe,
il ne peut se refermer qu’apres exactement d; tours, donc on sait a
priori que les indices k tels que aj, # 0 n’ont pas de diviseur com-
mun autre que 1 avec 'entier d;. On dit que (2.18) est un développe-
ment de Puiseuz des racines du polynome Pj(z1, z2) = 0. L’inégalité
|z2] < Cz1| impose ici que la série (2.18) a ses coeflicients oy, nuls si
0<k<dj. O

Notre ambition est maintenant de comprendre en toute généralité
la structure des ensembles analytiques définis par des systémes arbi-
traires fi = fo = --- = fy = 0 de fonctions holomorphes. Nous avons
besoin pour cela d’une étude algébrique plus poussée de la situation.

3. Faisceaux cohérents

La notion de faisceau a été introduite par Jean Leray entre 1940 et
1945, alors qu’il est prisonnier de guerre en Autriche. Son but était de
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développer des notions fondamentales nouvelles pour la topologie al-
gébrique, afin d’étudier en particulier les propriétés topologiques des
espaces fibrés. Autour de 1950, Henri Cartan comprend tout le béné-
fice que la notion générale de faisceau apporte a 1’étude des fonctions
holomorphes de plusieurs variables.

3.A. Notions de préfaisceau et de faisceau. Nous commencons
par introduire la notion plus élémentaire de préfaisceau de fonctions.

(3.1) Définition. Soit X un espace topologique.

a) Un préfaisceau de fonctions . sur X (& valeurs dans un en-
semble E donné) est la donnée pour chaque ouvert U C X d’un
ensemble de fonctions f : U — E définies sur U, noté .% (U), de sorte
que pour chaque paire d’ouverts emboités V C U et tout f € .Z(U)
la restriction fiy, de f a V vérifie fiy, € #(V). On dit que F(U) est
I’ensemble (ou l'espace) des sections de .# sur U.

b) Le préfaisceau # est un faisceau si chaque fois qu’on se donne
une collection f; € F(U;) avec f;ju,nv; = fjju,nu; pour tous i, 7,
alors il existe une fonction f € .#(U) définie sur la réunion U = JU;
telle que f|y, = fi pour tout i.

[La propriété (3.1 b) dit en quelque sorte que .# prescrit une propriété
purement locale, vraie sur un ouvert U si et seulement si elle est vraie
sur un recouvrement arbitraire (U;) de U]

(3.2) Exemples

a) La collection .Zx  telle que Fx g(U) est 'ensemble de toutes
les fonctions U — FE est de fagon triviale un faisceau sur X.

b) La collection €x k telle que €xx(U) est 'ensemble des fonc-
tions continues f : U — K a valeurs dans K = R ou C est un faisceau
sur X.

¢) Si X est une variété différentielle de classe C*, la collection ‘K)’?’K
des fonctions f : U — K de classe C* est un faisceau sur X.

d) Si X est une variété analytique complexe, la collection notée &'x
des fonctions holomorphes f : U — C est un faisceau sur X.

e) Si E est un ensemble, la collection souvent notée E (ou Ex)
des fonctions localement constantes U — E est un faisceau sur X.

f) En revanche, la collection .# des fonctions constantes U — E est
un préfaisceau qui n’est pas un faisceau, du fait que le recollement sur
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des ouverts disjoints va produire des fonctions localement constantes
non constantes. De méme, si on pose

¢x»(U) = {fonctions continues bornées U — R}

on obtient un préfaisceau €y ; qui n’est pas un faisceau, le fait pour
une fonction d’étre bornée n’étant pas une propriété locale.

g) Si X = R" par exemple, la collection %.(U) des fonctions conti-
nues a support compact dans U n’est pas un préfaisceau, la restriction
a un ouvert V plus petit n’étant pas nécessairement a support com-
pact dans V.

On observera que les collections b) c¢) d) ont des structures al-
gébriques supplémentaires, chaque ensemble .Z(U) ayant en fait
dans ce cas une structure d’anneau. Malheureusement la notion de
(pré)faisceau de fonctions est un peu malcommode & manipuler al-
gébriquement, car par exemple un quotient d’un espace de fonctions
par un sous-espace n’est plus formellement un espace de fonctions.
On est amené a poser la définition plus générale suivante.

(3.3) Définition. Soit X un espace topologique.

a) Un préfaisceau F sur X est la donnée pour chaque ouvert
U C X d’un ensemble noté % (U) et pour chaque paire d’ouverts
emboités V' C U d’une application pyy : F(U) — F(V), en sorte
que pyw o puy = puw lorsque W C V. C U (intuitivement py v
sera vue comme une « restriction » de U a V', méme si ce n’est pas
formellement le cas).

b) Le préfaisceau .# est appelé faisceau si chaque fois qu’on se
donne une collection d’éléments f; € 7 (U;) vérifiant py, v;nv, (fi) =
pu;unu; (fj) dans 7 (U; N Uj) pour tous i, j, il existe un unique élé-
ment f € Z(U) sur la réunion U = |JU; tel que pyy,(f) = fi pour
tout <.

¢) On parlera de (pré)faisceau de groupes, d’anneaux, d’espaces
vectoriels (...) si les ensembles .#(U) sont munis de structures de
groupes, d’anneaux, d’espaces vectoriels (...), et si les « restrictions »
pu.v sont toutes des morphismes pour ces structures.

(3.4) Définition. Si .7 est un préfaisceau sur X, on définit pour
chaque point z € X une relation d’équivalence sur la somme dis-
jointe [[y5, # (U) : pour des éléments g € #(U), h € F(V)ou U,V
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sont des voisinages ouverts de x dans X, on décrete que g ~ h s’il
existe un voisinage W C U NV de z tel que pyw(g) = pyw(h). On
appelle germe de g en z, noté g,, la classe d’équivalence de g € .7 (U),
et on note %, 'ensemble des classes d’équivalences lorsque U décrit
tous les voisinages U de z. En termes plus savants, .%, est la limite
inductive

Fp = 1lim(F(U), puv).
Uszx

On appelle cet ensemble .7, la fibre de .¥ en z; elle est munie du
méme type de structure algébrique que les .% (U), dans tous les cas
décrits en 3.3 ¢).

Un fait fondamental est qu’il est possible d’associer de maniére na-
turelle un faisceau F 4 tout préfaisceau % . Pour cela, on considere
I'ensemble Fz = [[.%, formé de la somme disjointes des fibres, et
on définit .7 (U) comme étant ensemble des fonctions f : U — Ez
telles qu’il existe un recouvrement ouvert U = |JU; de U et des élé-
ments f; € Z#(U;) pour lesquels f(x) = (fi)z chaque fois que x € U;
(ceci implique donc en particulier que f(:z:) € ;). Il est immédiat de
constater que Z est un faisceau de fonctions (avec les morphismes
de restriction de fonctions usuels pyy : f +— fiv, f € j(U)), et que
ce faisceau est « identique » (canoniquement isomorphe) & % si %
était déja un faisceau — puisqu’alors les f; précédents se recollent par
hypotheése en un élément f € % (U) global qui correspond bijecti-
vement a l'application ]? donnée a priori seulement localement par
ses germes, c’est-a-dire f(x) = f, pour tout z € U [une autre fagon
d’interpréter cette construction consiste a utiliser la notion d’espace
étalé, cf. §5.B].

Un morphisme de préfaisceaux de groupes abéliens ¢ : F — ¥
sur X est la donnée d’une collection de morphismes de groupes

oy F(U) — 4 (U) commutant aux restrictions, c¢’est-a-dire tels que
PU v © YU = PV ° Puv

pour tous V C U. Dans cette situation, on peut considérer les col-
lections de groupes abéliens notées Ker ¢, Im ¢ et Coker ¢, données
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par

Ker(py : F(U) — 4(U)),
Im(py : F(U) — 4(U)) = ou(F(U)),
Coker(py : F(U) — 4 (U)) =9 (U)/pu(F (U)).

On constate immédiatement qu’avec les restrictions induites par p‘i v
(resp. par Pg,v) on obtient bien des préfaisceaux. Si .%# et ¢ sont des
faisceaux, il est facile de voir que Ker ¢ est encore un faisceau, mais
en général Im ¢ et Coker ¢ ne sont que des préfaisceaux. Un exemple
typique est donné sur le cercle X = S' = R/Z par l'exponentielle
complexe
p:6c— G [,

du faisceau des fonctions continues sur X a valeurs complexes (avec +
comme loi de groupe), dans le faisceau éc+ des fonctions continues
non nulles (avec x comme loi de groupe). Le noyau Ker ¢ s’identifie
au faisceau Z des fonctions localement constantes & valeurs dans Z.
On peut voir ici que le préfaisceau image ne contient pas ’application
g(z) = e¥™® définie globalement sur S' = R/Z, car les relévements
possibles f(x) = x + k, k € Z, ne s’étendent pas en des applications
continues de R/Z tout entier dans C. Cependant, les restrictions de g
au cercle St \ xo privé d’un point zg quelconque admettent bien un
relevement f € 6c(S* N\ xg) (il suffit de prendre la détermination
continue de z située dans un intervalle |xg, g+ 1[). On voit donc que
le préfaisceau image de ¢ dans %+ n’est pas un faisceau. Lorsqu’on
travaille dans la catégorie des faisceaux (ce qui sera notre cas), on
conviendra de désigner plutdt par Im ¢ et Coker ¢ les faisceaux as-
sociés auz préfaisceaux définis plus haut. L’exemple précédent donne
alors lieu pour tout espace topologique X & une suite exacte de fais-
ceaux (mais pas en général de préfaisceaux) sur X

0—Z%Z— %c — %c+ — 0.

Comme par définition un faisceau est déterminé de fagon purement
locale, il est équivalent de dire que .% — ¥ — J# est une suite
exacte de faisceaux (c’est-a-dire Ker(¥ — ) = faisceau associé a
Im(.# — ¥)) ou de dire que les fibres forment des suites exactes de
groupes abéliens .#, — ¥, — 5, pour tout z € X.
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3.B. Faisceaux de modules. Avant d’introduire la notion de fais-
ceau cohérent, nous définissons les notions de modules (localement)
de type fini et (localement) libres sur un faisceau d’anneaux. Tous les
anneaux A apparaissant dans la suite seront supposés commutatifs et
unitaires, sauf mention explicite du contraire; on admet cependant
que l'on puisse avoir A = {0}, auquel cas 14 = 04. Le cas non com-
mutatif présente aussi un intérét considérable, par exemple en vue de
la théorie des Z-modules, mais ce sujet dépasse le cadre du présent
texte.

Soit donc &7 un faisceau d’anneaux (commutatifs, unitaires) sur
un espace topologique X. Un faisceau . de /-modules (ou plus
brieévement un .27-module) est un faisceau de groupes abéliens tel que
chaque espace de sections . (U) a une structure de (U )-module,
avec une loi de multiplication externe compatible aux restrictions. De
méme, un morphisme . — .’ de &/-modules est une collection de
&/ (U)-morphismes . (U) — ./(U) commutant aux restrictions. On
remarquera qu’un morphisme ¢ : &/ — ¥ est déterminé de maniere
unique par la section globale F' = ¢(1) € .(X) image de la section
globale 1 € &/(X). Dans ce cas, par &/ (U)-linéarité, I'image d’une
section locale a € @/ (U) est aFjy; (et par «-linéarité, I'image d'un
germe w € 4, nest autre que wkF,).

(3.5) Définition. Soit <7/ un faisceau d’anneaux sur un espace topolo-
gique X et soit . un faisceau de o/-modules. Alors . est dit :

a) de type fini s’il existe des générateurs globaux Fi,...,Fy €
& (X) donnant un morphisme surjectif de .&/-modules sur X tout
entier

A ——
deBN = (U)l,...,U)N) — Z ijj,z € 5@, e X.
IySN

b) localement de type fini, si tout point zp € X admet un voisi-
nage U sur lequel il existe des générateurs locaux F1,..., Fy € .7 (U)
(N = N(x0)), donnant un morphisme surjectif de .&7-modules au des-
sus de U

SN
‘!Z%|U |U7

N
JZ%IEB = (wl,...,wN) — Z ijj@ €., el
1ISGSN
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(La restriction %)y d'un (pré)faisceau est par définition la collection
des #(V), V. C U, considérée sur l'espace U, les fibres .%, étant
prises elles aussi pour z € U).

¢) libre de rang r §'il existe des générateurs globaux Fi,..., F, €
7 (X) tels que le morphisme du a) (avec N = r) soit un isomorphisme
de /-modules au dessus de X.

d) localement libre de rang r si tout point zo € X admet un voisi-
nage U sur lequel il existe des générateurs locaux Fi,..., F, € Z(U)
tels que le morphisme du b) (avec N = r) soit un isomorphisme de
&/-modules au dessus de U.

Par définition, si . est localement libre, il existe un recouvrement
(Ua)aer par des ouverts sur lesquels .7 admet des systémes libres de
générateurs F{,...,F* € /(U,). Comme les générateurs peuvent
alors étre exprimés de maniere unique les uns en fonction des autres,
il existe pour chaque paire («, 3) d’indices une unique matrice r X r

G’ = (G?kﬁ)lgj,kgm G;X,f € @ (Uy NUg),
telle que
F,f = > FJQG?,CB sur U, NUp.
1<y

En d’autre termes, on a un diagramme commutatif

P
|UaNUg |UaNUg

o]

Dr
%UQQUB F/B %UamUB

Il résulte aussitot de Iégalité G*¥ = (F*)~1 o FP que les matrices
de transition G*? sont inversibles et qu’elles satisfont les relations de
transition

(3.6) G =GGH sur U,NUsNU,
pour tous les indices «, 3, € I. En particulier G** = Id on U, et
(GP)~! = GP* sur U, N Us.

Réciproquement, si on se donne un systéme G = (G;‘kﬁ ) de ma-

trices rxr inversibles ayant leurs coefficients dans .7 (U,NUp) et satis-
faisant les relations de transition (3.6), on peut définir un /-module
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localement libre . de rang r en prenant . ~ ;zflgz sur chaque ou-
vert, I'identification au dessus de U, NUg étant donnée par l'isomor-
phisme G : une section F de . sur un ouvert U C X peut étre vue
simplement comme une collection de sections F® = (F{*,..., F%) de
T (UNU,) satisfaisant les relations de transition F'* = G F# sur
les intersections U N U, N Ug.

(3.7) Remarque. Lorsque 7 est le faisceau des fonctions continues
a valeurs dans K = R ou C sur un espace topologique X, on voit
aisément que la catégorie des faisceaux de &/-modules localement
libres de rang r sur X est équivalente a celle des fibrés vectoriels
topologiques de rang r sur le corps K au dessus de X : a un faisceau
localement libre & donné par les matrices de transition G*?, il suffit
de faire correspondre le fibré vectoriel E obtenu en recollant les cartes
U, x K" par la relation d’équivalence (z,&%) ~ (y,&%), € U, et
y € Ug, si et seulement si x =y et £ = GB(x)EP. Le quotient

E=([I(Ua xK"))/ ~

est le fibré vectoriel recherché. De méme, si &/ est le faisceau des
fonctions C*° sur une variété différentiable (resp. des fonctions
holomorphes sur une variété analytique complexe), la catégorie des
&/-modules localement libres équivaut a celle des fibrés vectoriels
différentiables (resp. holomorphes).

Une propriété élémentaire et fréquemment utilisée des faisceaux de
modules localement de type fini est la suivante.

(3.8) Lemme. Soit . un faisceau de 7 -modules localement de type
fini sur X et Gi,...,G)p des sections de #(U) telles que les germes
Gizgs---1Gpa, engendrent la fibre Sy, en un point xq € U. Alors

il existe un voisinage V de xg tel que Gy, ..., Gy engendrent Sy

Pl
pour tout x dans V.

Démonstration. Soit W un voisinage de xg sur lequel . posséde des
générateurs [, ..., Fy € (W) engendrant .|y,. Comme les germes
G129 -- -+ Gp o, engendrent .7, on peut trouver un voisinage V.C W
de g et des sections Hj, € o7 (V) telles que F; = - H;, G sur V. On
voit que les germes G1 4, ..., GN, engendrent 7, pour tout x € V.

O
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3.C. Notion de module cohérent sur un faisceau d’anneaux

La notion de cohérence concerne les faisceaux de modules sur un
faisceau d’anneaux. C’est une propriété semi-locale qui stipule grosso
modo que le faisceau de modules en question posséde une présenta-
tion finie en termes de générateurs et relations. Nous décrivons ici la
définition et quelques propriétés basiques de cette notion, avant de
nous concentrer dans la section suivante sur le cas des faisceaux de
modules sur le faisceau d’anneaux Ox des fonctions holomorphes.

Si U est un ouvert de X et si Fi,..., F, € #(U) sont des sections
de # sur U, le noyau du morphisme de o/-modules F' = (Fi,..., Fy) :
szﬁq — Sy défini par

(3.9 F(WV)¥ 3 (g1,....90)— > giFjveF V), VcU
1<i<q

est un sous-&/-module Z(Fi,...,F,) de ,szflgq, appelé faisceau des

relations entre les sections Fi, ..., Fy.

(3.10) Définition. Un faisceau . de &/-modules sur X est dit cohé-
rent si :

a) . est localement de type fini sur X ;

b) pour tout sous-ensemble ouvert U of X et tout systéme de sec-
tions Fi,...,F, € S (U), le faisceau des relations Z(F1,. .., Fy,) est
localement de type fini sur U.

Soit £p € X un point fixé. Par 'hypothése a), il existe un voisi-
nage U de zg et des sections F1,...,F, € /(U) réalisant un mor-
phisme surjectif de </j;-modules

F:(Fl,...,Fq):,czflgq%y‘U,

et 'hypothese b) implique que le noyau Z(F1, ..., F,) de F est loca-
lement de type fini. Par conséquent, il existe un voisinage V C U de
o et un morphisme surjectif

G: A — APy, Fy)y C

sur le noyau de F' au dessus de V. On voit ainsi qu’on obtient une
présentation finie de . au dessus de V, c’est-a-dire une suite exacte
de #y-modules

G F
(3.11) eﬂzfﬁ;p — eﬂzfﬁq — Sy — 0,
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ot G est donné par une matrice p x p de sections (Gj) de &7 (V') dont
les colonnes (Gj1),...,(Gjp) sont des générateurs de Z(F1,...,F,).

Il est clair par définition que tout sous-&7-module localement de
type fini d'un &/-module cohérent est cohérent (car la propriété b)
s’hérite par passage a un sous-7-module). De la on déduit aisément :

(3.12) Théoreme. Soit p : F — 4 un morphisme de </ -modules co-
hérents. Alors Im et Ker ¢ sont des o/ -modules cohérents.

Démonstration. 11 est clair que Im ¢ est un sous-&/-module loca-
lement de type fini de ¢, donc il est cohérent. Soit =g € X et
solent F,...,F, € #(U) des générateurs de .# sur un voisinage U
de w¢. Enfin, soient Gi,...,G, € /(V)P? des générateurs de
Z(p(F1), ...,cp(Fq))lv sur un voisinage V. C U de xp. Alors Ker ¢
est engendré au dessus de V par les sections

q
Hj:ZijFkGy(V), 1<j<r, ou Gj:(Gjl,...,qu).
k=1
Ceci montre que Ker ¢ C % est localement de type fini, donc Ker ¢
est cohérent. OJ

(3.13) Théoréme (Serre). Soit 0 — F — ¥ — 4 — 0 une suite
eracte de &/ -modules. Si deur des < -modules F,.%,%9 sont cohé-
rents, alors les trois sont cohérents.

Démonstration. Si .7 et & sont cohérents, alors # = Ker(¥ —¥)
est cohérent par le Th.3.13. Si . et % sont cohérents, alors ¢
est localement de type fini; pour prouver la cohérence de ¥, soient
Gi,...,Ga€9(U) et z9 € U. Alors il existe un voisinage V' de zg et
des sections él, - ,C:’q € .Z(V) qui sont envoyées sur G1,...,G, €
4 (V). Apres rétrécissement éventuel de V, on peut supposer aussi
que |y est engendré par des sections Fy,...,F, € F (V). Alors
Z(G1,...,Gy) est la projection sur les ¢ derniéres composantes du
sous-module Z ([, ..., Fp, Gi,..., éq) C FYPF4 qui est de type fini
pres de zg par cohérence de .. Par conséquent Z(G1, . ..,Gy) est de
type fini pres de zy et & est cohérent.

Finalement, supposons que .# et ¢ soient cohérents. Soit g € X
un point quelconque, et soient Fy,...,F, € F(U) et G1,...,G4 €
G(U) des générateurs de .#, ¢4 sur un voisinage U de x¢. Il existe un



HENRI CARTAN ET LES FONCTIONS HOLOMORPHES 123

voisinage V' C U de zg tel que G1,. .., G, admettent des relevements
Gi,... ,C~¥q e (V). Alors (Fh,..., Fy, Gi,..., éq) engendrent 7]y,
donc ¥ est de type fini sur V.

Maintenant, soient Si,..., S, des sections arbitraires de ./(U) et
S1,..., 8y leurs images dans ¢ (U). Pour tout zg € U, le faisceau des
relations %(S1,...,S¢) est engendré par des sections Py,...,Ps €
o/ (V)1 sur un petit voisinage V' de zg. Posons P; = (Pj)1<k<q-
Alors les sections H; = Pj;1S1 4 -+ + PjySy, 1 < j < s, sont envoyées
sur 0 dans ¢, donc elles peuvent étre vues comme des sections de #
(ou plutdt des images de telles sections). La cohérence de % montre
que Z(Hy,...,H;) posséde des générateurs Q1,...,Q; € o/ (W)*
sur un petit voisinage W C V de xzg. Alors il est facile de voir
que Z(S1,...,5;) est engendré au dessus de W par les sections
R; =3 QjkP, € &/ (W), 1< j<t, par suite .7 est cohérent. O

(3.14) Corollaire. Si .F et 4 sont des sous-/ -modules cohérent d’un
& -module cohérent &, Uintersection % N9 est un < -module cohé-

rent.

Démonstration. En effet, le faisceau intersection # N'¥ est le noyau
du morphisme composé F — ¥ — /¥, et on sait que . /Y est
cohérent par (3.13), donc le noyau .# N¥Y de .F — ./ /¥4 est cohérent
d’apres (3.12) . N

3.D. Notion de faisceau cohérent d’anneaux. Un faisceau d’an-
neaux & est dit cohérent s’il est cohérent comme module sur lui-
méme. D’aprés la Définition 3.11, ceci signifie que pour tout ouvert
U C X et tout systéme de sections F; € o7/ (U), le faisceau des rela-
tions Z(F1,. .., Fy) est localement de type fini sur U.

(3.15) Exemple et contre-exemples. Soit K un corps (par exemple R)
et X un espace topologique, qu’on prendra ici localement connexe
(par exemple X = R"™). Alors il est évident que le faisceau localement
constant &/ = K sur X est un faisceau cohérent d’anneaux. Si Y
est une partie de X, on peut définir un sous-faisceau @4 C & en
prenant pour <% (U) l'ensemble des fonctions localement constantes
U — K qui sont nulles sur X \Y (fonctions & support dans Y'). On
vérifie facilement que 2%y est un sous-faisceau d’anneaux qui n’est pas
localement de type fini au voisinage d’un point xg de la frontiere 9Y,



124 JEAN-PIERRE DEMAILLY

si elle est non vide. En effet la fibre (o), est nulle par 'hypotheése
de locale connexité de X, donc on ne peut pas trouver de section
de o4 (V) sur un petit voisinage connexe de V' qui puisse engendrer
les fibres non nulles (&%), x € Y N V. En fait o4 est aussi un
faisceau d’idéaux de .7, et on peut donc considérer le 2/-module
quotient &7 /<#y. On verra alors que <7 /a% est bien localement de
type fini (engendré par 1), mais il n’est pas cohérent sinon le noyau
de o — of /oty le serait. Il faut avouer que ces exemples et contre-
exemples ne sont pas parmi les plus passionnants du sujet...

Si &7 est un faisceau cohérent d’anneaux, les résultats du paragra-
phe 3.C impliquent que tout module libre <7 %P est cohérent (et donc
tout o/-module localement libre est également cohérent). En consé-
quence :

(3.16) Théoreme. Si <7 est un faisceau cohérent d’anneauz, tout sous-
module localement de type fini de o/ %P est cohérent. En particulier,
st S est un o/ -module cohérent et Fy,...,F, € S (U), le faisceau
des relations Z(Fy, ..., Fy) C /%1 est lui aussi cohérent.

Soit . un &/-module cohérent sur un faisceau cohérent d’an-
neaux 7. Grace a une itération de la construction (3.11), on voit
que pour tout entier m > 0 et tout point zg € X il existe un voisi-
nage V de zg sur lequel on a une suite exacte de faisceaux

Frn

(3.17) gfﬁpm —m, gﬁpmfl ..
_>%$Pl Fy Q{I?;PO FO; |v—>07

ol Fj est donné par une matrice p;_1 X p; de sections de &7 (V).

3.E. Faisceaux analytiques et théoréme d’Oka. Beaucoup de
propriétés des fonctions holomorphes qui seront étudiées ici se for-
mulent naturellement dans le cadre des faisceaux analytiques. Le
théoreme d’Oka [Oka, 1950] stipulant la cohérence du faisceau des
fonctions holomorphes de n variables peut étre considéré comme une
extension profonde de la propriété de noethérianité vue a la Section 2.

(3.18) Définition. Soit M une variété analytique complexe de dimen-
sion n et soit Oy le faisceau des germes de fonctions analytique
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sur M. Un faisceau analytique sur M est un faisceau . de modules
sur le faisceau d’anneaux 0.

(3.19) Théoréme d’Oka. Pour toute variété analytique complexe M, le
faisceau d’anneaur On; est cohérent.

Soient Fi,...,F, € O(U). Puisque Oy, est noethérien, on sait
déja que les fibres Z(F1,. .., Fy)y C ﬁ?}qz sont de type fini, mais le
fait nouveau important exprimé par le théoréme est que le faisceau des
relations est localement de type fini, c’est-a-dire que les « mémes »
générateurs peuvent étre utilisés pour engendrer les fibres dans un
voisinage de chaque point.

Démonstration. Par récurrence sur n = dimc M. Pour n = 0, les
fibres Ojr, se réduisent au corps des complexes C et le résultat
est trivial. Supposons maintenant que n > 1 et que le résultat ait
déja été démontré en dimension n — 1. Soit U un ouvert de M et
Fy,...,F; € Oy (U). Pour montrer que Z(F1, ..., Fy) est localement
de type fini, on peut supposer que U = A = A’ x A,, est un poly-
disque de C" centré en g = 0; apres un changement de coordonnées
et aprés une multiplication de F1, ..., Fy; par des fonctions inversibles,
on peut aussi supposer que I, ..., Iy, sont des polyndmes de Weiers-
trass en z, dont les coefficients sont dans ¢'(A’). Nous avons besoin
d’un lemme. O

(3.20) Lemme. Si x = (2',x,) € A, le Op z-module Z(F1, ..., Fy).
est engendré par ceux de ses éléments dont les composantes sont des
germes de polynémes analytiques dans Oar 4 [z, dont le degré en z,
est au plus égal a p = mazimum des degrés de Fi, ..., Fy.

Démonstration. Supposons par exemple que F, soit degré maximal
i parmi les Fj. D’apres le théoréme de préparation de Weiers-
trass 1.1 et le Lemme 1.9 appliqué en z, on peut écrire Fy, , = f' "
ou f', f" € Opr w[2n], f' sont des polynoémes de Weierstrass en z, —
et f"(x)#0. Soient ' et u” les degrés de f' et f” par rap-
port & z,, de sorte que p + p” = p. Maintenant, prenons
(g',...,97) € Z(Fy,..., F,)s. Le théoréme de division de Weierstrass
donne

gj:Fq,xtj—l-rj, j=1...,9—1,
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o t! € Op, et ol 17 € Opry[zy) est un polynome de degré < /.
Pour j = ¢, définissons 74 = g7+ > 1,1 t/Fj 5. On peut écrire

(321) (¢%....99) = > t(0,....Fq...,0,—Fj)o + (r',...,19)
1<i<q

ou Fj est en position j dans le g-uplet figurant dans la sommation.

Puisque ces g-uplets sont dans Z(Fy,...,F,);, on a (rl,...,r9) €

H(Fy, ..., Fy),, donc

S Fjard + f 01 =0.
1isg—1
Comme la somme est un polyndéme en z, de degré < p + p, il ré-
sulte du Lemme 1.9 que f”r? est un polynéme en z, de degré < u.
Maintenant, nous avons

(7"1, cord) = 1/f”(f”7’1, oo fr9)

ot f"rJ est de degré < p/ + " = p. En combinant ceci avec (3.21),
le lemme s’ensuit. OJ

Démonstration du Théoréme 3.19 (fin). Sig = (g',..., g% est un des
polynémes de Z(Fi, ..., Fy), décrits dans ’énoncé du Lemme 3.20,
on peut écrire
¢ = Z ujkzrlf, uw* e On g
0<k<p

La condition pour que (g',...,g%) appartienne & Z(Fi,...,F,):
consiste par conséquent en 2u + 1 conditions linéaires portant sur
le germe u = (u/*), avec des coefficients dans ¢(A’). D’apres I’hy-
pothese de récurrence Oa: est cohérent et le Th.3.16 montre que le
module correspondant des relations est engendré sur &as ./, pour 2’
dans un voisinage ' de 0, par un nombre fini de (¢ x wu)-uplets
Ui,...,Uy € O(Q)%". Grace au Lemme 3.20, Z(Fi,...,F,), est
engendré en chaque point z € Q = Q' x A, par les germes des
polynémes associés

ik
Gi(z) = ( S Ul (Z')z§)1<j<q, 2eQ, 1<L<N. O
0<k<p I

(3.22) Propriété noethérienne forte. Soit F wun faisceau analytique
cohérent sur une variété complexe M et F1 C Sy C ... une suite



HENRI CARTAN ET LES FONCTIONS HOLOMORPHES 127

croissante de sous-faisceaux cohérents de F. Alors la suite (Fy,) est
stationnaire sur tout sous-ensemble compact de M.

Démonstration. Puisque .# est localement un quotient d’un module
libre ﬁ’f@q, on peut prendre les images réciproques des .%; dans ﬁ;‘?ﬂ,

ce qui nous ramene facilement au cas &% = ﬁ?}q, puis finalement
a .F = Oy, par des réductions faciles semblables a celles utili-

sées dans la démonstration du Th.3.13. Supposons M connexe et
F1, 7 {0} pour un certain indice ko (sinon, il n’y a rien & démon-
trer). Grace au théoréme de prolongement analytique, on voit facile-
ment que F, , # {0} pour tout z € M. Pour tout point € M, on
peut donc prendre un polyndéme de Weierstrass non nulP € Z, (V),
deg, P(%',z,) = p, dans un ouvert de coordonnées qui soit un voisi-
nage V = A’ x A, de centre x. Une division par P montre que pour
k > ko et x € V, toutes les fibres .%}, , sont engendrées par P, et par
les polynémes de degré < i en z, a coefficients dans Oa /. Ceci per-
met de raisonner par récurrence sur n, en considérant le &'x/,-module
cohérent

F' = F0{Q € Onlzn); degQ < i}

et sa suite croissante de sous-faisceaux cohérents .7, = F, N .7’
On conclut grace a ’hypothese de récurrence appliquée en dimen-
sion n — 1. ]

4. Ensembles analytiques complexes. Propriétés locales

4.A. Définition. Composantes irréductibles. Un ensemble ana-
lytique complexe est un ensemble qui peut étre défini localement par
un nombre fini d’équations holomorphes; un tel ensemble n’est en
général pas une sous-variété lisse, mais une sous-variété avec singula-
rités, précisément parce qu’aucune hypothése n’est faite sur les diffé-
rentielles des équations. Nous sommes intéressés a la fois par la des-
cription des singularités et par ’étude des propriétés algébriques des
fonctions holomorphes sur les ensembles analytiques. Pour une étude
plus détaillée, nous renvoyons le lecteur au séminaire de H. Cartan!

(4.1) Définition. Soit M une variété analytique complexe. Une partie
A C M est appelée ensemble analytique dans M si A est fermée et si
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pour tout point zg € A il existe un voisinage U de xg et des fonctions
holomorphes g1, ..., g, de O(U) telles que

ANU ={z€U; gi(z) =--- = gn(z) = 0}.

Alors g1 = - -+ = gy = 0 est appelé systéme d’équations (locales) de A
sur U.

Il est facile de voir qu’une réunion ou une intersection finie d’en-
sembles analytiques est analytique : si (g}), (g;) sont des équations de
A’, A” dans I'ouvert U, alors le systéme constitué de tous les produits
(959%), resp. le systeme (g7) U (g)) constitue un systeme d’équations
de A’U A" resp. de A’ N A”.

(4.2) Remarque. Supposons que M soit connexe. Le théoreme du pro-
longement analytique montre que soit A = M, soit A n’a pas de point
intérieur. Dans ce dernier cas, chaque intersection A N U = ¢g~1(0)
est contenue dans ’ensemble des zéros d’une fonction non nulle g,
laquelle s’écrit comme un produit g;(z) = u;(z)P;(#’, z,) d'un facteur
inversible u; par un polynéme de de Weierstrass P; non nul. Comme
les zéros de z, — Pj(Z’, z,) sont des points isolés lorsque 2’ est fixé, on
voit facilement en prenant pour U un polydisque A de coordonnées
assez petit que AN A = A~ (ANA) est connexe. Il en résulte facile-
ment que M \ A est connexe et que toute fonction f € &(M \ A) qui
est localement bornée pres de A peut étre prolongée en une fonction

feo(M). O

Nous focalisons maintenant notre attention sur les propriétés lo-
cales des ensembles analytiques. Par définition, un germe d’ensemble
en un point x € M est une classe d’équivalence 